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从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 ， 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 . 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
渎 物 继 续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 ,苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 , 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
稀 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 .中 国王 业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 . 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引 进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 


过 ， 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻 详 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 . 以 喝 斯 科大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 者 名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 评 程 的 教材 . 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 
面目 已 有 较 大 变化 . 至 今 仍 广泛 采用 、 诬 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 包 努 力 . 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 依 鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 涟 条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数 学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 儿 学 系 养 、 塔 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积 极 的 作用 , 并 起 着 诛 远 的 影 
咯 , 无 颖 值得 庆 痪 , 特 为 之 序 . 


夸大 潜 
2005 年 10 月 


编者 的 话 


格 里 戈 里. 米 哈 伊 洛 维 奇 - 非 赫 金 哥 尔 欧 的 《 微 积 分 学 教程 》 是 一 部 卓越 的 科 
学 与 教育 将 作 , 曾 多 次 再 版 , 并 被 翻译 成 多 种 文字 .《 教程 > 包含 实际 材料 之 丰富, 诸 
多 一 般 定理 在 几何 学 、 代 数学 力学、 物理 学 和 技术 领域 的 各 种 应 用 之 众多 , 在 同类 
教材 中 尚 无 出 其 右 者 . 很 多 现代 著名 数学 家 都 提 到 , 正 是 下 . M. 非 赫 金 麻 尔 次 的 《 教 
程 使 他 们 在 大 学 时 代 培 养 起 了 对 数学 分 析 的 兴趣 和 热爱 , 让 他 们 能 够 第 一 次 清晰 
地 理解 这 门 课程 . 

从 《教程 第 一 版 问世 至 今 已 有 50 年 , 其 内 容 却 并 未 过 时 , 现在 仍 被 综合 大 学 
以 及 撤 术 和 师范 院 校 的 学 生 像 以 前 那样 作为 数学 分 析 和 高 等 数学 的 基本 教材 之 一 使 
用 . 不 仅 如 此 , 尽管 出 现 了 新 的 一 批 优 秀 教材 , 但 自 TT. M. 非 灰 金 哥 尔 次 的 《教程 》 
问世 起 , 其 读者 群 就 一 直 不 断 扩 大 , 现在 还 包括 许多 数理 特长 中 学 (译注 : 在 俄罗斯 ， 
除了 类 似 中 国 的 以 外 癸 、 音 乐 为 特长 的 中 学 , 还 有 以 数学 与 物理 学 为 重点 培养 方向 
的 中 学 , 其 教学 大 纲 包 括 更 多 更 深 的 数学 与 物理 学 内 容 , 学 生 则 要 经 过 特别 的 选拔 .) 
的 学 生 和 参加 工程 师 数 学 进修 培训 课程 的 学 员 . 

《教程 》 所 独 有 的 一 些 特 点 是 其 需求 量 大 的 原因 .《 教 程 》 所 包括 的 主要 理论 内 
容 是 在 20 世纪 初 最 后 形成 的 现代 数学 分 析 的 经 典 部 分 (不 含 测度 论 和 一 般 集 合 论 ). 
数学 分 析 的 这 一 部 分 在 综合 大 学 的 一 、 二 年 级 讲授 , 也 (全 部 或 大 部 分 ) 包括 在 所 有 
技术 和 师范 院 校 的 教学 大 纲 中 . 《教程 》 第 一 卷 包括 实 变 一 元 与 多 元 微分 学 及 其 基 
本 应 用 , 第 二 卷 研 究 黎 曼 积 分 理论 与 级 数理 论 , 第 三 卷 研究 多 重 积 分 、 曲 线 积分 、 曲 
面积 分 、 斯 带 尔 吉 斯 积分 、 傅 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 变 换 . 

《教程 》 的 主要 特点 之 一 是 含有 大 量 例题 与 应 用 实例 , 正如 前 文 所 说 , 通常 这 些 
内 容 非 常 有 趣 , 其 中 的 一 部 分 在 其 他 俄 文 文献 中 是 根本 没有 的 . 


ls 编者 的 话 


为 外 一 个 重要 特点 是 材料 的 叙述 通俗 、 详 细 和 准确 . 尽管 《教程 ) 的 篇 幅 巨 大 ， 
但 这 并 不 妨碍 对 本 书 的 掌握 恰恰 相反 , 这 使 作者 有 可 能 把 足够 多 的 注意 力 放 在 新 
定义 的 论证 和 问题 的 提 法 , 基本 定理 的 详尽 而 细致 的 证 明 , 以 及 能 使 读者 更 容易 理 
解 本 旋 程 的 其 他 方面 上 每 个 教师 都 知道 , 同时 做 到 叙述 的 清晰 性 和 严格 性 一 般 是 
很 困难 的 (后 寿 的 天 缺 将 导致 数学 事实 的 扭曲 ). 格 里 区 里 . 米 蛤 伊 洛 维 奇 . 菲 赫 金 
哥 尔 次 的 非 几 的 教学 才能 使 他 在 整个 《教程 > 中 给 出 了 解决 上 述 问 题 的 大 量 实例 , 这 
与 其 他 一 些 因 系 一 起 , 使 《教程 》 成 为 初 登 讲 台 的 教师 的 不 可 替代 的 范例 和 高 等 数学 
教 光 去 专家 们 的 研究 对 象 . 

《教程 》 还 有 有 一 个 特点 是 极 少 使 用 集合 论 的 任何 内 容 (包括 记号 ), 同时 保持 了 
人 氢 述 的 全 部 严格 性 . 整体 上 , 就 像 50 年 前 那样 , 这 个 方法 使 很 大 一 部 分 读者 更 容易 
初步 芝 握 本 谋 程 . 

仁 我 们 问 读 者 推出 的 荆 . M. 菲 攻 金 哥 尔 获 的 新 版 《教程 》 中 , 改正 了 在 前 几 版 
二 发 现 的 一 些 印 刷 错 误 . 此 外 , 新 版 在读 者 可 能 产生 菏 些 不 便 的 地 方 增补 了 (为 数 不 
多 有 的) 一 些 简 短 的 注释 , 例如 , 当 作 者 所 使 用 的 术语 或 说 法 与 现在 最 通用 的 表述 有 所 
不 同时 , 器 会 给 出 注释 . 新 版 的 编辑 对 注释 的 内 容 承 担 全 部 责任 . 

编者 对 B. M. 与 卡 罗 夫 教授 表示 洪 深 的 谢意 , 他 阅读 了 所 有 注释 的 内 容 并 提出 
了 很 多 有 价值 的 意见 . 还 要 感谢 国立 圣彼得堡 大 学 数学 力学 系数 学 分 析 教 研 室 的 所 
有 工作 人 员 , 他 们 与 本 文 作者 一 起 讨论 了 与 《教程 前 几 版 的 内 容 和 新 版 的 设想 有 关 
的 各 种 问题 

编辑 部 预 乞 感谢 所 有 那些 希望 通过 上 自己 的 意见 来 协助 进一步 提高 出 版 质量 的 读 
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第 八 章 ” 原 函 数 (不 定 积分 ) .i 
a 和 让 册 本 人 


83， 
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263. 原 函 数 ( 妈 不 ee de 仿 (1) 264. 积分 与 面积 定义 问题 (4) 265. 基本 
只 分 表 (6) 266. 最 简单 的 积分 法 则 (7) 267. 例题 (8) 268. 换 元 积 
269. 例题 (15) 270, 分 部 积 We。 19) 271. 例题 (20) 


i 有 理 式 的 积 职 分 A 


272. 在 有 限 形状 中 积分 问题 的 提出 (23) 273. 部 分 分 式 与 它们 的 积分 (24) 274. 
分 解 真 分 式 为 部 分 分 式 (25) 275. 系数 的 确定 、 真 分 式 的 积分 (28) 276. 分 离 积 
分 的 有 理 部 分 (30) 277. 例题 (32) 

某 些 含有 根 式 的 函数 的 积分 . 
278， 形 状 为 R (xz, %/(az 十 B/CYz +5)) 的 积分 、 例 题 (35) 279. 二 项 式微 分 
的 积分 、 例 题 (36) 280. 递 推 公式 (38) 281. 形状 为 R(x, Vazx? 十 bx 十 c) 的 表 
达 式 的 积分 、 欧 拉 赫 换 (41) 282. 欧 拉 替 换 的 几何 解释 (42) 283. 例题 (44) 284. 
其 他 的 计算 方法 (48) 285. 例题 (54) 

含有 三 角 函 数 与 指数 昂 数 的 表达 式 的 积分 . ............... 
286. 关于 R(sin z,coszjdz 的 积分 (56) 287. 关于 表达 式 sin” zx. cos* 2 的 积分 
(58) 288. 例题 (59) 289. 其 他 情形 的 概述 (63) 
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第 八 章 ” 原 函 数 (不 定 积分 ) 


81. 不 定 积分 与 它 的 计算 的 最 简单 方法 


263. 原 函 数 ( 即 不 定 积分 ) 的 概念 ”在 科学 与 技术 的 许多 问题 中 , 我 们 所 需要 
的 不 是 由 给 定 的 琢 数 求 它 的 导数 ,相反 地 , 是 要 由 一 个 也 数 的 已 知 导 数 还 原 出 这 个 
驮 数 . 在 第 91 日 中 ， TT s= 5s(), 即 是 , 路 程 随时 间 而 变化 的 变化 


规律 , 我 们 用 微分 法 先 得 出 了 速度 “= 至 .然后 找 出 加 速 度 a= 凶 但 实际 上 , 时 常 


需要 解决 反面 的 问题 :给 定 加 速度 a 是 时 的 函数 ,aa 一 da 人 (四 ,要 要 家 允 定 过 席 u 与 所 
经 路 程 s 依赖 于 t 的 关系 . 这 样 , 束 需 要 由 冰 数 a = alt) 还 原 出 一 个 消 数 v = 2 
开 的 导数 就 是 a, 然后 , 知道 了 也 数 v, 再 求 一 个 函数 s = slt), 而 它 的 导数 就 是 v. 
我 们 给 出 下 面 的 定义 : 
如 果 在 给 定 的 整个 区 间 上 ,f(x) 是 函数 所 (x) 的 手数, 或 f(x)dz 是 F(x) 的 微分 


mz)= f(z) 或 dF(z) = f(x)dr®, 


么 , 在 所 给 定 的 区 间 上 , 函数 下 (z) 叫做 f(z) 的 原 函 数 或 f(x) 的 积分 . 
求 一 个 痕 数 的 所 有 的 原 畏 数 ， 叫 做 求 积分 , 这 是 积分 学 的 问题 之 一 ; 可 以 看 出 ， 
这 是 微分 学 基本 问题 的 反面 问题 .33) 


” @ 在 这 情形 下 也 可 说 函数 F(z) 是 微分 表达 式 f(z)dz 的 原 函 数 (或 积分 ) 


35) 天 于 词 “ 积 分 ”的 起 源 参看 294 目的 第 二 个 脚注 , 在 积分 学 中 系统 地 应 用 某 些 名 词 术语 , 其 中 
都 含有 词 “ 积 分 ”不定 积分 ”"、“ 定 积分 "、“ 反 常 积 分 ”等 等 . 与 这 些 名 词 术语 相应 的 数学 概念 以 及 
由 其 来 产 得 出 的 问题 在 今后 将 仔细 了 予以 研究 .( 此 处 及 今后 带 序 码 的 脚注 是 编者 注 .) 


2， 第 八 章 原 函 数 (不 定 积分 ) [263] 


定理 如 果 在 某 一 个 区 间 多 (有 限 的 或 无 穷 的 , 闭 的 或 非 闭 的 ) 上 , 函数 F(z) 是 
f(z) 的 一 个 原 函 数 , 那么 , 函数 F(x) 十 C 也 是 f(x) 的 原 函 数 , 其 中 C 是 任意 常数 . 
反 过 来 说 , 在 区 间 区 上 f(z) 的 每 一 个 原 函 数 可 表示 成 这 种 形式 .， 


证 明 只 要 限于 世 是 有 限 闭 区 间 [ec 可 的 情形 就 够 了 . 


证 明 F(z) 与 F(z) 十 C 同 是 f(z) 的 原 函 数 ,， 这 个 情形 是 十 分 明显 的 ,因为 
F(X) + OC) = 下 AZ = f(2). 


现在 让 B(x) 是 消 数 f(x) 的 任何 一 个 原 男 数 , 于 是 在 区 间 [a,b] 上 


因为 活 数 F(z) 与 B(x) 在 所 考虑 的 区 间 上 有 相同 的 导数 , 所 以 它们 只 相差 一 个 常数 
[131, 推论 | 


这 束 契 所 要 证 明 的 . 
由 这 定理 推 苔 , 为 要 知道 给 定 盟 数 f(x) 的 所 有 的 原水 数 , 只 要 求 出 它 的 一 个 原 
晤 数 F(z) 就 够 了 ,因为 它们 彼此 之 间 只 差 一 个 常数 项 . 
由 此 ,表达 式 F(Z) 十 C 是 导数 为 f(z) 或 微分 为 f(z)dx 的 函数 的 一 般 形状 , 其 
中 C 是 任意 常数 . 这 表达 式 称 为 f(x) 的 不 定 积分 , 用 记号 


/aa 


来 表示 35), 这 个 记号 中 已 暗含 有 任意 常数 . 乘积 f(z)dz 称 为 被 积 表达 式 , 函数 f(x) 
称 为 被 积 函 数 . 


例题 让 f(z) = 7?; 不 难看 出 , 这 个 函数 的 不 定 积分 是 


2 i 
dz 二 一 十 CC. 
gh 村 


这 很 容 多 用 反面 的 演算 一 一 微分 法 一 一 来 验证 . 


我 们 提醒 读者 注意 , 在 “积分 ”记号 | 下 写 的 是 所 要 求 原 函 数 的 微分 , 而 不 是 导 
数 (在 我 们 的 例题 里 是 z?dz, 而 不 是 z2). 以 后 在 294 目 中 将 要 阐明 , 这 样 的 记 法 是 
有 历史 根据 的 ; 而 且 它 还 表现 着 许多 优点 , 因而 保留 它 是 十 分 合理 的 . 


36) 这 样 一 来 , 可 以 说 符号 | f(z)dz 是 在 某 个 区 间 上 的 函数 f(z) 标准 原 函 数 的 表示 . 可 以 有 不 定 
积分 概念 的 另外 的 解释 (同样 是 十 分 通行 的 ); 这 种 解释 是 : 符号 『 f(z)az A F(z) 的 所 
有 原 函 数 的 集合 . 与 此 相应 , 等 式 f(z)dz = F(z) + C 这 时 应 看 成 是 更 为 复杂 的 记 法 『 f(z)dz = 
{F(z) 十 C :CEeR} 的 简化 形式 ; 与 不 定 积 分 有 关 的 基本 公式 这 时 解释 为 集合 的 等 式 | 因此 在 课文 
中 证 明 的 有 关 不 定 积分 的 关系 式 , 对 符号 『 f(z)dz 的 这 一 种 或 另 一 种 解释 都 保持 其 正确 性 , 读者 
原则 上 可 持 其 中 任 一 种 看 法 . 


[263] §1， 不 定 积 分 与 它 的 计算 的 最 简单 方法 3. 


从 不 定 积 分 的 定义 直接 推出 下 列 的 一 些 性 质 : 
| 

即 是 ,记号 d 与 几 当前 者 位 于 后 者 的 前 面 时 , 可 互相 消去 . 
2. 因为 F(z) 是 函数 F(z) 的 一 个 原 函 数 , 我 们 有 


起 本 几 必 入 为 
far = F(x)+C. 
由 此 可 见 . 在 F(x) 前 面 的 记号 d 与 /. 当 d 在 后 面 的 时 候 ,也 可 把 它们 消去 ， 
但 必须 在 F(z) 后 加 上 一 个 任意 常数 . 
加 到 我 们 一 开始 束 提 出 来 的 那个 力学 问题 上 , 现在 我 们 可 以 写 


下 一 | a(t)dt 
和 全 | sat 


为 了 明确 起 见 , 假定 我 们 要 讨论 的 运动 是 等 加 速 运动 , 例如 , 在 重力 作用 下 的 运动 ; 这 
时 a = g( 痊 销 秋 线 同 下 的 方 同 为 正方 向 ), 并 且 , 不 难 了 解 


与 


v= | gdt=gt+C 
我 们 得 到 了 速度 v 的 表达 式 , 在 这 表达 式 中 , 除 时 间 t 外 , 还 包含 有 一 个 任意 常 
数 C. 在 同一 时 刻 , 对 于 不 同 的 C 的 值 , 我 们 将 得 到 速度 的 不 同 的 值 ; 因此 , 对 于 问 
题 的 完全 解决 , 我 们 已 有 的 数据 是 不 够 的 . 为 要 得 出 问题 的 完全 确定 的 解决 , 需要 知 
道 在 某 一 时 刻 速度 的 数值 才 够 . 例如 , 设 已 知 在 t= to 时 速度 v = wo; 我 们 把 这 些 值 
代入 所 求 得 的 速度 的 表达 式 中 
20 = gto 十 C, 
由 此 
全 三 蕊 0 gto, 
现在 我 们 的 解 束 有 了 完全 确定 的 形状 
一 0 位 一 加) 十 20. 
其 次 , 我 们 求 得 路 程 s 的 表达 式 


s= /lot to) + ooldt = 30(t to) + volt to) +O 


4， 第 八 章 原 蒋 数 (不 定 积分 ) [264] 


(用 微分 法 容易 验证 , 原 函 数 可 以 取 这 样 的 形式 ). 例如 , 假定 在 上 = to 时 路 程 3 = so 
给 定 , 我 们 就 可 以 确定 新 的 未 知 常 数 C'; 求 得 C' = so 之 后 , 我 们 便 可 以 写 出 解 的 最 
后 的 形状 


1 
SS a9(t 一 to)” 十 volt 一 to) 二 S80. 


习惯 上 称 值 如 , so, vo 为 量 t,s 与 v 的 初始 值 . 
我 们 知道 , 函数 y = F(z) 的 导数 给 出 对 


y y=FQ)C 应 图 形 的 切线 的 斜率 . 因此 , 可 以 这 样 来 解释 
0 ss 求 给 定 函 数 f(z) 的 原 函数 F(x) 的 问题 :要 找 
2 出 一 条 曲线 y 二 F(z), 使 它 的 切线 斜率 适合 
2 SS 给 定 的 变化 规律 
| 


俊才 二 0 


如 果 y = FE(z) 是 这 些 曲线 之 一 , 那么 ， 
只 需 把 它 顺 着 y 轴 作 人 简单 的 平移 , 便 可 以 得 
到 所 有 其 余 的 曲线 (移动 的 距离 C 是 任意 的 ， 
图 1). 为 要 从 这 族 曲 线 得 出 一 条 个 别 的 曲线 , 只 需 给 出 (举例 来 说 ) 这 曲线 应 当 通 过 
的 一 点 (zo,yo) 号 够 了 ; 初始 条 件 yo = F(z0) 十 C 就 给 出 C = yo 一 F(zxo0). 


图 1 


264. 积分 与 面积 定义 问题 ”把 原 函 数 解释 作曲 线 图 形 的 面积 是 更 为 重要 的 . 因 
为 在 历史 上 原 函 数 概念 与 面积 的 确定 有 极其 紧密 的 联系 , 所 以 我 们 就 在 这 儿 来 讲述 
这 个 问题 (这 儿 只 利用 平面 图 形 的 面积 的 直觉 的 表示 . 而 把 这 个 问题 的 精确 提 法 留 
到 第 十 章 去 讲 ). 


设 给 定 在 区 间 ia.5| 上 只 取 正 (或 非 负 ) 值 的 连 

y = f(z)， 考 虑 限制 在 曲线 y = f(zx) 下 ， 

2 轴 上 及 两 纵 坐 标 线 z+ = a 与 x = 5， 之 间 的 图 形 

A4BCD( 图 2): 我 们 把 这 类 图 形 叫 做 曲 边 梯形 ， 想 

要 确定 这 图 形 的 面积 P 的 值 , 我 们 研究 变动 图 形 

AMND 的 面积 的 性 质 , 这 变动 图 形 包 含 在 开始 纵 

图 坐标 线 z = a 以 及 跟 区 间 [c,b] 上 任意 选 出 的 x 值 

相对 应 的 纵 坐 标 线 之 间 ， 当 z 改变 时 , 这 个 面积 将 

随 之 而 变 , 并 且 对 应 于 每 一 z 有 它 的 一 个 完全 确定 的 值 , 于 是 曲线 梯形 4MND 的 

面积 是 z 的 某 一 图 数 ; 我 们 用 P(x) 表示 它 . 

我 们 首先 提出 求 消 数 P(z) 的 导数 的 问题 . 为 了 这 个 目的 , 我 们 给 z 添上 某 一 个 
(比方 说 , 正 的 ) 改变 量 Ax ; 此 时 面积 P{z) 将 获得 改变 量 AP. 

以 m 及 M 分 别 表示 在 区 间 [z,z+Azl] 上 函数 f(zx) 的 最 小 值 与 最 大 值 [84], 并 


[264] $1， 不 定 积分 与 它 的 计算 的 最 简单 方法 


将 面积 AP 与 底 为 Az, 高 为 m 及 M 的 矩形 的 面积 加 以 比较 . 显然 


mA AP < MAY 


由 此 Re 
mm < A <M. 
如 果 Az 一 0, 那么 , 由 于 连续 性 , m 与 M 趋 于 f(x), 因而 
AP 
| 人 Az j 


这 样 , 我 们 就 得 到 一 个 有 名 的 定理 (通常 叫做 牛顿 - 莱 布 尼 茨 定理 )@: 变动 面积 
P(x) 对 有 限 的 横 坐 标 z 的 导数 等 于 有 限 的 纵 坐 标 y = f(x). 

换 名 话说 , 变动 面积 P(z) 是 给 定 函 数 y = jz) 的 原 函 数 . 由 于 当 x = a 时 这 
个 原 函 数 变 为 0 这 一 特点 , 使 得 它 与 原 函 数 族 中 其 他 的 原 函 数 有 所 人 不同. 因此 , 如果 
已 知 函 数 f(z) 的 任何 一 个 原 函 数 F(x), 则 按 前 一 目 中 的 定理 就 有 


Po Ene EG, 


那么 , 令 x = a, 就 容易 定 出 常数 C 


最 后 
P(z) = F(x) — F(a). 
特别 地 , 要 求 得 整个 曲 边 梯形 4BCD 的 面积 P, 需 
要 取 x=5 
P= F(b)— F(a). 


作为 例子 , 我 们 求 界限 在 抛物 线 y = az? 下, x 轴 
上 及 对 应 于 给 定 横 坐 标 x 的 纵 坐 标 之 间 的 图 形 的 面积 
P(z)( 图 3); 因为 抛物 线 交 z 轴 于 坐标 轴 的 原点 ,所 以 ， 
在 这 儿 zx 的 开始 值 为 0. 容易 找 出 函数 f(z) = ax? 的 原 
函数 : F(z) = ~. 当 z = 0 时 这 个 函数 恰好 变 为 0, 所 
以 


比 术 324)] 
由 于 在 计算 积分 与 求 平面 图 形 的 面积 之 间 有 联系 , 通常 习惯 于 把 积分 计算 本 号 
叫 作 求 积 . 
@ 其 实 , 这 个 定理 一 虽然 是 在 男 一 种 形式 里 一 一 已 为 牛顿 的 老师 巴 洛 (Is.Barow) 发 表 过 了 . 


“0 第 八 章 原水 数 (不 定 积分 ) [265)] 


为 了 把 以 上 所 讲 的 全 部 事实 推广 到 也 取 负 值 的 函数 的 情形 ， 只 要 约定 把 图 形 中 
位 于 zz 轴 下 面 那 一 部 分 的 面积 的 值 算 为 负 值 就 行 了 . 

这 样 , 在 区 间 [ao, 忆 上 不 管 怎样 的 连续 困 数 f(x), 读者 总 可 以 把 它 的 原 函 数 想 象 
成 给 定 困 数 的 图 形 所 划 出 的 变动 面积 的 形式 . 可 是 , 把 这 个 几何 的 解释 就 认为 是 原 
中 数 和 存在 性 的 证 明 , 当然 是 不 可 以 的 . 因为 面积 概念 本 身 还 没有 根据 . 

在 下 前 [305] 中 , 我 们 可 以 对 直面 的 重要 事实 给 出 严格 的 并 且 纯 粹 分 析 的 证 明 ， 
这 个 事实 就 是 : 在 给 定 区 闻 上 的 每 个 连续 函数 f(x) 都 有 在 这 区 间 上 的 原 函 数 . 这 个 
盯 言 我 们 现在 束 加 以 采用 . 

在 本 草 中 我 们 只 讲 连续 隆 数 的 原 哨 数 ， 如 果实 际 给 出 的 函数 有 间断 点 , 那么 我 
们 将 只 在 它 连 续 的 区 间 上 考虑 它 . 因此 , 承认 了 上 述 断 言 之 后 , 我 们 就 无 需 每 次 预先 
讲 明 积 分 是 否 存在 :我 们 所 考虑 的 积分 总 是 存在 的 . 


265. 基本 积分 表 ”由 微分 学 中 的 每 个 公式 , 这 公式 建立 着 某 一 函数 F(x) 的 导 
效 是 f(x), 可 以 直接 导出 相当 的 积分 学 中 的 公式 


| rsa Z) + O037. 


现在 选 出 第 95 目 中 计算 初等 图 数 的 导数 的 那些 公式 , 也 选 出 后 来 (对 于 双 曲 函数 ) 
推出 的 一 些 公式 , 就 可 作出 下 面 的 积分 表 : 

0 

2 0 

3. dd (LL) 

4. J 和 ee 


和 


1 
6， | 一 一 一 一 = Arcsin 十. 
VI i ee 
7. f ordz = 五- 
下 人 
8. fsin zadz = 一 cosz 十 C 


sd i 7 = arctg T+C. 


9. i er 


10, :| 
I Pee 

ep “ 1 
[2 | Shi- Bar ho. 
13 | :ch wadr = sh tC. 


= -3 -= -tgz+C. 
sin? 


tg 2 十 人 


“5 类 似 的 记 法 中 总 是 假设 : 函数 f(z) 考虑 为 在 某 个 (位 于 其 定义 域内 的 ) 区 间 上 ， 


[266] 81. 不 定 积分 与 它 的 计算 的 最 简单 方法 = 


L 
1 | -dr =—cthz+C. 


1 人 5 dr=thz+C 
大 人吉 王 我 中 要 作 三 二 克 时 已 是 应 用 在 不 包 会 过 的 任何 区 间 上 上 的 实际 上 , 如 
果 这 个 区 间 在 零 的 右 方 , 就 有 z > 0, 而 由 己 知 的 微分 公式 linz] = 二 即 可 再 接 推出 


/ 宇 =mz+C 
z 


如 果 区 间 在 零 的 左 方 , 就 有 zx < 0, 那么 , 用 微分 法 容易 证 实 [Ina(_zj' = =， 由 此 


) 2 = In(—7z)+C. 
合并 这 两 个 公式 就 得 公式 433). 
用 积分 法 则 , 还 可 以 将 上 面 所 得 到 的 积分 表 的 范围 加 以 扩 驳 . 
266. 最 简单 的 积分 法 则 工 若 a 是 常数 (a 关 0), 则 
f a- fa 5 | fla 
实际 上 , 把 右 端的 表达 式 取 微 分 , 我 们 便 得 到 [105, 了 ] 
jia /at = a dl f fl)an] = a f(z)de, 
所 以 这 个 表达 式 是 微分 表达 式 a . f(x)dz 的 原 消 数 , 而 这 正 是 所 要 证 明 的 . 因此 , 第 
数 因 子 可 以 拿 到 积分 记号 的 外 面 来 . 
II {[f (x) + g(x)ldz = { f(z)dzr + 9(z)dr. 
把 右 问 的 表达 式 取 微分 [105,1 了 4] : 
a | twas ols)asl = | Fo)ds £4 | olw)dr = Lf) + gads: 
所 以 , 该 表达 式 就 是 微分 表达 式 [f(z) 土 g(z)]dz 的 原水 数 , 这 就 是 所 要 证 明 的 . 微分 
式 的 和 (或 差 ) 的 不 定 积分 , 等 于 每 个 微分 式 各 自 积 分 的 和 (或 差 ). 


38) 作 为 对 上 述 的 补充 , 我 们 指出 : 公式 1 _ 15 中 的 每 一 个 公式 , 在 出 现 于 其 中 的 被 积 函数 的 定义 
域内 的 任意 区 间 上 , 都 能 使 用 ; 同时 , 如 果 想 要 求 出 任何 一 个 函数 在 整个 定义 域 上 的 所 有 原 函数 
而 定义 域 又 不 是 区 间 时 , 这 些 公式 并 非 总 是 成 立 的 . 例如 函数 ftz) = -= 定义 在 除去 0 外 的 所 有 实 
数 的 集合 上 [ 即 (一 o0,0), (0, ce) 这 两 个 区 间 的 并 ], 在 这 个 集合 上 , 困 数 


1 (Z > 0)， 
F(x) = lnlz| +signz, 其 中 signz = 0 (wi0), 
-1 {xz<0) 


是 于 [是 ) 的 一 个 原 归 数 , 但 是 函数 F(Z) 不 可 能 表示 为 In|z| +C 的 形式 ， 其 中 C 是 任意 实数 . 于 是 
并 非 f(z) = 在 其 定义 域 上 所 有 原 函 数 都 可 以 用 公式 4 求 出 的 


8- 第 八 章 原 范 数 (不 定 积分 ) [267] 


附注 关于 这 两 个 公式 , 我 们 要 注意 下 面 这 一 点 . 这 两 个 公式 中 的 每 个 不 定 积 4 
都 包含 一 个 任意 常数 项 . 这 类 等 式 应 了 解 为 等 式 左右 两 端 之 间 的 差 是 一 个 常数 . 也 
可 以 从 字面 上 来 了 解 这 些 等 式 , 但 这 时 所 有 出 现 于 其 中 的 积分 之 中 有 一 个 积分 不 再 
是 任意 原 哺 数 : 这 个 积分 中 的 积分 常数 , 在 其 他 几 个 积分 常数 选 定之 后 , 就 被 确定 了 . 
这 个 重要 的 附注 , 在 此 后 应 当 加 以 注意 . 


III. 若 
. f 70 t)at = F(t) +O, 
则 
| Fas + dz = F(az +b)+C’. 
实际 上 , 所 给 的 关系 式 相当 于 -: 
d J 
zr = F(t) = (6. 
但 如 此 , 则 
Flar+D) = F(artt). a =a f(artb) 
于 是 


过 [Foz 十 bp) = /az +b), 


即 是 ,二 F(az + 5b) 确 是 函数 f(az + 4b) 的 一 个 原 函 数 
特别 时 常 遇 到 的 情形 是 a 二 1 或 5 二 0, 这 时 : 


/ene F(z+b)+o, 
| fan)as = (ZX) 十 C2. 


[实际 上 , 规则 III 是 不 定 积分 中 换 元 法 则 的 极 特别 的 情形 天 于 换 元 法 则 , 在 下 
面 268 目 就 要 讲 到 .] 


267. 例题 1) [(6zx? ~ 3z+5)dz. 


利用 规则 II 与 I( 及 公式 3,2) 我 们 有 


/ee -az+5z= /au ~ 32dz + | sa 
=6 /dz -3 | sds+s | dr=2s — 3s + 52+0 


2) 容易 积分 一 般 形状 的 多 项 式 


/eur 十 QTZP 一 十 … 十 an-10 十 Qn )dz 


=00 | srdst or {ordet ee toms {sds ton fu 


[267] 81， 不 定 积分 与 它 的 计算 的 最 简单 方法 9， 


_00 nfl 开征 172 
= FI? 十 7 十 十 5X 十 anz 十 己 . (I1, 1; 3, 2) 
3) 
/er +1)dz= Jar + 12x’ 十 6z + 1)dz 
= 527 十 二 三 十 203 十 了 十 CC (例题 2) 
4) 
[a+ vode= fOr/s+ or+ hoVE ts) 
= ata /sisto raot4 | vise+ fsa 
一 工 十 5 十 3z2 十 2 十 3 +C. (I1, IT; 3, 2) 
5) 
(Z 十 1)(Z 一 3) zz 一 3z-3， ( 1 1 3) 
/ 37? 322? dr = 2 3 ZX 2Z2 0 
=3 rast -| dae- | «a 
= sets -not ot+C (II TI 3, 2, 4) 
6) 
(z ~ VT)(L + Vy 一 DVT VY; - rdr— | redzr 
6 13 6 7 
= ja 了 十 性 . (II; 3) 
现在 给 一 些 应 用 规则 III 的 例题 ; 
7) 
(a) dz 一 nz 一 al 十 C (III; 4) 
rT—a | | ) 
dz _k, 1 —k+1 
0 | 5 fe a) dr = TT a) 十 C 
l 
二 一 一 ~ 1). ) 
(RR— 1(r — a) +C (k>1) (HI; 3) 
8) 
(a) fs mzdz = -= cosmz +C (m A 0) (III; 8) 
(6) /me mzdz = = sin mri+C (mz 0), (III; 9) 


_ 1 _ 
四 /: ds = le +C (HI:7) 


.10 ， 第 八 章 原 函 数 (不 定 积分 ) 
9) 


(a) | | Ti (a > 0). 


dz 1 dz 1 z 
(6) ect vrei (a > 0). 
用 到 全 部 规则 的 例题 : 
10) 


/ (e” — Dle® +1),, 一 /er 一 6 十 1 一 e ™)dzx 


eT 


= se er torte +o 


11) 
az + by 
czT++d 


以 分 母 除 分 子 后 , 把 被 积 表达 式 表 示 成 下 面 的 形状 
a 上 pc 一 ad i 


c c crz+i+ada 


由 此 , 所 求 积分 等 于 ， 


0 nlez +dl+0C. 
C 


a 
一 站 十 
C 


12) 


ZK 十 1 TX 十 1 


[267] 


(III; 6) 


(III; 5) 


(IIL,III; 7, 2) 


(I1, J, II 2, 4) 


2 _ 
| EE (s+) de Setomletilto 


把 分 母 较 复杂 的 分 式 求 积分 时 , 先 把 此 分 式 分 解 为 分 母 更 简单 的 分 式 的 和 , 常会 变 得 容易 些 . 


例如 ， 


-= 一 人 ! _ 1 ): 
x2—a? (zx~a)(z+a) 2a\xz—~a 2Z+a/ 
因此 | 参看 例题 7)(a)] 


13) 
/ dz = 二 | dz -| dx [=n|2e|+o 
T7272—a? 2a zr—a /zt+al 2a lz+a | 
这 种 方法 可 以 伐 明 , 例如 , 对 更 普遍 形状 的 分 式 
] 
(z+a)(z+b) 
显然 ,(z 十 a) 一 (x 十 b) = a 一 b. 此 时 有 恒等式 
1 -ll! +Y El | 
(z+a)(z+b) a—b (z+a)(z+b) a—b\z+b z+a/ 
由 此 可 见 ， 
14) 


/ dz 1 jp 
(z+a)(z+b) a—-b |z 


[267] §1， 不 定 积分 与 它 的 计算 的 最 简单 方法 11- 


特别 
15) 
dz dz TX—3 
/i + 
_ dz 1 dz 1，l2z-1 
9 | mt/ pn (or) 51 3|+o 
2 2 
16) 
dz ye 2 
| zi ( 当 B 一 4C > 0 时 ). 


分 母 可 分 解 为 这 样 的 实 因 式 :A(z 一 a)(x 一 B), 其 中 
四 一 尼 十 VB 一 4C B= —B—- vB*— AC 


A "让 A 
于 是 , 按照 例题 14), 假定 a = 一 8,b = 一 a, 我 们 得 到 
/ ar 1 | A+B-VvB-AC rr 
A7?+2Br+C 2VB2—AC |Ar+B+VvVB:-AC | 


有 些 三 角 表 达 式 , 经 过 某 些 初等 变换 后 , 也 可 以 利用 这 些 简单 方法 来 求 积 
例如 , 显然 
2 1++cos2mz ,2 _ 1 ~— cos2mz 
cs MIT) sin m= 
由 此 
17) 


1 
(a) / cos*mzdz = 5 十 1 sin 2mz 十 C， 


(mm 天 0 
(6) semadz 一 Ly _ sin 27p07 十 C. 
2 4m, 
用 类 似 的 方法 , 我 们 有 
. i,. . 
sin mz cos nz = 5 lsin(m + n)z++ sin(m 一 人 )Z]， 


] 
COs M7 COS nz = 5 lcos(m 十 也) 人 十 cos(m — n)z], 


Sin 7720 sin nz = 


假定 mm 土 n 关 0, 我 们 得 到 下 面 的 积分 : 
18) 


[cos(m — n)z 一 cos(m + n)zl. 


ID— 


cos(m —n)z+o, 


(a) | sinma cosnzdz = — cos(m + n)z 一 


1 
2(m 十 n) 2(m —n) 


(6) | sosms cos nzdz = 5 i sin(m + n)z+ 5 sin(m 一 ?0)Z 十 C 〇 ， 


(B) | sinms sinnzdz = 7m i sn(m — n)z— 20 sin(7m 十 也)2Z 十 C. 
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最 后 考虑 几 个 更 复杂 的 例题 . 


19) 
Sin 2n7 
,| es QE 


内 为 


sin 2nzx = >》 [sin 2kzx — sin(2k — 2)7| = 2sinz > cos(2k 一 1)z, 
大 一 1 kk 二 1 


所 以 被 积 表 达 式 可 以 化 成 25、?_] cos(2k 一 1)z, 所 求 积分 就 等 于 


2 CE Ys 者 


类 做 地 
加/ ER Dan = + 2 +C. 


SIn% 


268. 换 元 积分 法 ”现在 我 们 来 讲述 函数 的 积分 法 中 最 有 力 的 一 个 积分 法 一 
换 元 积分 法 或 替换 法 . 下 面 的 简单 的 说 明 就 是 它 所 根据 的 基础 : 


如 果 已 知 
| sa =G(t)+C 


| g(a (a)ar = G(w(r))+C. 


[假定 所 有 在 这 里 出 现 的 函数 g(t),w(z),w'(z) 都 是 连续 的 .]39) 
只 要 注意 G'(t) = g( 雪 ,上 式 就 可 由 复合 函数 的 微分 法 规则 [98] 直接 推出 , 即 


和 cloo) = Ge)olG)=owljorgo 


我 们 也 可 以 换 一 种 方法 来 表示 这 同样 的 事实 , 只 要 先 说 关系 式 


RP 有 


在 以 消 数 w(x) 代替 自 变量 t 时 保持 有 效 [106]. 
| f(a 


在 许多 情形 下 , 可 以 选取 这 样 的 z 的 函数 ,上 = w(z), 作为 新 变量 , 使 得 被 积 表达 式 可 
表 表示 成 下 面 的 形状 

f(x)dx = g(w (2))w (2)dz, (1) 

39) 同 样 假定 : 所 考虑 的 变量 t 与 z 的 变化 区 间 [ab 与 [a,4] 由 等 式 wa = {w(z) :ze la 由 
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这 儿 g(t) 是 求 积分 时 比 f(z) 更 方便 的 函数 . 于 是 , 按照 上 面 所 讲 的 , 只 要 求 出 积 
f sda = G0) +o, 

然后 在 这 积分 中 作 替 换 + = w(z), 就 得 到 所 要 求 的 积分 了 . 通常 简单 地 写成 
/az= /sd (2) 


式 中 右 端 积分 所 表示 出 的 的 函数 中 , 已 经 有 暗含 着 上 面 所 作 的 替换 了 .40) 
例如 , 求 积 分 
/ sin3z cos xdz. 


因为 usinz = cos zdzx, 那么 , 令 t = sinz, 被 积 表 达 式 就 变 成 
sin3 x coszdz = sin3azdsinz = tdt. 
我 们 容易 算出 最 后 的 表达 式 的 积分 : 
14 
/ t»dt = i +C. 


剩 下 只 要 回 到 变量 zx, 以 sinz 代替 二 即 得 ; 


sins xz 
4 


/ sin3sz coszaz = 


读者 注意 : 在 选取 简化 被 积 表 达 式 的 替换 上 = w(z) 时 , 应 当 记 住 , 在 被 积 表达 
式 中 应 找 出 一 个 因 式 w'(zjdz, 使 它 给 出 新 变量 的 微分 dt[ 参 看 (1)]. 在 上 例 中 , 因 式 
coszdz = dt 的 存在 就 决定 了 可 以 作 蔡 换 上 = sinz. 
关于 这 点 , 有 一 个 很 好 的 例子 
| sinzar: 


这 儿 正 因为 缺少 上 述 的 因 式 , 作 替 换 t = sinz 就 会 是 不 合适 的 . 如 果 试 一 试 从 被 积 
表达 式 中 分 出 因 式 sin zdz, 或 者 更 好 一 些 以 -sinzdz 作为 新 变量 的 做 分 , 那么 , 由 
此 得 到 替换 上 = cosz ; 因为 剩 下 的 表达 式 


27=cos xz—1 


一 Sin 


可 用 这 替换 加 以 简化 , 所 以 这 个 替换 是 正确 的 . 我 们 有 


13 O83 


J sinssas = -Da tt 0 = eo dy 


”0 读者 应 特别 注意 以 楷体 (原文 指 斜 体 一 一 译注 ) 表示 的 句子 , 因为 无 此 则 等 式 (2) 失去 意义 
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在 技巧 相当 熟练 后 , 作 蔡 换 时 变量 t 可 以 不 写 出 来 . 例如 , 在 积分 
/ sin3z cos xdx = | sinszdsing 


中 , 心里 想象 着 把 sin x 看 作 新 变量 , 一 下 子 就 可 得 到 所 求 结 果 . 类 似 地 ， 


| A rea 
[23-1 /2 le +o 


2 2 rT\2 
Tg Q (=) | 
a 


这 里 , 替换 t = 只 需 在 心里 暗暗 记 住 就 行 了 . 
读者 现在 会 看 出 第 266 目 中 的 规则 IT 实质 上 就 是 化 成 线性 替换 t az + 


[a ax + b)d =7 /x azr + b)d(az 十 b = 2 | fa 


有 时 , 运用 替换 法 的 方式 与 上 述 方式 不 同 . 即 是 , 在 被 积 表 达 式 f(x)dz 中 直接 
以 新 变量 t 的 图 数 > = y(t) 代替 x, 于 是 得 到 表达 式 


一 arcsin— 十 C， 


显然 , 如 果 在 这 个 表达 式 中 作 替 换 t = w(x), 其 中 w(xz) 是 p(t) 的 反 消 数 , 就 会 回 到 
原来 的 被 积 表达 式 f(x)dzx. 所 以 , 像 在 前 面 写 出 等 式 (2) 那样 , 在 算出 右 端 积分 之 后 ， 
应 当 令 t= w(z)， 


作为 例子 , 求 积 
dx 


VX(l+ YT) 
如 果 令 z= 丰 (为 的 是 “消去 ”所 有 的 根 式 ), 即 得 Vz = 3, 373 = #2,dzx = 64d 并 且 


| A 5 tag9+C 


现在 剩 下 只 要 依 公 式 上 = 8%7 回 到 变量 x, 最 后 得 


| 大 =6(r—arctgyr)+C 


更 有 兴趣 的 例子 是 
) Va? 一 2200X. 
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在 根 号 内 的 平方 差 (其 中 第 一 项 是 常数 ) 提示 给 我 们 一 个 三 角 函 数 蔡 换 z = asint%. 


我 们 有 
Va2 一 22 一 awcost dz 一 Qcostdt 
并 且 
/ Va? — rx2dr = a’ / cos’tat. 
但 我 们 已 经 知道 积分 


1 1 
0 / cos2tdt = a” 5 十 1 sin 2 十 C 
1267,17)(a)]. 为 了 变 回 zx, 我们 代入 t= arcsin— 若 利用 
Qa” 1 1 
元 sin 2t 一 52sint ‘a Cost = DZV 02 一 22， 
可 以 使 第 二 项 的 变换 更 容易 些 . 最 后 


1 Q2 7 
| ve — Xr2d7x = rvVa?— x 二 +—arcsin 一 十 CC. 
. 2 2 Q 


寻求 合适 的 替换 法 的 技巧 靠 多 做 练习 . 关于 这 点 , 虽然 不 能 给 出 一 般 的 提示 , 但 
是 , 使 这 个 寻求 更 加 容易 的 个 别 的 特殊 说 明 , 读者 可 在 下 目 中 找到 . 在 标准 情况 下 的 
禁 换 在 本 教程 中 将 直接 指出 . 

269， 例题 


1) (a) Jerzdz，(6) | 2 (a) 人 -人 dc 


] zx COS2 7T3 


(a) 解 设 t= 2z*, 我 们 有 dt = 2xdz, 因此 


1 1 1 
[Ee 一 /ea 一 5e te 二 se 十 C. 


(6) 提示 “ 作 同 样 的 蔡 换 . 答案 5arctgz2 + C 
在 两 种 情形 中 , 积分 都 有 如 下 的 形状 


| se)ear = 3 | 9a 
其 中 9 是 积分 时 较 便利 的 函数 ; 对 于 这 些 积分 , 作 替 换 t+ = x? 是 十 分 自然 的 . 类 似 地 , 形状 如 


Jet jnatoa 


的 积分 采用 替换 上 = x3. 如 此 类 推 . 按照 最 后 的 型 式 可 处 理 第 三 个 积分 . 
(8) 答案 gz 十 C 


@ 应 当 指出 : 我 们 认为 = 在 -a 与 a 之 间 变 化 ,而 t 在 -7 与 5 之 间 变 化 . 因此 上 = arcsin=， 


16. 第 八 章 原 涪 数 (不 定 积分 ) [269] 


JJ a + Orzdr (uA m1). 
解 ” 这 儿 可 令 上 = zx?; 但 是 可 更 简单 地 一 下 子 取 二 az? 十 8, 因为 因 式 zdz 与 du = 2azdzx 
只 差 一 个 数字 系数 . 这 样 , 我 们 有 


2 l l 1 lL 2 十 
Brzradyr 一 一 HJ 一 HH 十 全 MK 十 
/ez + OB) rdz | 亿 十 有 十 DO” 十 C 


CQ 


3) (a) 1 dx (6) te (By 


zln2z 
提示 ”所 有 这 些 积分 都 有 如 下 的 形状 


fat z) 尝 /oa rz)dIn z, 


因而 取 替 换 +t = ln x. 
答案 (a) nzz+ Ci (6) Inlnz+oC; 6) ~— +C. 
4) 形状 为 


| steins) COS Xdz, | gleos® sin zdz, /os z) 
的 积分 , 分 别 地 取 蔡 换 


=n 08 Vtew 


例如 ， 


COS Za dat . 
(a) | = / Ts = cts t+ C= arctgsine + 0 


(6) | is sar = | Eds = - = nhl+C= -nlcossl+0.; 


COS 之 


党 
人 dz 本 cos2 六 加 dv 
A?2sin* z+ B?2cos2zx AM42tg2x + B? A2v2 十 B? 
1 Av 1 A 
一 A 十 CO 一 te (Sie z 十 G: 


. 27dz 本 dz 
) (a) | a (6) f ctg zdz， (B) | Be ri (7) a 


解 ” (a) 如 果 令 上 = zx? 十 1, 则 分 子 2zdz 恰好 给 出 dt; 积分 可 化 成 


ON 


到 = 间作 +C= ja(o2+1)+C: 


我 们 指出 ， 当 所 给 出 的 积分 有 如 下 的 形状 


[ Few df (2) 
F(a) fz) 


时 , 也 就 是 说 , 在 筱 积 表达 式 中 分 子 是 分 母 的 微分 时 , 蔡 换 上 = f(z) 常 可 一 下 子 就 达到 目的 . 


/a ~=lnktl+C=In|f(z)|+C. 
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按照 这 个 范式 , 我 们 有 
吕 _ /dsinz . 
(5) fa ye hi | a ln|sinz| 十 C [比较 4)(6)]; 


2z 2z 
(B) | Ee = > In(e” + 1)+0; 
dz 
(EE) /Ss = | 并 一 jn |tg zl| + C， 
6) 由 上 题 (r) 的 结果 , 容易 得 到 两 个 有 用 的 积 


7 
dx 加 9 加 化 
(a) 1 元 =Inlts3|+C 


Sin 一 Cos 一 
2 2 


d 成 年 一 
(6) | 65 可 | 


sin (z+ 了 


tg (3+3)| +C 


, 
VarctgZ ， 2 2 | 
(a) / Te = 7 cte wdarct 3(arctg z+)*2 二 +C; 


edz de”™ 
ee 
(6) | RT / a arctge +C; 
有 he | 二 ] 
本 -d= = 二 参 
| ss = J tetas nleoss|+C 参看 4(6) 


现在 给 几 个 包含 二 项 式 oz 一 x?, 7x? 十 Q? 与 z? 一 a” 的 表达 式 的 积分 的 例子 . 在 这 些 情 形 下 ， 
以 新 变量 上 的 三 角 函 数 或 双 曲 函数 代替 xz, 并 利用 下 列 的 关系 式 


sin2t 十 cos2t 一 i tet 一 sec2t 二 人 
cos*t 

ch*t— sh*t=1,1—-th’t= 一 5-， 
ch“ 
常 有 很 多 的 便利 . 
8 azx 


) 由 (z2 十 a2)2- 
2 
作 蔡 换 :z = atg ti@ ,dz = -2 2 


TX 十 4 = 
2 COS2 


dz 1 l : 
| [3 ay Tay 0 | ea 二 pp 十 sintcost) 十 C [参看 267, 17)(a)]. 


现在 回 到 变量 x, 令 t= arctg 一 ， 并 通过 tg t = = 表示 出 sint 与 cost. 最 后 得 
> 后 = je 
(z2 十 a2)2 2a27x2+a? 2a3 ua | 


假定 t 在 与 - 之 间 变 化 即 可 . 
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”YY 
这 儿 采 用 双 曲 替换 较为 便利 ， 作 为 例子 , 讨论 减 号 的 情形 . 令 z = ach t( 当 zz 与 i>0 
时 ),dz = ash tdt,Vx? 一 a? = ash t. 积分 可 简单 地 化 成 『 dt = t 十 C. 为 了 变 回 x, 回想 一 下 双 
曲 余弦 消 数 的 反 肾 数 表 达 式 [49, 3)] 


qd / 
/六 zs pe 
其 中 币 数 C 包含 有 一 Ine 这 一 项 . 


化 


0 0 /sy a 
(z2 十 a 和 
在 所 给 情况 中 ， 和 于 失 林 加 条 尝 目的 作为 例 闻 ;在 第 三 个 积分 
We asintdt atg SE 于 是 z2 a? = a2tg2t 并 且 


cos2t cost 
CQ 1 1 1 1 
人 
(Z2 一 a2) a sin“t a? sint 2 a 
dz 
11 一 一 一 一 一 一 . 
ee 
作 和 蔡 换 :z = a sint, dz = a cos tdt, 把 这 个 积 人 下面 这 样 [参看 6) (a)]: 
1 / dt 1 
-| =~ nltg- | 
Q sint 2 0 
但 是 ot 1-cost _ a 0Q2 一 22 
2 sint z ， 
所 以 最 后 得 到 
1 Qa~— Va?— zx? 
i 3 让 
TVa* — 72 a 沁 


最 后 届 讨 论 两 个 换 元 视 分 法 的 例子 , 此 处 所 作 替 换 不 如 上 述 那 些 情况 来 得 自然 , 但 可 迅速 地 
达到 目的 . a 
TL 
0 
令 Vx? 十 a = 二 t+ 一 z 并 取 作为 新 的 变量 . 平方 后 , 等 式 两 端的 z” 可 以 消去 , 结果 是 


(a 之 0). 


— QQ 
2 
于 是 2 2 2 
t+”—a t+ 二 a t+a 
2 二 二 和 二 0 
下 2 DL 
最 后 得 到 


| 7 和 = /4 一 人才 +C=imnlz+Vz2 二 al 二 C[ 比 较 9)] 
VzZ2 十 Qa t 
( 


dx 
13 一 -一 
) ae 


令 r= acossp+ Hpsinzp (0 <w < Se 其 中 2 是 新 变量 ; 于 是 


Wp 


r—-a=(p-a)sin ,8—-zx= (8— a)cosy, 
dz = 2{8 — a) sin y cos wd 
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dz [TT—o 
/ 二 / 0 o% 十 arctg Bz 十 


270. 分 部 积分 法 设 w= f(z) 与 v= g(x) 两 个 都 是 x 的 田 数 , 具有 连续 导 
数 w = f(z),v = g'(z)， 在 这 情形 下 , 依 乘积 的 微分 法 则 ,d(wv) = wdv + vau 或 
udv = d(uv) -vdu. 表达 式 dl(wv) 的 原 函 数 , 显然 是 wv; 所 以 得 到 公式 


J ut = LV 一 J va (3) 


这 个 公式 就 是 分 部 积分 法 则 . 它 能 把 表达 式 wdu = wu'dz 的 积分 归结 为 表达 式 
vadu 二 vu'dzx 的 积分 . 
例如 , 设 要 求 积分 | zcosxdz. 令 


v= x, dv = cos zdz, 于 是 du = dx,» = sin 7 由 ， 


。， 。 。 | 
Jeosrao= /aasnz=zsmz- {sin Tax 


一 ZSsimn2Z 十 cosZ 十 必 ， (4) 


并 且 , 依 公式 (3). 


由 此 可 见 , 分 部 积分 法 使 我 们 能 够 以 简单 的 国 数 sin z 来 代替 复杂 的 被 积 旺 数 
zcosz. 顺便 说 说 , 在 求 v 之 时 , 必须 把 表达 式 cos zdz 求 积 分 , 故 称 分 部 积分 法 . 

在 应 用 公式 (3) 来 计算 所 提出 的 积分 时 , 必须 分 被 积 表 达 式 成 为 两 个 因 式 ;w 及 
dv = wdz, 其 中 第 一 个 因 式 在 公式 (3) 右 端 取 积 分 时 要 被 微分 , 而 第 二 个 因 式 则 被 积 
分 , 必须 极力 设法 使 微分 dv 不 难 积分 , 还 要 设法 使 dw 代替 wu、w 代 蔡 dv 时 总 合 起 
来 可 将 被 积 表达 式 简化 . 例如 , 在 上 面 所 讨论 的 例子 中 , 比方 说 取 zdz 作为 dv, 而 取 
cosz 作为 u, 就 显然 是 不 合适 的 . 

在 计算 熟练 后 就 不 必 引 进 记 号 wu 及 v, 而 可 以 直接 应 用 公式 [比较 (4)]. 

分 部 积分 法 则 应 用 的 范围 比 换 元 法 受到 更 多 的 限制 . 但 有 许多 类 积分 , 例如 


/* In” zds, | 2 sin pndz, | 2 COS prds, | wher da 


等 等 , 只 有 借助 于 分 部 积分 法 来 计算 . 
重复 应 用 分 部 积分 法 则 , 便 得 到 所 谓 分 部 积分 法 的 推广 公式 . 
假定 , 浮 数 久 与 v 在 所 考虑 区 间 上 有 直到 第 (n+1) 阶 的 各 阶 连续 导数 :wv, wv”， 
v7 Do) an+D ua+D， 
@ 因 为 就 我 们 的 目的 来 说 , 只 要 有 一 种 方法 能 表示 cos zdz 是 dv 就 够 , 那么 , 就 没有 必要 写 出 包 
含 一 个 任意 常数 的 v 的 最 普遍 的 表达 式 . 这 点 说 明 在 以 后 应 当 加 以 注意 . 
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在 公式 (3) 中 以 vt") 代替 v, 我 们 有 


-ese oo pe eae a re sa a bp po so vs 


f ua = vuey 一 furor. 
以 十 1 友 -1 轮流 地 乘 这 些 等 式 , 并 且 把 它们 按 项 加 起 来 , 消去 左右 两 端 相同 的 
只 分 , 我 们 得 到 上 面 所 说 的 公式 : 
f wr da — 17) wv 1) 十 wv 1 2) _... 
十 (一 ?auto + (~1)"+! f utdvgr (5) 


当 被 积 表达 式 的 因 式 中 之 一 是 整 多 项 式 时 , 利用 这 个 公式 是 特别 方便 的 .如果 
u 古风 次 多 项 式 , 那么 ,utn+1 恒 等 于 0, 于 是 左 端的 积分 可 得 到 最 后 的 表达 式 : 
我 们 来 讲 一 些 例子 . 


271. 例题 
1) { x» ln zdzx. 
微分 in z 可 得 到 简化 , 故 设 
v= Inz,dv 二 x dx, 于 是 du = 空 ， 一 2 
因而 | 
3 1 工 4 _1 3 1 4 了 工 4 
fs In zdz = 77 lInz i/: dz = 77 jn z 16Z +C. 
2) (a) {In zdz， (6) farctg zdz， (s) f arcsin wxdz. 
在 所 有 的 情形 中 都 采用 dz = dv, 我 们 得 到 
(a,) | ma 一 2Zlnz 一 / sams 一 ZInz 一 / 一 Znz 一 1 十 必 ; 


(6) | arcte Zad2 = rarctg x 一 | waarete T= rarctg 2 一 / 
一 Zarctg 2Z 一 5 In(2? 十 1) 十 C [参看 269,5)(ajj; 

(B) f arcsinzas = Xarcsin 2 一 fa arcsin Z = Xarcsinz— / 
= zarcsin z+ V1— zx2+ C [参看 269, 2)]. 


7 
一 一 以 
Z2 十 1 ” 


”yy 
V1l—zx? 


[271] 81.， 不 定 积分 与 它 的 计算 的 最 简单 方法 
3) | zsin zdz. 
我 们 有 
ja 2) 一 一 72cosz 一 fc coszjdz = —2* cosz + 2 | seo zdz. 
这 样 一 来 , 我 们 已 经 把 所 求 积 分 化 成 已 知 的 积分 了 [270, (4)]; 以 它 的 值 代入 , 得 到 
[= sin zdz = -2Z cos7z 十 2(zsinz + cosz) 十 C 


分 部 积分 法 则 在 这 里 总 共用 了 两 次 . 
同 梓 地 , 重复 应 用 这 个 法 则 . 可 计算 积分 


/Per /Pa sin DZa2， /Pa Cos brdz, 


其 中 P(x) 是 z 的 整 多 项 式 . 


4) 如 果 利 用 分 部 积分 法 的 推广 公式 , 就 可 以 立即 得 出 这 种 形状 的 积分 的 普遍 表达 式 . 


令 wv"1D) = esz, 即 有 


(n) eo ( ) eT ( 2) eT 
nn nC— 1 多 一 _ AAA 各 
2 一 要 ， VU 二 一 了 ,OU 一 3 ， 等 等 ， 


于 是 , 大 P(z) 是 n 次 多 项 式 , 依 公 式 (5), 我 们 得 到 


P P’ PP” 
27 7 a -~ -~ _ 
/Pen 到 
类 似 地 , 如 果 取 vt"f+90 = sin bx, 那么 
n b n— inb nn 一 cosb 克 
yn) 一 COS > vl = 一 yl 2) _ ,等 等 
由 此 有 公式 
P’ Pp’” P Pp” 
| Pea)sin bods = sinbe. 5 -pr + 一 COS bz 有 页 | +C. 
用 同样 的 方式 可 建立 公式 
| P PpP” P’ Pp”” 
/ Peo eosbrds =sinbz | 于- 各 | +eosiz | 总 pr |+c 


5) | zjn2 zdz. 我 们 有 


4 
2 IJZ _14,2,. 1 471.2,._ 1 4 2 1 3 
| wea = jin? ;/ dn z= hz 3 / saas 
我 们 已 把 问题 化 成 例题 1) 的 积分 了 . 最 后 得 到 
31.2 1 4, 2» (3 4 1 4) 
] 二 一 二 [二 一 
fs n’” rxazx aT In’ zx 5 ITZ In eT + 


= 12 (nz- nz 十) 十 CC. 


. 91 ， 


.22 . 第 八 章 原 函 数 (不 定 积分 ) [271] 


/ 2 In™ zdz, 


其 中 是 任意 实数 (k 半 一 1), 而 m= 二 1,2,3,…， 如 果 令 以 = ln™ x， ,而 把 分 部 积分 公式 应 应 用 到 
这 个 积分 , 就 得 到 递 推 公式 


1 
fm rdz = pir nz- pi /* In™! zdz 


用 这 公式 计算 所 考虑 的 积分 时 , 能 化 为 计算 同一 类 型 的 积分 , 但 是 In z 的 指数 少 了 一 次 

可 是 ， 蔡 换 + = Inx 还 可 以 把 所 考虑 的 积分 引 向 在 3) 及 4 中 已 经 研究 过 的 积分 
[tmeWt1tat 的 形状 

6) 下 列 积分 是 一 些 很 有 趣 的 例子 


/ e”™ cos bzrdz, / e”” sin brdz. 


把 分 部 积分 法 应 用 到 它们 上 (两 种 情形 下 都 取 , 比方 说 ,dv = erdz,v 二 er®), 就 得 到 


例如 , 依次 计算 积 


1 b 
/ ec cosbzdzx = -er cos bz 十 / e”” sin bradz, 
ar _: 1 QT ， b Qar 
esinbzrxdz = ze sin bz 一 - e ~ cosbrdz. 


可 见 这 两 个 积分 中 的 每 一 个 都 能 用 另 一 个 表达 出 来 @， 
但 若 以 第 二 个 公式 代入 第 一 个 公式 中 的 第 二 个 积分 , 就 得 到 对 于 第 一 个 积分 的 方程 , 由 这 方 
入 可 确定 


[< cos bxdz = ee 十 CC， 


类 似 地 可 得 出 第 二 个 积 2 


orz sin bradr = Osmo 一 0c0so7 on ow 
Q2 + bz 


7) 作为 应 用 分 部 积分 法 的 最 后 的 一 个 例子 , 我 们 导出 计算 积 


— dz 刀 一 ss 
n= ( 1, 2,3,.，…) 


2Z2 十 0Q2)7 
的 递 推 公式 ， 
今 视 二 rad dz, 于 是 du 一 i = z. 应 用 公式 (3), 我 们 得 到 


六 2 


密 
"7 ra | Ee 


如 果 把 积分 了 解 为 确定 的 原 函 数 [比较 266 中 的 附注 ], 那么 , 想 要 在 第 二 个 公式 中 有 与 在 第 
一 个 公式 中 同样 的 函数 ,严格 说 来 , 我 们 还 必须 在 右 端 加 进 某 一 常数 .当然 , 它 会 把 常数 C 与 C/ 
吸收 到 最 后 的 表达 式 里 去 . 


[272] §2， 有理 式 的 积分 . 23 ， 


最 后 一 个 积分 可 变 成 如 下 的 形式 .: 
7x2 (Z” 十 a”) a2 
/ (ani / Fr 
ax dz 
-| (z2 十 a2)m “| (CEE Tn 0 nt 


将 这 表达 式 代 入 上 面 的 等 式 中 去 , 得 到 关系 式 


L 


2 
Jn 一 (22 十 02)7 + a2)n 十 27LJn 一 2na Jn+1) 
了 ] 2 1 1 
之 人 一 
7 四 


所 得 到 的 公式 把 积分 J%+1 的 计算 化 为 下 标 少 1 的 积分 J 的 计算 . 已 知 积分 


1 7 
Ji = ~arctg— 
[267, 9)(6); 我 们 取 它 的 诸 值 中 的 一 个 ], 依 这 公式 , 当 n == 1 时 , 得 出 


J2 


1 7 ,1 cter 
”2a? z2 十 Q2 2a3 Sa 


[这 个 结果 我 们 已 在 前 面 用 另 一 方法 得 到 过 , 参看 269, 8)]. 在 公式 (6) 中 , 令 n = 2, 我 们 就 得 到 


4a?2 (zZ2 十 a2)2 4a2? “4a2 (z2 十 a2)2 8ad4z2 十 a2 8a5 5a 


如 此 下 去 . 这 样 , 可 算出 下 标 是 任何 自然 数 ”的 积分 J 


J3 


82， 有理 式 的 积分 


272. 在 有 限 形状 中 积分 问题 的 提出 ”我 们 已 经 熟悉 了 计算 不 定 积分 的 一 些 初 
等 方法 . 这 些 方法 并 未 事先 给 出 为 要 计算 给 定 的 积分 所 应 遵循 的 确切 途径 , 而 只 是 
提供 给 计算 者 以 很 多 技巧 . 在 本 节 与 下 面 几 节 中 , 我 们 要 详细 讨论 大 二 类 重要 的 旧 
数 并 对 于 它们 的 积分 建立 出 完全 确定 的 计算 程序 . 
根据 什么 样 的 法 则 , 才能 得 出 它们 的 积分 . 

分 析 中 首先 应 用 着 的 各 种 各 样 类 型 的 函数 在 51 目 中 已 经 描述 过 ; 这 驶 是 所 谓 
的 初等 函数 及 可 利用 有 限 次 四 则 运算 与 重复 (不 取 极 限 步 又 ) 通过 初等 函数 表示 出 
来 的 那些 肾 数 . 

在 第 三 章 中 我 们 已 看 到 过 , 一 切 这 样 的 函数 是 可 微分 的 并 且 它 们 的 导数 仍 属 于 
同样 的 类 型 . 它们 的 积分 却 是 另外 的 一 种 情况 : 属于 上 述 类 型 的 函数 的 积分 函数 , 时 
常 是 不 属于 本 类 中 , 即 不 能 经 过 有 限 次 上 述 运 算 , 用 初等 函数 表示 出 来 . 例如 


| ea | sin san, | eoss2a, 
| Sa | a, / 鱼 
， 全 . Lz mn z 


24 ， 第 八 章 原 范 数 (不 定 积分 ) [273] 


就 属于 显然 不 能 表示 成 有 限 形状 的 积分 之 列 ; 类 似 的 其 他 例子 将 在 下 面 [280、289、 
290 等 目 ] 引进 . 

特别 强调 , 所 有 这 些 积 分 都 真实 地 存在 的 咏 , 但 它们 只 是 全 然 新 新 的 函数 ,并且 
不 能 被 化 成 我 们 叫做 初等 函数 的 那些 函数 外 ， 

比较 为 数 不 多 的 , 可 以 在 有 限 形 状 中 施行 积分 法 的 那些 一 般 的 函数 类 型 ， 都 是 
我 们 所 熟悉 的 ; 下 面 我 们 就 要 用 最 新 的 方法 来 研究 这 些 类 型 . 很 重要 的 有 理 范 数 类 
型 应 当 放 在 它们 中 的 第 一 位 . 


273， 部 分 分 式 与 它们 的 积分 因为 从 有 理 假 分 式 中 可 出 去 容易 积分 的 整 式 部 
分 , 所 以 只 需 研究 真 分 式 ( 它 的 分 子 的 医 次 数 低 于 分 母 的 贤 次 数 ) 的 积分 就 够 了 . 
我 们 在 这 里 讨论 真 分 式 中 的 部 分 分 式 ; 这 就 是 下 列 四 种 类 型 的 分 式 : 


A A Mz+N Mz+N 
. ,HV 一 一 一 一 一 
Z 一 0 (x — a)* Z2 十 DZ 十 9 (z2 十 DT + q)™ 
(k=2,3,.….) (m=2,3,.… ) 


其 中 4, M, Na p,9, 都 是 实数 ; 此 外 , 对 于 III 与 IV 类 型 的 分 式 , 假定 三 项 式 z2 十 
DZ 十 9 没有 实 根 ， 于 是 


2 2 
? 落 oo_ 2 
了 gqg<0 或 gq 7 >0. 


I 与 I 类 型 的 分 式 我 们 已 经 会 积分 了 [267, 7)] 


4/ 二 一 4mlz 一 al 二 C 


-= 
dx A 1 
| ss Ri a+ 


至 于 JI 与 IV 类 型 的 分 式 , 用 下 面 的 蔡 换 可 使 它们 的 积分 变 为 容易 . 由 表达 式 
7? 十 pz 十 9 中 分 出 一 个 二 项 式 的 完全 平方 


2 
人 tb- = (0) + 

— 2. 二 . 一 一 | 过 一 ~ -一 

Z 十 DZ 十 9 一 2 十 5 TT 二 19 5 TT 十 9 了 


最 后 一 个 圆 括 弧 中 的 表达 式 , 依 假定 , 是 正 数 , 可 令 它 等 于 a?, 如 果 取 


/ 2 
Q 三 十 9 一 本 


参看 在 264 目 中 关于 这 点 所 讲 的 . 我 们 在 下 面 305 目 中 还 要 讲 到 这 点 ， 
@ 为 了 帮助 读者 领会 这 一 事实 , 我 们 提醒 他 ,有 理 函 数 的 积分 函数 


dz QZ 
rz 1++ x2 


本 身 已 经 不 是 有 理 函 数 了 . 如 是 , 如 果 对 我 们 来 说 “初等 的 ” 只 是 有 理 沼 数 , 那么, 上述 的 “初等 ”也 


数 的 积分 已 经 不 会 通过 “初等 ” 函数 表示 出 来 , 而 是 “ 非 初 等 的 ”新 性 质 的 男 数 
TT! “ 


Inz 与 arctg Tz 


[274] 8§2. 有理 式 的 积分 .25 ， 


的 话 . 现在 作 替 换 
t+5 =bdr= dr +pr+g— + Mz+ N= Mt+ (N- 2) 
在 情形 III 即 有 


?| 
Mz+N ， 人 


Z2 十 DZ 十 9 t+a? 
= | 2tat N22) ) | a 
好 十 三 一 2 2 十 a2 
M 
= ln(t + a )+ “SP ) arctg! 十 C， 


或 者 , 变 回 z 并 以 a 的 值 代替 a: 


Mz+N M 2N - M 27 
元 二 到 二 人 二 了 Im(z 十 pz 十 9) 十 Zarctg- 7 二 2 二 C 


V49 一 D2 40 一 了 2 
对 情形 IV, 同样 的 蔡 换 给 出 


2 
| Mz+N wf 2 ) ， 
(2 二 DT 二 9 2) 
AM 2tdt ( ye) | at 
一 一 N- 2)/ ~ . 
3 / (Bram 2 /| tram 


用 蔡 换 如 十 a? = w,2tdt = du, 容易 算出 右 端的 第 一 个 积分 : 
1/ 2tdt /du 1 1 1 1 
( 


12 十 a2)m mn mm tT nim m te (2) 


右 端 第 二 个 积分 , 对 任何 mm 依 昭 271 目 递 推 公 式 (6) 可 以 算出 . 然后 , 为 要 回 到 变 
量 x, 只 要 在 最 后 结果 中 令 = 2 2 就 行 了 . 
以 从 训 完 人 解决 了 关于 部 分 信 玉 的 积分 站 是 
274. 分 解 真 分 式 为 部 分 分 式 ”现在 我 们 来 讲 代数 学 范围 中 的 一 个 定理 , 但 它 在 
有 理 分 式 的 积分 定理 中 有 重大 的 作用 :每 个 真 分 式 
Pl(z) 
Q(z) 
可 被 表示 成 有 限 个 部 分 分 式 的 和 的 形状 . z 
分 解 真 分 式 成 为 部 分 分 式 与 分 解 它 的 分 母 Q(x) 成 素 因 式 有 密切 的 联系 . 大 家 
知道 , 每 个 实 系数 整 多 项 式 可 以 (并 且 是 唯一 地 ) 被 分 解 成 z 一 a 与 x? 十 px 二 9 类 型 
的 实 因 式 ; 同时 , 假定 二 次 式 实 因 式 没有 实 根 , 因而 不 能 再 分 解 成 线性 的 实 因 式 .把 


26 . 第 八 章 原 滔 数 (不 定 积分 ) [274|] 


相同 的 实 因 式 (假如 有 的 话 ) 合并 起 来 , 并 为 简单 起 见 , 假定 多 项 式 Q(z) 的 最 高 次 
项 的 系数 等 于 1, 于 是 可 把 这 个 多 项 式 的 分 解 式 概括 地 写成 下 面 的 形状 
Q(z) = (Ta) (7 + pr+ gq) ..., (3) 


其 中 大 . ,m,……, 是 自然 数 . 
注意 , 如 果 多 项 式 Q(zx) 的 次 数 是 n, 那么 , 显而易见 地 , 所 有 指数 的 总 和 , 加 
上 两 倍 所 有 指数 m 的 总 和 , 就 刚好 给 出 ni: 


k++ 2m =n. (4) 
为 了 证 明 这 定理 , 先 建立 下 面 两 个 辅助 命题 : 
1" 考虑 任何 包含 在 分 母 的 分 解 式 中 而 指数 有 >z 1 的 线性 因 式 x - ww 因而 
Q(z) = (7 ~ a)”Q1(7). 


其 中 多 项 式 0, 已 不 再 被 > ~ a 所 整除 . 于 是 给 定 的 真 分 式 
P(x)  P!(z) 
Q(x) (~— a)*Q1(z) 
可 被 表示 成 如 下 的 真 分 式 的 和 的 形状 
LA 1 FY) oo 
(zZ -a (2—a)*t-1Q1(z) 
其 中 第 一 项 是 部 分 分 式 , 而 第 二 项 的 分 母 包 含 的 因 式 x - a 的 寡 次 数 比 先 前 为 低 . 
为 了 证 明 , 只 须 这 样 选择 数 4 及 多 项 式 忆 (7x), 使 恒等式 


P(z) — AQ1(z) = (z — o)Pi(2) 


成 立 就 够 了 . 
我 们 首先 这 样 确定 4, 使 得 左边 被 x - a 除 尽 ; 为 此 (按照 著名 的 贝 祖 (Bezout) 
定理 ), 只 要 对 于 x = a 使 它 的 值 为 零 就 够 了 ; 于 是 得 到 下 面 的 表达 式 : 
_ Pla) 
Qi(a) 
正 因为 Qi(a) 关 0, 所 以 这 表达 式 有 意义 ( 仍 依 照 贝 祖 定理 ). 在 上 述 的 4 选 定时 , 多 
项 式 记 可 作为 一 个 商人 简单 地 确定 出 来 . 
2” 现在 设 2z?+ pz 二 gq 是 包含 在 分 母 的 分 解 式 中 而 指数 m > 1 的 二 次 式 因 式 
中 的 任何 一 个 , 于 是 在 这 次 可 令 


Q(x) = (2° + pr + gq) "Qi1(7), 
OD 字母 PQ( 带 不 同 的 下 标 ) 在 这 里 表示 整 多 项 式 , 而 字母 4, M,N 是 常数 


[274] $2. 有理 式 的 积 * 27 . 


其 中 多 项 式 Qi 不 能 被 三 项 式 x? 十 pz 十 g 整除 . 于 是 给 定 的 真 分 式 

P(z) _ Pl(z) 

Q(z) (xz2 + pr+ gq"Q1(7) 
可 以 写作 真 分 式 的 和 的 形状 

Mz 十 N + 万 (Z) 
(Z2 十 DZ 十 9)7 (x2+pr+ qT-iQ (rz) 
其 中 第 一 项 也 是 部 分 分 式 , 而 第 二 项 分 母 所 含 上 述 三 项 式 的 次 数 又 降低 了 . 
为 了 证 明 , 只 需 这 样 选 择 数 M,N 与 多 项 式 PP (zx)， 使 它们 满足 恒等式 


P(x) — (Mz + N)Q1(7) = (x° + pr + q)P (2). 


我 们 这 样 来 确定 M 及 N, 在 这 次 是 使 左边 部 分 被 二 次 三 项 式 x? + pz 十 g 所 整 
除 . 设 以 这 三 项 式 除 P 与 Qi 后 的 余 式 分 别 为 wz +6 与 yz 十 6 .于 是 问题 变 成 了 
以 x 十 px 十 9g 整除 表达 式 


art+B— (Mzr+N)(Yzr+o) 
=—yMzx*+(a—-é6M—yN)zr+(B -oN). 


实际 上 , 在 这 里 作 除法 之 后 , 在 余 式 中 即 有 
(py— 6)M—yN+azt+laeyM—oN+pol. 


我 们 应 使 这 两 个 系数 都 等 于 零 , 于 是 , 为 了 确定 M 及 N, 我 们 得 到 线性 方程 组 ; 它 
的 行列 式 
DY—0 —7Y 
gy -0 
异 于 零 . 其 实 , 当 y#0 时 可 把 它 写 成 下 面 的 形状 

6\2 6 
D9) 
但 在 方 括 弧 中 的 表达 式 是 三 项 式 oz + pz +g 在 点 = = -5 的 值 ,因而 不 可 能 是 零 
因为 这 个 三 项 式 没有 实 根 . 当 y = 0 时 行列 式 变 成 52, 在 这 情形 下 5 显然 不 是 零 , 因 
为 多 项 式 Qi 不 为 x 十 DZ 十 9 所 整除. 

用 上 述 方法 定 出 M 及 N 的 值 后 , 多 项 式 忆 在 这 里 也 不 难 作为 一 个 商 而 确定 
出来 


现在 来 证 明 最 初 所 说 的 定理 . 这 个 证 明 转化 为 重复 应 用 命题 1° 及 2°, 它们 保证 
由 给 定 的 真 分 式 继续 分 出 部 分 分 式 一 直到 分 完 为 止 的 可 能 性 ， 


= 6 — py +qy 


~y? 


28 ， 第 八 章 原 消 数 (不 定 积 分 ) [275] 


如 打包 含 在 & 中 的 因 式 z -a 只 有 一 次 寡 , 那么 , 由 于 1*( 当 大 = 1 时 ), 我 们 有 
形 如 
A 


LT—Q 


的 唯一 的 部 分 分 式 与 它 相 当 . 
如 果 在 z -a 的 星 次 指数 > 1 的 情形 , 那么 , 根据 1° 分 出 部 分 分 式 
4 
(z 一 oj 
之 后 , 对 于 剩 下 的 分 式 我 们 重新 应 用 1°, 分 出 部 分 分 式 


Ak_1 
(Z — a)*-l 


如 此 下 去 , 直到 由 分 解 分 母 所 得 到 的 因 式 x - a 完全 消失 时 为 止 . 由 此 可 见 , 在 所 考 
虑 的 情形 中 , 对 应 于 因 式 (z 一 a)*(k > 1) 的 就 是 个 部 分 分 式 组 成 的 式 子 : 
41 42 4 
zZ-a (zx-a (za) 


我 们 把 同样 的 推理 轮流 应 用 到 剩 下 的 线性 因 式 中 的 每 一 个 上 去 , 育 到 完全 用 尽 
分 母 或 者 在 它 的 分 解 式 中 只 留 下 一 些 二 次 式 因 式 时 为 止 

与 此 类 似 , 利用 2%, 对 于 二 次 因 式 zz + pz + g, 如 果 它 只 是 一 次 宕 ,我 们 就 只 有 
一 个 形 如 


(5) 


Mzt+N 
2Z2 十 DZ 十 9 
的 部 分 分 式 与 它 相 当 ; 如 果 这 因 式 的 指数 m > 1, 则 有 由 m 个 部 分 分 式 组 成 的 式 子 : 
Miz+Ni Mo7 十 Na , Mm3 + Nm (6) 
T+pr+q  (z2 十 DZ 十 9)2 (z2 十 DZ 十 9)7m 


如 果 还 有 其 他 二 次 式 因 式 , 同样 可 以 作出 与 它们 相应 的 部 分 分 式 ; 这 就 完成 了 
定理 的 证 明 . 

275. 系数 的 确定 、 真 分 式 的 积分 ”由 上 可 见 , 若 已 知 分 解 式 (3), 我 们 就 能 知道 
分 解 所 给 分 式 为 部 分 分 式 时 那些 部 分 分 式 的 分 分 母 . 现在 要 讲 关于 确定 分 子 的 问 
要 即 是 , 定 出 系数 4, M,N 的 问题 . 因为 (5) 式 中 分 式 的 分 子 包含 上 个 系数 , 而 (6) 
式 中 分 式 的 分 子 包 含 2m 个 系数 , 于 是 由 (4) 它们 的 总 个 数 是 交 

为 了 定 出 上 述 的 系数 , 通常 采取 下 述 的 待定 系数 法 ， 如 已 知 分 式 和 的 分 解 式 
的 形状 , 把 它 的 右 端 分 子 系数 写成 文字 系数 . 所 有 部 分 分 式 的 公分 母 显 然 是 Q: 把 这 
些 部 分 分 式 加 起 来 , 就 得 到 一 个 真 分 式 @. 现在 如 果 弃 去 左右 两 端的 分 母 , 得 到 两 个 
”有 理 真 分 式 的 和 永远 是 真 分 式 。 


[275] 82， 有 理 式 的 积分 a 


恒 等 的 (n 一 1) 次 的 z 的 多 项 式 . 右 端 多 项 式 中 次 数 不 同 的 系数 都 是 ”个 文字 系数 
的 齐 次 线性 多 项 式 ; 使 它们 与 多 项 式 P 的 相当 的 数字 系数 相等 , 最 后 得 到 ”个 线性 
方程 的 方程 组 , 由 这 些 方程 就 可 以 定 出 文字 系数 . 由 于 分 解 成 部 分 分 式 的 可 能 性 已 
经 预先 建立 , 上 述 的 方程 组 无 论 何 时 就 都 不 可 能 是 矛盾 的 . 

不 但 如 此 , 因为 无 论 怎样 的 一 组 常数 项 (多 项 式 P 的 系数 ), 上 述 的 方程 组 都 有 
解 , 所 以 它 的 行列 式 一 定 异 于 0. 换个 说 法 , 就 是 方程 组 永远 是 确定 的 ， 这 个 简单 的 
说 明 顺 便 就 证 明了 真 分 式 分 解 成 部 分 分 式 的 唯一 性 . 现在 举 一 个 例子 来 说 明 上 面 所 
讲 的 事实 . 


:97 ee 
设 给 定 分 式 二 -3 二 让 按照 普遍 定理 它 有 分 解 式 
3 2 he A Bri+C Dr 十 五 


ol (z2 十 1)2 


我 们 由 恒等式 
2z2 十 2 十 13= 4(z2 二 1 十 (Bz+C)z +1)(z -2)+(Dz+E)(r—2) 


确定 系数 4, B,C, D, 五 . 使 左右 两 端 同 寡 次 的 z 的 系数 相等 , 得 到 五 个 方程 的 方程 组 


| A 

0 

| es yO WE 

rz | -2B+C—2D+E=2, 

| 
由 此 

A=1, B=-1, C= -2,D=-3, E=-4. 

最 后 


27z2 十 2 五 十 13 1 并 十 2 37 十 4 


( 玉 研 症 2 1) 


我 们 刚才 建立 的 代数 的 事实 对 积分 有 理 分 式 有 直接 的 应 用 . 像 我 们 在 第 273 日 
中 见 到 过 的 那样 , 部 分 分 式 可 在 有 限 形状 中 被 积分 出 来 . 现在 我 们 同样 可 以 讲 到 任 
何 有 理 分 式 ， 如 果 我 们 详细 考察 那些 函数 , 整 多 项 式 与 真 分 式 的 积分 盟 数 可 通过 这 
些 函 数 表 示 出 来 , 那么 就 可 以 说 出 一 个 更 确切 的 结 

任何 有 理 函 数 的 积分 浮 数 , 可 借助 于 有 理 函 数 , 对 数 函 数 及 反正 切 通 数 , 在 有 限 
形状 中 表示 出 来 . 

例如 , 回 到 刚才 讨论 的 例子 上 并 回忆 273 目的 公式 , 我 们 有 

5 qr 区 3W 半 过 
| Ee /2 | 
_ 13 一 4 Cs 
222 十 1 2 2Z2 十 工 


一 4arctg Z 十 性. 


.30 ， 第 八 章 原 范 数 (不 定 积分 ) [276] 


276. 分 离 积分 的 有 理 部 分 有 一 个 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 (M. B. Ocrporpan- 

cKI 站 ) 方法 , 利用 这 个 方法 可 将 有 理 真 分 式 的 求 积 分 大 大 地 简化 . 这 个 方法 使 我 们 能 
纯粹 代数 的 方法 来 分 离 积 分 的 有 理 部 分 . 

我 们 在 [273] 中 看 到 , 当 积 分 类 型 II 与 IV 的 部 分 分 式 时 , 在 积分 中 可 得 到 有 理 

项 . 在 第 一 种 情形 , 积分 函数 一 下 子 就 可 写 出 
4 A 1 
| Bh +C. (7) 
现在 我 们 要 来 确定 : 积分 
Mzrz+N p? 
| Be (m>1,g-2 >0) 

的 有 理 部 分 有 什么 样 的 形状 . 

采用 我 们 已 经 熟悉 的 替换 z+ = 二 t 后 , 利用 等 式 (1), (2) 及 271 目 中 当 n=m-1 
时 的 递 推 公式 (6). 如 果 回 到 原 变 量 x, 就 得 到 

| Mz+N Mz+N’ | QT 
(Zz? 十 DT + gq)™ -0 (Z2 十 DZ + 9)™-! “ (Z2 十 DT 十 9]mm 一 1 

其 中 M,N' 与 a 表示 常数 系数 . 仍 按 这 个 公式 , 以 m 一 1 代替 m, 对 于 最 后 一 个 积 
分 我 们 得 出 (如 果 m > 2 的 话 ) 


| Qadzx Ps WE +8/; Q0 

(Ttpr iam i (+prtam ?| (tpr rom- 

如 此 下 去 , 直到 右 端 积分 中 三 项 式 zz +pzr 十 9 的 指数 变 成 1 时 为 止 . 所 有 分 离 出 的 
有 理 项 都 是 真 分 式 . 把 它们 合并 在 一 起 , 得 到 形 如 


Mz+N 国 R(z) dz 
| B= es (8) 
的 结果 , 其 中 R(xz) 是 次 数 低 于 分 母 的 整 多 项 式 9, 而 和 是 常数 . 
设 有 了 既 约 的 真 分 式 5 又 设 它 的 分 母 已 分 解 成 素 因 式 [参看 (3)] 于 是 这 个 分 式 
的 积分 限 数 可 表示 成 形 如 (5) 与 (6) 的 分 式 的 积分 的 和 的 形状 , 如 果 (或 m) 大 于 
1, 则 所 有 (5)[ 或 (6)] 中 分 式 的 积分 函数 , 除 第 一 项 外 , 都 按 公 式 (7)[ 或 (8)] 变换 形 
状 . 把 所 有 0 a 
By) 
0 = a . 
的 公式 .条 只 分 函数 的 有 理 部 分 志 wy “~ 是 由 上 面 所 分 离 出 的 有 理 部 分 相 加 而 得 到 的 ; 所 
以 , 首先 它 是 一 个 真 分 式 , 而 它 的 分 母 有 分 解 式 


(VE (Se (2 十 DZ + qT ... 


巴 参 看 前 一 脚注 , 


[276] §2， 有理 式 的 积分 . 31 ， 


至 于 留 在 积分 记号 里 面 的 分 式 孙 ， 可 由 类 型 I 及 III 的 分 式 相 加 而 得 到 , 因而 它 也 
是 让 分 趟 ,省 且 
Ce 


显然 [参看 (3 = Q1Q2. 

公式 (9) 就 叫做 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 . 

取 微 分 后 , 可 以 把 它 表 示 成 等 价 的 形式 : 

二 _ el PP 
QQ Ls Ca 

我 们 看 到 过 , 如 果 已 知 多 项 式 @ 的 分 解 式 (3), 则 多 项 式 Qi 与 82 容易 求 得 . 
但 它们 可 不 用 这 个 分 解 式 而 被 定 出 . 实际 上 , 因为 导数 9' 包含 9 被 分 解 时 得 出 的 
所 有 的 素 因 式 只 是 指数 少 1, 于 是 81 是 8 与 &' 的 最 大 公约 式 , 因而 可 由 这 些 多 项 
式 来 定 出 , 例如 , 依 轰 转 相 除 法 定 出 . 如 果 Qi 是 已 知 的 , 则 82 可 由 以 Qi 除 4 的 简 
单 际 法 定 出 . 

现在 来 确定 公式 (10) 中 分 子 号 与 已 . 对 于 这 也 利用 待定 系数 法 . 

用 n,ni, nz 分 别 表示 多 项 式 Q,Qi,9a 的 次 数 , 于 是 有 ni 十 n2 = mi; 此 时 多 项 式 
PP, 已 的 次 数 将 不 高 于 nn 一 1,ni 一 1,n2z 一 1 令 记 与 已 为 市 文字 系数 的 ni 一 1 
与 ns 一 1 次 多 项 式 ; 所 有 这 些 系数 将 是 ni + ma 个, 即 nn 个 .将 (10) 中 的 微分 计算 
出 来 , 则 为 


(10) 


A en Rt 


Q2 9 
现在 要 证 第 一 个 分 式 永远 可 以 化 成 分 母 是 Q, 分 子 保持 是 整 式 的 分 式 . 即 是 
/ MADD 
PO -RO _ Me NG _ Po-PH 
Qf QW12 QiQ2 


如 果 五 表示 商 的 话 ， 但 这 个 商 可 以 表示 成 整 多 项 式 的 形状 . 实际 上 , 如 果 
hk 之 1 而 Qi 内 含有 有 人 一 a)*, 那么 ,Q4 内 必 含 有 (x 一 a)*-!, 而 Qs 内 又 有 za; 这 
样 的 结论 对 于 m > 1 时 的 因 式 (za 十 zz 十 gm 也 可 以 适用 . 因此 五 的 分 子 能 被 分 
母 整除 , 以 后 就 可 把 太 了 解 为 (ns -1 次 的 ) 整 多 项 式 , 

消去 公分 母 @, 得 到 两 个 (n -1 次 的 ) 多 项 式 的 恒等式 


PQ2— PH+PQ1I=P. 


由 此 , 像 上 面 一 样 , 为 了 定 出 ”个 文字 系数 , 我 们 得 到 ”个 线性 方程 的 方程 组 . 
因为 不 管 对 怎样 的 已 , 分 解 式 (10) 的 可 能 性 是 确立 的 , 所 以 上 述 方程 组 对 于 任 
何 和 常数 项 都 是 相 容 的 . 由 此 , 自然 得 出 结论 , 它 的 行列 式 异 于 0, 亦 即 是 方程 组 一 定 


第 八 章 原 函 数 (不 定 积 分 ) [277] 
是 确定 的 , 而 分 解 式 (10) 一 一 在 上 述 分 母 Qi 与 @s 的 情形 下 一 一 只 可 能 是 唯一 
的 中 

例题 设 要 求 分 离 积分 


4z4 十 4z3 十 16z2 十 127 十 
人 
的 有 理 部 分 . 我 们 有 


@i=Q@ao=(z+THN(z +1)=2 +r +r++1, 
人 | az2 十 pz 十 c I dr* +ezt+f 
(zx3 十 X22 十 十 1)? Lz3+2x2 二 +z 十 1 Z3 十 Z2 十 十 1 


由 此 


47 二 +472” 十 16x* 十 12z+8= (2az + Dr +r +r+1) 
(0 Fy 


令 等 式 两 端 z 的 同 次 项 的 系数 相等 , 得 出 方程 组 , 由 它们 定 出 未 知 数 ob ,大 


3 | gq = 0( 在 下 面 的 计算 中 不 再 取 d 了 )， 
| 

Ea Ee ee 

ge te 
2 po ye Rs 

a 


SB BS 8 8 8 BS 


于 是 , 所 求 积 分 


4 十 47 十 167 +127+8 Z 一 十 4 dz 
(z+ 1)?(z?2 十 1)? xz3+z2+zr+l Z2 十 1 
机 
到 
tt HB Dh 


在 这 个 例子 中 计算 最 后 一 个 积分 是 容易 一 下 子 作出 的 . 在 其 他 的 情形 . 必须 再 分 解 部 分 分 式 . 虽 
然 如 此 , 这 个 步骤 仍 可 以 跟 上 面 的 步骤 合并 起 来 . 
277, 例题 ”现在 再 举 一 些 积分 有 理 函 数 的 例 村 . 


dz 
) | B+ 


在 这 里 可 用 一 个 极 简单 的 变换 分 解 成 部分 分 式 


. +2)—-2 |! 
Z2(1 十 Z2)2 2Z2(1 十 Z2)2 7Z2(1 十 Zz2) (1 十 zZ2)2 
(LE = 1 1 1 1 


a 
”参看 274 目 关 于 真 分 式 分 解 成 部 分 分 式 时 类 似 的 说 明 


[277] $2， 有 理 式 沟 积分 


由 本 这 人 
从 EC 
星 寄 21+ 2 5arctg T+C. 
42 -十 47 一 11 
2 (7 = T2232r=5) 到 
我 们 有 
下 
人 
ti re 
由 此 推 得 恒等式 
| 
5 


可 以 换 一 种 作 ee 


5) a 


-xzV2+1). 


纹 的 同 次 项 系数 相等 的 办 法 ， 在; 
z = 了 -3 2; 立即 得 到 4 = zB = -5,C = “(因为 每 次 右 端 部 只 剩 下 一 项 ) 
答案 
1 i a 5 _1., |(2z—1) (2z 一 5) 
i | 3In|z+ 引 + 5| +C= | 人 
dz 
| 
因为 
7 +1= (rz 十 22 +1) -2 = (2 +1) (v2 = (72 + rvV2 + 1)(7? 
于 是 可 得 出 分 解 式 为 
上 CGC.D 
Z4 十 1 zx2+oV2+t1l rz2—rV2+l 
由 恒等式 
让 
得 到 方程 组 
人 |: 流 洋 C0 二 0 
Z” | —v2A4A+B+VvV2C+D=0, 
rx’ | A- V2B+C+VvV2D=0, 
2Z0 | B+D=1, 
由 此 
4 = 一 C 一 B=D=— 
py 
所 以 
| az 0 ee ey A 
24 十 ] ee Ba 二 2V2 z2 一 zZV2+1 
人 1 
n+ arctg(ZV2 十 1) 十 tg(zZV2— 1 
= re ET te ) 


i ] 
中 显然 常数 C' 与 常数 C 相差 3 In 2. 


让 ， 


这 恒等式 中 依次 


第 八 章 原 沙 数 (不 定 积分 ) [277] 


利用 反正 切 函 数 的 加 法 公式 150], 这 个 结果 可 表示 成 这 样 的 形式 
In | 十 一 -一 一 天 arcCct 
V3 rizVatl 2 万 


可 是 , 必须 指出 , 这 个 表达 式 只 各 别 地 在 区 间 (一 00, 一 1), (一 1, 1), (1, 00) 上 适合 , 因为 在 点 xz = 土 1 
处 它 失去 意义 . 对 于 这 些 区 间 , 常数 C' 分 别 等 于 


te 


C 一 二 CC，C 十 一 一 7 
常数 的 跳跃 式 的 改变 补 是 了 函数 本 号 在 x 二 士 1 处 的 间断 . 
) | 74 472 A020 
(Zz—1)(z*?— 2z+2)3 
采用 分 离 积 分 的 有 理 部 分 的 办 法 . 我 们 有 


Oe 
于 赴 


人 E jzZ 十 9 
(z 一 1)(z2 一 27 十 2)3 本 (z2 — 2z + 2)2 T= x 9%4|2 


并 且 , 我 们 同时 已 经 把 这 个 表达 式 分 成 部 分 分 式 , 但 还 需 把 它 积 分 (在 分 离 积 分 的 有 理 部 分 之 后 ). 
恒等式 
2z4 — Az’ + 247° — 407x + 20 = (3ax* + 2br + ce) (x — 27r+2)(2—1) 
人 
2 


导出 方程 组 
Ye 0 
7 二 
x a de 12f 一 50 三 2 
2 | 0 Db de e167 129 生 = 本 
2Z“ | —6a+4b+5c~4d+36e+12f— 16g= 24, 
7 | —4b+8d— 24e— 4f+12g = —40, 
7" | ~2c— 4d+ 8e— 4g = 20, 
由 此 
a=2, b= ~-—6,c=8, d= -9, e=2, f=—2,9=4. 
DR 2z3 一 6z2 十 8z -9 人 
中 岳 -2 十 2arctg(Z 一 1)+C. 


Se ee aa td ae 
0 (z + D)2(22 + 2 + 1)3 
分 离 积分 的 有 理 部 分 , 我 们 有 


ax. 


OA 人 


[278] 83， 某 些 含 有 根 式 的 函数 的 积 .35 - 


找 出 分 解 式 
| fz2 十 gz 十 户 
(Z 十 1(z2 十 十 1 (Zz 十 1)(xz2 十 Zz 十 1) 
由 方程 组 
Z | f=0, 
zr |—~aot+g=1, 
rT” |a—20+3g 二 hh 二 一 1, 
zr |50—b—~3c+i+5g+3h=1, 
| 二 30 00 5b, 
v0 6 50= 605063945 有 二 3, 
zZ |2c—-d—7ei+g+t3h=3, 
| 


技 讲 
a =—1, b=0, c= -2, 4d=0e= 一 1 f=g=h=0. 
所 以 , 在 这 里 积分 全 部 变 成 自身 的 有 理 部 分 : 


Z4 十 27z2 十 1 


i 


§3. 某 些 舍 有 根 式 的 函数 的 积分 


278， 形 状 为 R[x I 9 的 积分 ©、 例 题 上 面 我 们 已 经 学 会 在 有 限 形 
状 中 求 有 理 微分 式 的 积分 .在 以 后 积分 这 些 或 那些 种 类 微分 表达 式 的 基本 方法 是 寻 
求 这 样 的 替换 t = w(z)( 其 中 w 本 身 能 用 初等 函数 表示 出 来 ) 这 替换 会 把 被 积 表达 
式 化 成 有 理 函 数 的 形状 我 们 把 这 个 方法 叫做 有 理化 被 积 表达 式 法 

作为 它 的 应 用 的 第 一 个 例子 , 我 们 考虑 形 如 


“az 十 B 
Je 人 z +) (1) 
的 积分 , 其 中 RR 表示 两 个 自 变 量 的 有 理 函 数 , m 是 自然 数 , 而 a, 6B,~y,6 是 常数 . 
和 
四 "art+B nm az+O 6 一 
则 积分 变 成 


/| Rpt te (ta 


i 


.36 . 第 八 章 原 函 数 (不 定 积分 ) [279| 


往 这 针 微 分 陈 已 经 是 有 理 函 数 的 形状 , 因为 R,y,y' 者 是 有 理 浮 数 . 依 上 节 的 法 则 算 
出 这 个 积分 , 以 上 = w(z) 代 人 后 , 就 变 回 到 旧 的 变量 了 . 


更 普遍 的 积 
/ Ro (4) (各 ) 


可 化 为 形 如 (1) 的 积分 , 其 中 所 有 的 指数 7,s,..… 都 是 有 理 数 ; 只 要 把 这 些 指数 化 成 
公分 母 m, 就 可 在 积分 号 后 得 到 z 与 根 式 | 2 5 的 有 理 函 数 


本 


VZ 十 于 十 2 


这 里 的 分 式 线性 函数 2 二 5 ， 特 别 地 , 容易 化 成 线性 函数 . 仿 t= VETT,dz = 2tdt, 于 是 


/i a Re w= 人 2 9D )a 


Tz 二 1)2 一 vz 二 1 1 Cl 
(re 9 2t 十 1 
= i ei 
Wl 
这 儿 剩 下 的 事 只 是 以 上 = Vz 十 1 代入 了 . 
3/(z — 1)(2 + 1)2 i 
Be dl a a A 
Wo Nl el 
于 是 
3 9 
[z+l1 dz 3d (- 1 是 让 本 2 ) za 
全 | t3—1 t—1 t+t+l 
es 2 
过 过 t 
5 ln er + V3arctg -万 十 C， 
ee FE 


= 
279. 二 项 式微 分 的 积分 、 例 题 形 如 
rz (a+ br )?dr 


的 微分 式 叫 做 二 项 式微 分 , 其 中 a,b 是 任何 常数 , 而 指数 m,n,p 是 有 理 数 . 要 来 弄 
清楚 这 些 表达 式 可 在 有 限 形状 中 求 积分 的 情况 . 

一 个 这 样 的 情况 是 很 明显 的 : 如 果 p 是 整数 ( 正 的 , 雪 或 负 的 ), 那么 , 所 考虑 的 
表达 式 就 属于 上 目 研 究 过 的 类 型 . 就 是 , 如果 用 和 表示 分 数 m 及 nn 的 分 母 的 最 小 
公 倍 数 , 我们 在 这 里 就 有 形 如 R( Yz)dz 的 表达 式 , 于 是 作 闪 换 t = 3z 就 可 把 它 有 
理化 了 . 


[279] 83， 某 些 含 有 根 式 的 函数 的 积分 - 37 . 


现在 用 z = zx” 来 变换 给 定 的 表达 式 . 于 是 


rz" (a br")?az = =(a 十 bz)2z 号 -1dz， 
并 为 简明 起 见 , 令 
| 
一 一 一 一 上 三 df 
n 
即 有 ; 
/se + br" )?dz = 和 ft 十 bz)?2Idz. (2) 


如 果 4 是 整数 , 我 们 就 重新 得 到 已 研究 过 的 类 型 的 表达 式 . 实际 上 , 如 朱 通 过 v 
来 表示 分 数 p 的 分 母 , 那么 , 变换 后 的 表达 式 就 有 R(z, Ya + 8z) 的 形状 . 春 作 蔡 换 
t= Vatbz= Vat bre" 


也 可 以 一 下 子 将 表达 式 R(z, Va 十 bz) 有 理化 
最 后 , 改写 (2) 中 第 二 个 积分 成 这 样 : 


| Ca yp+qgy. 
之 


容易 看 出 , 在 p+ 9 是 整数 时 我 们 也 得 到 研究 过 的 情况 : 变换 后 的 表达 式 有 
: C VS 的 形状 , 用 蔡 换 


之 


和 b 
EY /a 


之 
可 把 给 定 积分 中 的 被 积 表 达 式 一 下 子 有 理化 . 
由 此 可 见 , 如 果 
D,9D 十 4 
中 有 一 个 是 整数 ,或 者 (同样 地 ) 
nn "Wie 
也， 二 ) 3 十 Dp 


中 有 一 个 是 整数 , 等 式 (2) 的 两 个 积分 都 可 按 有 限 形 状 表 示 出 来 . 
这 些 可 积 性 的 情形 ， 其 实 牛 顿 早 已 知道 ， 可 是 ， 只 在 19 世纪 中 时 切 比 雪夫 
(Chebeshev) 才 建 立 这 个 著名 的 事实 : 在 有 限 形状 中 二 项 微分 没有 其 他 可 积 的 情形 . 
考虑 一 些 例题 . 


. 38 ， 第 八 章 原 隔 数 (不 定 积分 ) [280] 
EE She A Ae 


所 以 这 是 第 二 种 可 积 的 情形 . 察觉 到 v = 3 之 后 , 令 ( 依 一 般 的 规则 ) 
be Te ,dz = 12t° (1 — 1)3dt: 


于 是 
3 / 4 
/= /ar 一作 + 0 等 等 
5 
2 
NT 
这 次 m = 0,n = 4p = 一生 因为 呈 +p = 了 一 上 = 0, 所 以 是 第 三 种 可 积 的 情形 , 这 里 
vy 二 4; 仿 补 
La 人 4 dt, 
于 是 
Ve = 
td 有 1 i at 
5 去- 妈 一 1 (人 | 2 t+1 
Le | - 5arctgt + C 等 等 
和 


人 1 1 
在 此 m= 一 1,n = 5,p 二 一 5; 是 第 二 种 情形 T= 0 =3, 令 


= MTI+z5siz=( 妇 -1 dz 一 (ts — 1)-$ adt. 
我 们 有 
tdt _1 | 3 ) 
7 sspF 4 (sa 生计 


Ue Dt 


十 -一 arctg 本 十 CO 等 等 . 


”10 “ 5 


280. 地 推 公式 ” 因 二 项 式微 分 的 积分 总 能 [参看 (2)] 变换 成 如 下 的 形状 : 
了 人 (3) 


所 以 , 在 以 后 我 们 就 限于 考虑 这 些 积分 . 

我 们 要 建立 一 系列 递 推 公式 , 借助 于 它们 , 一 般 说 来 , 积分 (3) 可 以 表示 成 类 似 
的 积分 jw 其 中 p/' 及 9 与 p 及 9 只 相差 一 个 任意 整数 . 

积分 恒等式 


(a+ bz)Pt'z? = a(a + bz)?z? + bla + bz)?zt!, 


元 [(a 十 bz)2+7 zf1] = (p+ 1)b(a 十 bz)Pza+1 十 (9 十 1(a 十 bz)P+Tz9， 


[280] 83， 某 些 含有 根 式 的 函数 的 积分 ‘39. 


我 们 得 到 
Jp+r1,g = Odp,g + bp,atl 
(东风 1)bJp,gt+1 + (gq 二 1)Jprig: 
由 此 得 到 头 两 个 公式 
(wa 十 bz)zf+Tz9q+ DT 十 QQ 十 2 
有 0 Eg | 全 下 
) p,q a(p + 1) a(D 十 1) Dp 二 1,g (p 尖 ) 
a bz)Prizat! 站 :个 守 2 
(ID Jp,q = = J ,q 十 1 (9 天 | 


af(d 十 1]) 可 [0 
它们 使 我 们 能 够 把 p 或 g 增加 1( 如 果 它 异 于 -1 的 话 ). 

从 这 两 个 等 式 解 出 Ji .ori 并 分 别 以 p 一 1 及 gq 一 1 代替 p 及 g, 我 们 得 到 
人 


(a 十 9z)2z9+、 ap 


(a 十 bz)2 二 29 Qag 
JV ) 万 vs = OO CJ = 


它们 使 我 们 能 够 把 p 或 g 减少 1( 如 果 和 数 p+ 9 异 于 -1 的 话 ). 

如 果 无 论 p 或 9, 或 p+q 都 不 是 整数 (于 是 积分 ,不 能 通过 初等 函数 在 有 限 
形状 中 表示 出 来 ), 则 递 推 公式 可 以 无 限制 地 继续 应 用 下 去 . 借助 于 它们 , 可 以 把 参 
数 p 及 4 变 成 , 例如 , 真 分 式 

现在 讲 一 个 对 我 们 更 有 趣 的 情形 , 即 当 积分 可 在 有 限 形 状 中 求 得 时 的 情形 . 在 
此 可 假定 指数 pz 或 g 是 整数 , 因为 整数 p +a 的 情形 可 用 替换 z = 化 成 整数 gq 的 
情形 . 

这 时 继续 应 用 上 述 公 式 , 就 可 把 整数 指数 p 或 g 化 成 0( 假 如 它 是 正 数 的 话 ) 或 
化 成 -1( 假 如 它 是 负数 的 话 ). 这 样 , 通常 就 或 者 把 积分 作 完了 , 或 者 一 一 在 任何 情 
形 下 一 一 把 积分 大 大 地 简化 了 . 

例题 

1) 考虑 积分 中 

He | ee 是 整数 ). 
2,p = -3; 所 以 当 m 是 奇数 时 ,全 十” 一 包 二 < 是 整数 ,而 当 m 是 偶数 时 ， 数 
m+l 1 


了 +p= 一 一 = 也 于 是 在 所 有 情形 下 积分 都 可 在 有 限 形状 中 求 得 用 替换 z 一 2 


中 类 似 地 , 也 可 以 研究 积分 


区 
| 


shh qh 
一 一 一 cx， ————— dx. 
Vr2—1 Vr2+1 
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可 把 原 式 化 成 
-ds 
3 0- Z dz = 5) ,mr 


如 果 假 是 m > 1, 把 公式 (IV) 应 用 到 所 得 的 积分 上 去 . 就 得 到 


或 者 , 回 到 原来 给 定 的 积分 ， 
Hm = 2" Vi z+ Hm 
把 m 的 值 减少 2 的 这 个 公式 , 继续 把 及 的 计算 当 m 是 奇数 时 化 成 
加 zadz __ /2 | 
Hi 一 1/ VT 1 TX“ 十 C; 
或 者 当 m 是 偶数 时 , 化 成 


dx 
m= | AEs = csinsto. 
. V1l—2? 
现 设 m < 一 1, 于 是 m= 一 j,k > 1. 这 回应 用 公式 (ID) 
7 1 +2] 
-二 m+1 m+ 1" -$3 
由 此 
—(p—1),/T ~3 _ 
H_,=—- -一 TH). 
Lb—1l 一 上 


借助 于 这 个 公式 , 我 们 有 可 能 把 的 值 减少 2, 因而 ,有 可 能 继续 把 及 的 计算 当 jy 是 奇数 
时 化 成 


一 3 
Hi=/ 2 ni-vi-? | ec. 
ZV1 一 22 z 
或 者 当 4 是 偶数 时 , 化 成 
一 7 
gos/ 和 VR, 
rT2vV1— 27? ZT 


2) 如 果 对 于 积分 和 


dz 1 _(n _1 
m= | m3 /+ i dzs= J ny (n=1,2,3,...) 


应 用 公式 (DD): 
(a? 十 z) 22 2n—l11 


J_( 41),-43 二 十 2 一 九 一 寺 ) 
PT) 3 na 2n a? :一 冯 
那么 , 变 回 到 ., 我 们 就 得 到 已 经 知道 的 递 推 公式 [271, (6)]: 
1 z 2n—l11 
“n+1 = 2na? (Z2 + a2)" 2n 三 


281. 形状 为 R(z,Vazz 十 如 十 c) 的 表达 式 的 积分 、 欧 拉 替 换 现在 来 考虑 很 


重要 的 积分 类 型 
1 R(x, Vax? + br + ce)dx. (4) 


当然 假定 二 次 三 项 式 没有 等 根 , 于 是 它 的 根 号 不 能 用 有 理 表 达 式 来 替代 . 我 们 人 研究 三 
种 替换 , 即 所 谓 欧 拉 替换 , 利用 它们 , 总 能 把 此 处 的 被 积 表达 式 有 理化 . 
第 I 种 替换 应 用 在 a > 0 的 情形 下 . 此 时 假定 


Varx?+bzr+i+c=t— Varod. 
J az2 项 后 ), 得 到 bz 十 c= 如 一 2Vatz, 于 是 
et Vat?+bt+ceva 0 ++tevey, 
-5 2Vat+b Ce (2Vat + b)* 


欧 拉 替换 的 全 部 妙 处 正 是 在 于 : 为 了 定 出 xz, 就 得 到 一 个 一 次 方程 , 于 是 x 与 根 式 
vaz2 二 bz 十 c 同时 可 用 博 理 地 表示 出 来 . 

如 果 把 所 得 的 表达 式 代 和 人 (4), 问题 就 变 成 积分 t 的 有 理 消 数 了 . 在 结果 中 变 回 
到 z 时 , 必须 令 t= Var? 十 br 十 Cc 十 Vax. 

第 工种 替换 应 用 在 c > 0 时 . 在 这 种 情形 下 有 梧 令 


1 


2 


如 果 平 方 后 , 消去 两 端的 c 并 约 去 zx, 就 得 到 az 十 b= zt 十 2Vct- 一 一 又 是 zx 的 一 次 
方程 . 由 此 


_2 a 去 
YE, Va rime Mt, doy dt 


— +12 (a 二 t2)2 
将 这 些 代入 (4), 显然 , 被 积 表达 式 就 被 有 理化 了 . 积分 后 , 在 结果 中 令 
之 


附注 1 上 面 所 考虑 的 情形 中 (a > 0 及 c > 0), 用 替换 > = - 可 将 其 中 的 一 种 
变 成 另 一 种 . 因而 总 可 以 避免 使 用 第 II 种 替换 . 


最 后 , 第 III 种 替换 适用 于 这 种 情形 : 如 果 二 次 三 项 式 ax? 十 bx 十 c 有 ( 相 异 的 ) 
实 根 和 与 六 如 所 周知 , 此 时 这 个 三 项 式 可 分 解 成 线性 因 式 


az2 十 br 十 c=alz 一 A)(z 一 巍 )， 


@ 也 可 以 令 Vaz2 十 bz 十 c=t 十 Vaz. 
加 或 者 Vaz2 十 br 二 c= xt— ve. 


.42 ， 第 八 章 原 范 数 (不 定 积分 ) [282] 


人 
Var? +br+c= tz— AN). | 
平方 并 约 去 z 一 入 , 在 这 里 也 得 到 一 次 方程 o(z -由 = 万 (z 一 入 ) 于 是 


_ 2 — _ 
X= op tA Var rte= TE dz = 2 Ng 


t2—a t2—a (t2 — a)* 


等 等 . 
附注 II 在 所 作 的 假定 下 , 根 式 Va(zx 一 入 (zx 一 4)( 为 明确 起 见 ， 比方 说 , 认定 
2 > 入) 可 变 成 如 下 的 形状 


Z 一 
一 入 


因而 在 所 考虑 的 情 沈 下 


R(x, Var?: + br+t+ce)= Ri (a Vet) 
Zz 一 人 入 


于 是 我 们 在 实质 上 就 是 要 处 理 第 278 目 中 所 研究 过 的 那 类 微分 式 了 . 可 把 第 III 种 
欧 拉 替 换 写 成 如 下 的 形式 


这 跟 278 目 中 已 经 讲 过 的 蔡 换 是 同样 的 

现在 我 们 指出 , 为 了 要 在 所 有 可 能 情况 下 实现 (4) 中 被 积 表达 式 的 有 理化 , 只 用 
I 及 III 两 种 欧 拉 替换 就 足够 了 . 实际 上 , 如 果 三 项 式 oz2 + bz +c 有 实 根 , 那么 , 如 
我 们 已 看 到 过 的 , 就 用 第 III 种 蔡 换 . 如 果 没 有 实 根 , 即 是 , 六 - 4ac < 0, 则 三 项 式 


az 十 bz 十 c 王 4 [(2az + b)? + (4ac 一 0] 


0h 
在 变量 x 的 一 切 值 下 都 与 a 有 相同 的 符号 .a < 0 的 情形 对 我 们 是 没有 兴趣 的 , 因为 
此 时 根 式 完 全 没有 实 值 . 在 a。 > 0 的 情形 , 就 用 第 I 种 替换 . 
由 这 些 讨论 同时 得 到 一 般 的 断言 类 型 (4) 的 积分 总 可 在 有 限 形 状 中 求 得 ,并 
目 , 为 了 表示 出 它们 , 除了 可 用 来 表示 有 理 微 分 式 的 积分 的 那些 函数 外 ,只 再 需 用 二 
次 根 式 就 够 了 . 


282. 欧 拉 替 换 的 几何 解释 ”表面 上 如 此 矫 揉 造作 的 欧 拉 替换 , 可 以 完全 由 直观 
的 几何 观点 得 出 . 
考虑 二 次 曲线 


三 士 Vaz2 二 bz 十 c 或 一 az2 十 br 十 c. 


如 果 在 这 上 曲线 上 取 任 意 点 (zx0, yo), 于 是 
yj 一 az2 十 bzxo 十 C， (5) 


那么 , 通过 这 点 的 割 线 y 一 加 = t(z - zo) 刚刚 交 曲线 于 一 点 (z, 奶 . 这 交点 的 坐标 可 
用 简单 的 计算 找 出 . 从 曲线 及 割 线 的 方程 中 消去 y, 就 得 到 


lyo +t(x — zo)]* = ax’? 十 bz 十 6 
由 此 , 注意 到 (5)， 
2yot(x — zo) 十 妇 (z 一 zo) = a(x” — 26) + b(zx — zo0) 
或 者 约 去 zxo 一 
2yot + t*(z — x0) = a(z + xo)+b. 


这 样 , 第 二 个 交点 的 横 坐 标 zx, 随 之 纵 坐 标 y, 都 可 用 变动 的 斜率 t 的 有 理 函 数 表 不 
出 来 . 这 时 适当 地 变化 t, 显然 可 使 点 (z,y) 描 出 全 部 曲线 . 
az2 十 br 十 C 一 0 三 区 2Z 一 20) 
显然 定 出 把 情形 (4) 中 的 被 积 表达 式 有 理化 的 那个 蔡 换 . 
设 三 项 式 az? + bx +c 有 实 根 入 及 jy; 这 就 是 说 , 我 们 的 曲线 交 z 轴 于 扣 (和 ,0) 
及 (1,0); 例如 , 取 它 们 中 的 第 一 点 作为 点 (zo,yo), 我 们 得 到 第 II 种 欧 拉 替 换 


Var?+br+t+ce= tr 一 和). 
如 果 c > 0, 则 曲线 交 y 轴 于 点 (0, 土 Vo); 取 其 中 的 一 个 作 点 (zo, yo) , 我 们 得 到 


第 I 种 欧 拉 蔡 换 
Var?2+bri+ctvVe= tz. 


最 后 , 实质 上 在 同样 的 思想 程序 下 , 只 要 我 们 取 曲 线 的 无 穷 远 点 作 点 (zo,yo), 就 
得 到 第 I 种 欧 拉 替换 . 即 是 , 假定 a > 0( 在 这 情形 下 曲线 是 双 曲 线 ), 考查 双 曲 线 的 渐 
近 线 y = 土 Vaz, 并 用 平行 于 渐 近 线 的 直线 y = t 土 Vaz 与 曲线 相交 (这 两 条 直线 是 
通过 上 述 无 穷 远 点 的 ) 每 条 这 样 的 直线 交 曲 线 于 第 二 点 (zx,y), 它 的 坐标 是 t 的 有 


理 函 数 . 由 此 得 到 符 换 
Var?+bz+c=t+t Var. 


,44 ， 第 八 章 原 范 数 (不 定 积分 ) [283] 


283. 例题 “我 们 已 经 知道 属于 所 考虑 的 类 型 的 两 个 基本 积分 [269, 9) 及 12); 268]: 


dr a 
| AEs "t+ 2Z2 士 Q2?| 十 C， 


你 
二 arcsin 一 十 CG. 
a 


dz 
fr 
从 它们 出 发, 可 以 计算 别 的 一 些 积分 : 
I ; 和 
0 a 0 


如 果 a > 0, 那么 容易 把 积分 变 成 基本 积分 的 第 一 种 二 +a2 时 ) 


/i 


还 可 以 a 乘 对 数 函 数 的 自 变量 , 这 就 引进 一 个 补充 项 In a, 因而 只 影响 到 C. 最 后 得 到 


| A + Va a(ar2 +PI+O (a> 0). (6) 
如 采 Qa < 0, 于 是 a = 一 |al, 我 们 可 把 根 式 改 与 成 VB 一 |alz2 的 形状 . 为 了 使 根 式 一 般 地 


能 有 实 值 必须 在 这 里 假定 8 > 0. 积分 可 变 成 基本 积分 中 的 第 一 种 (在 名 _ ce 时 站， 于 是 


/| -4 - -=en(V Eh | . Oe 
许多 别 的 积分 可 用 初等 方法 化 成 积分 (6) 及 (7), 例如 
2) | /az2 十 Bdzx, 可 用 分 部 积分 法 求 得 


| Vent Bdz = x/ QT? 十 5- /save B 一 ZWV az2 十 5- | 
二 


Q2Z2 十 尼 
dx 
=xVar?+pB Var?+pB 3- | Vars+B bas+8 | 一 全 一 
\/aZ2 十 加 
在 右 端 我 们 重新 得 到 了 要 计算 的 积分 ; 把 它 移 到 左 端 并 以 2 除 全 部 等 式 , 我 们 得 到 
fg QZ 
| Vat ds = jr Vem t+ |/ is 
要 得 到 最 后 结果 ， 本 aw>0 或 a<0， DB 分 用 它 的 表达 式 (6) 或 (7) 代入 即 可 . 


LT 
ee en ee 
可 用 简单 的 炎 换 x 二 -dz = -dt 化 成 已 经 知道 的 积分 , 我 们 有 (为 明确 起 见 , 设 > 及 t > 0): 


b 


到 了 h T+ 4/7T?2 十 一 | 十 CG. 
C 


J 


(8) 


dz at 
/= 站 二 - Nr 


[283] ， 某 些 含有 根 式 的 函数 的 积分 .45 ， 


一 一 以 后 的 计算 可 看 8 的 符号 依 公 式 (6) 或 (7) 作出 . 其 次 ， 


2 
pe pC 
也 类 似 地 

) /0 
(az2 + 8)2? (a + Bt2)3 bB /at Bt? B /ar?+pB 
4) 被 积 表 达 式 的 恒 等 的 变换 可 把 下 面 的 积分 化 成 已 经 计算 过 的 积分 . 例如 : 


/ey 0 [ee /Fm 


(az2 十 0) 
我 们 有 
raz _1 (az + 6)— =£/ pr Sar /| 一 全 dz 
na / -一 :| \/azZ2 十 oe + Pe \/az2 十 DO 


或 者 , 利用 公式 (8)， 


/ -二 - rzVor th | [参看 1 
然后 
9) | Ew | -Se or + ia /=e +16/ 一 各 
7 VD + 7 
积分 中 的 第 一 个 一 下 子 就 可 得 到 , 第 二 个 在 3) 中 已 经 计算 过 . 最 后 ， 


) 二 有 


5) 如 果 在 根 式 中 的 是 完全 二 次 三 项 式 az? + bz 十 c, 用 线性 替换 把 它 化 成 二 项 式 常 是 有 利 的 . 
分 出 完全 平方 
az2 十 pz 十 c 一 二 [(2az + b)? 十 4ac -5°), 


令 + 二 2ax 十 b. 用 这 样 方法 , 例如 , 从 公式 (6) 及 (7), 当 a > 0 时 就 得 到 


/| 吉 生 过- nl2az 十 D 十 2\V/a(a (az2 十 bz 十 cj 十 C 
QT TI C 


= 万 站 oz 十 过 + af(az2 十 bz 十 c)| 十 C (6”) 
而 当 a<0 时 
dr — arcsin 207 +b 十 . (7”) 
\VazZ2 十 pz 十 c -二 一 4ac 


6) 现在 转 到 欧 拉 蔡 换 在 269, 12) 人 I 种 替换 应 用 到 计算 积分 


dz 
/ VzZ2 士 Q? 


:46 ， 第 八 章 原 函 数 (不 定 积分 ) [283] 


上 ,虽然 第 二 个 基本 积分 
化 
。 Va2 一 22 
对 我 们 来 说 从 粗浅 的 讨论 就 是 已 知 的 , 但 作为 一 个 练习 , 我 们 还 是 把 欧 拉 替换 应 用 到 这 个 积分 上 


去 
(a) 如 果 先 利用 第 III 种 替换 Va? 一 23 = t(a 一 x), 则 


eg, tk jr 40 2 20t 
+1 (2+ 1)2 “al 
因而 
dz at /Q 十 并 
[AEs |/ -acgt+C-2arcte a 
因为 恒等式 


QQ 十 多 LT TT 
2arct 一 一 三 arcSin 一 十 一 人-Q<Z<WU 
arctgV 二 一 了 r in 二 十 可 ( Tr ) 


成 立 , 所 以 这 个 结果 只 是 形式 和 我 们 已 经 知道 的 结果 不 同 . 
读者 在 以 后 应 当 注 意 :由 于 积分 时 所 用 的 计 芷 方法 不 同 , 就 可 能 得 到 不 同形 式 的 积分 函数 . 
(6) 如 果 应 用 第 II 种 替换 Va? 一 z2 = zt 一 a 到 同一 积分 上 去 , 则 类 似 地 可 得 


dt a+ Va? 一 2Z2 
| 二 es /于 一 一 2arctg t+C= -2arctg 一 一 + 
这 里 我 们 碰 到 另 一 个 有 趣 的 情况 Q: 这 个 结果 只 是 各 别 地 对 区 间 (一 a,0) 及 (0, a) 适用 , 因为 在 点 
二 二 小 处 “表达 趟 
一 2arctg 


Q 十 Va2 一 2 
% 


失去 意义 . 这 个 表达 式 当 x 一 一 0 及 xz 一 十 0 时 的 极限 是 不 同 的 : 它们 分 别 等 于 x 及 一 x, 如 果 
对 于 上 述 两 区 间 选 择 不 同 的 常数 C 的 值 , 使 得 它们 中 的 第 二 个 比 第 一 个 大 2r, 而 在 zx = 0 时 取 
其 左右 极限 的 公共 值 作 为 这 个 函数 的 值 . 就 可 以 作出 在 整个 区 间 (~a,a) 上 的 连续 函数 . 

然而 这 次 我 们 得 到 的 不 过 是 在 另 一 种 形式 的 旧 的 结果 , 因为 恒等式 
人 arcsin 二 一 人 对 于 0<xz<a: 
= 


一 
arctg 本 
arcsin 一 十 不 | 对 于 -<z<0 


成 立 . 
7) f QZ 
四 
(a) 首先 应 用 第 I 种 蔡 换 :Vz2 一 2 十 1= 寺 一 2 
| ot 
op 
2 
dz 2 dt = | 3 3 ja 
人 2 B21 (20651)2 
3 1 
二 -5 | 
7 or 1 +2nlt nl2t—1|+C. 


比较 277 目 例 题 3). 


[283) $3， 某 些 含有 根 式 的 函数 的 积分 .47 


如 果 在 这 里 以 t= 二 x 十 Vr? 一 z 十 1 代入 , 最 后 就 得 到 


/A t+ tl 
十 VT2 一 公 十 1 207 OT ll 
+2lIn|z+ Vz? 一 Zz+il+C. 


(6) 现在 应 用 第 I 种 替换 :V35 一 2 十 1 二 tz 一 1 
— | 2—t+ 
sl dd Ve ti Bt Vti= 


1 一 1 t—1l1 


dz a 1 .31 ,3 | 
nd t 2t—1 2t+1 (t+1)? 
3 1 
1 = 
i n 人 | 5 lnlt 1| 5 In| 十 二 十 C 
~~ » 2 一代 1 1 、 2 pe 
这 儿 以 t= 一 一 一 代入 ; 在 显然 的 简化 后 , 得 到 


J 
Z 十 Vz2 一 2 二 1 Vz2 一 2 十 1 十 Z 十 ] 
Tn|Vi etli-etl- 3mVe s+ltet+lt+0. 


SO 式 上 与 先前 所 得 的 不 同 , 但 在 C = C" 十 5 时 可 把 它们 看 作 是 相同 的 . 


S) | (zx?2 十 Q2] > 
(于 | 人 所 以 可 应 用 第 III 种 替换 Va? 一 x2 = t(a 一 2); 这 里 
-0 我 们 有 
tl 4atat 2 


a— ”az 一 2 一 2 二 一 -一 一 ， 二 , 
SN a i 


并 且 


| 二- 站/ 守 闪 *- 赤 Po 
(z2 十 a2)Vaz -2 2 t+!l 2 t2 +tV2+1 tt-tvV2+1 


! 
一 二 万 [arctg(tV2 +1)+arctg(tV2 — 1)]+o, 
为 要 得 到 最 后 结果 , 在 此 还 须 代 入 
二 Q 十 并 
加 人 一 全 


利用 反正 切 函 数 的 和 的 公式 以 及 明显 的 关系 陈 
arctg 二 一 arctg a 土 3 ( 当 a 有 z 0 时 )， 
可 给 所 得 结果 以 更 简单 的 形式 


tC1 (这儿 Gl 一 6 rs) 
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(6) 如 果 应 用 第 I 种 替换 Va? 一 x? = tx 一 a 到 同一 积分 上 去 , 就 得 到 


dz 了 / 
1/ Ca = te(V2 + 1)t+arctg( V2 — 1)t]+0’, 
CQ 十 VQ 2” 


在 此 t = .这 个 结果 各 别 地 对 区 间 (一 a,0) 及 (0,a) 适合 ; 容易 了 解 , 当 xz 变 到 0 
时 改变 常数 C” 的 值 就 可 使 它 在 整个 区 间 (一 oa,a) 上 上 是 适合 的 最 后 , 如 果 依 反正 切 函 数 的 和 的 
公式 把 它 变 形 ， 世 训 与 上 述 结果 相同 . 


) | VE VBE 
用 第 I 种 替换 :zx? 十 = 二 tt 一 x. 我 们 有 


/ =—— 2 2tat _» / du 
i tt 二 2(2 和 A 各 + pp? uw 二 +22A 和 -put+p 
这 样 一 来 , 问题 就 化 成 计算 初等 积分 了 ; 在 结果 中 必须 以 蔡 换 


u=t = (r+ Vr + pn) 
代入 ， 


284. 其 他 的 计算 方法 ” 欧 拉 和 蔡 换 虽然 原则 上 在 所 有 情况 下 解决 了 在 有 限 形状 
中 计算 类 型 (4) 的 积分 的 问题 , 但 有 时 一 一 在 应 用 它们 时 一 一 甚至 简单 的 微分 式 
岂可 起 本 复 的 计算 由 于 所 讨论 的 这 种 类 型 的 积分 的 重要 性 ， 我 们 要 指出 它们 的 另 
一 些 计算 方法 . 

为 简明 起 见 , 令 

Y=ar?+br+c 及 y= VY. 


凡 有 理 函 数 R(x,y) 都 可 以 表示 成 z 及 y 的 两 个 整 多 项 式 的 商 . 如 果 处 处 都 以 Y 代 
蔡 yy, 我 们 便 把 R(x,vy) 化 成 

Pi(z) + P(x)y 

P3(7) + Pa(WY 

的 形状 , 其 中 P(x) 是 整 多 项 式 ， 以 表达 式 局 (z) - 已 (zx)y 乘 这 公式 的 分 子 及 分 母 
(并 重新 以 Y 代替 2) 后 , 我 们 得 到 R 的 新 形式 


R(x,y) 一 


R(Z, 由 一 得 全 二 多 如 外 


石 端 第 一 项 的 积分 我 们 已 双 会 表示 成 有 限 形 状 所 以 , 我 们 只 需 人 研究 第 二 项 , 以 y 乘 
并 除 这 一 项 , 最 后 得 到 这 样 的 表达 式 


R*(z)- = R*(z | 


我 们 丈 要 人 研究 它 的 积 


[284] §3， 某 些 含有 根 式 的 函数 的 积分 .49 ， 


首先 从 有 理 函 数 R*(z) 中 分 离 出 整 式 部 分 P(z), 而 把 真 分 式 部 分 分 解 成 部 分 分 
式 [274] 丰 这 样 的 情形 下 所 得 表达 式 的 积分 被 化 成 为 计算 下 列 三 种 类 型 的 积 


I. [od7, 
| Vaxz2 十 bx 十 c 
Adz 


I 一 一 一 一 一 = 一 一 ， 
(TZ — QVar +bzr+te 
Mri+-N 


| pt ar Va ire 
这 儿 所 有 的 系数 都 是 实数 , 而 三 项 式 z2 + pz + 9 的 根 是 虚 根 . 我 们 分 别 来 讨论 它们 


中 的 每 一 个 . 
I 令 (对 于 m= 0,1,2,…) 


Wn | Te := | 于 血 
容易 建立 这 种 积分 的 递 推 公式 . 为 了 这 一 目的 , 认定 m > 1, 取 导 数 


(x™-1VY) =(m-— 1)zm-2V 亚 十 二 Z 


2VY 
2(m— 1)2™ (az 十 bz 十 c) 十 zm- 1 (2az + b) 
2VY 
rz™ 1 rm—!1 7T0 一 人 2 
=maS=+ (m-3), 十 —1 
VY 2/ VY Y 
并 积分 所 得 恒等式 
zm-LIVY = maVm, 十 [m 一 > bVim_1 + (mo— 1)cVm_2. 


在 此 取 m = 1, 我 们 得 到 
V1 一 -VY 一 Wo 
a 2a 
然后 令 m = 2( 并 利用 WV 的 表达 式 ), 得 到 
上 ] 
V2 = 213 (207 一 3b)VY 十 30 — 4ac) Vo. 
再 这 样 进行 下 去 , 我 们 得 到 普遍 公式 
Vn = pm_i(Z)VY + MmWo, 


其 中 p_i(z) 是 (m 一 1) 次 多 项 式 , 而 和 = 常数 . 这 样 一 来 ,整个 积分 Vw 就 化 成 
Vo 了. 

如 果 在 积分 I 中 多 项 式 P(z) 是 n 次 的 , 这 积分 就 是 积分 VW, VV,… ,Vn 的 线性 
组 合 ; 也 就 是 说 , 依 上 述 公 式 , 可 写成 


/= dr = Q(o)VY +) 


和 % : (9) 


50 . 第 八 章 原 函 数 (不 定 积分 ) [284 


的 形状 , 其 中 Q(x) 是 一 个 (n - 1) 次 的 多 项 式 , 而 入 = 常数 . 
通常 用 符 定 系数 法 来 确定 多 项 式 Q(z) 及 常数 和 微分 (9) 并 以 VY 乘 所 得 到 
的 等 式 , 我 们 得 到 
P(ZD) =Q'(zj(az + bz + ce)+ 2Q(z)(2az 十 b 十 入 . 
如 采 在 此 处 以 文字 系数 的 (n 一 1) 次 多 项 式 代替 @(z), 在 等 式 两 端 就 都 是 n 次 多 项 
式 . 使 它们 的 系数 相等 , 得 到 n + 1 个 线性 方程 的 方程 组 , 多项式 Q(x) 的 n 个 系数 
及 常数 入 就 可 由 这 些 方程 确定 出 来 呈 ， 


附注 用 公式 (9) 能 从 积分 


P(z) 
本 


中 分 离 出 代数 部 分 . 类 似 的 分 离 法 对 于 一 般 形状 的 积分 
/ R(z) 
J 玉 
也 可 以 被 作出 , 这 儿 R 是 任意 有 理 函 数 的 记号 . 我 们 不 再 讨论 这 积分 了 . 
TI. 积 
II. 生 | yy 
(z — oa VY 
可 用 替换 > _ a = 化 成 刚才 讨论 过 的 类 型 . 实际 上 , 我 们 有 


dt +b 万 十 (2 b)t 
dy = -Fan + bste= te 十 ba 十 C) 2 Qa 十 b) to 


于 是 (为 明确 起 见 认定 x > a, 于 是 t+ > 0) 


1/ dz 如 
(TZ — QVar?+brtcec (aa2 + bat+ot + (2ao+b)t+oa 


如 果 aa2 十 ba 十 c=0, 即 a 是 三 项 式 Y 的 根 , 问题 就 更 被 简化 了 , 我 们 得 到 第 278 
目 中 人 研究 过 的 积分 类 型 . 

II. (a) 现在 我 们 来 讲 最 后 的 积分 . 我 们 先 考虑 一 个 特殊 情形 : 三 项 式 ax? 十 bx 十 c 
与 三 项 式 2 十 pz 十 q 只 相差 一 个 因子 a. 此 时 所 求 积 分 有 下 面 的 形状 


/ Mz+N gz 
(az2 + br + ce) 


从 所 证 明 的 事实 中 可 明白 看 出 , 这 个 方程 组 对 常数 项 的 任何 值 都 是 相 容 的 , 而 在 这 样 的 情况 
下 , 它 的 行列 式 一 定 异 于 0, 因而 方程 组 总 是 确定 的 . 由 此 顺带 着 建立 了 (9) 的 表示 法 的 唯一 性 ( 参 
看 28 页 与 31 ~ 32 页 ). 


[284] 8$3. 某 些 含有 根 式 的 项 数 的 积分 - 51 ， 


容易 把 这 积分 表示 成 两 个 积分 的 和 : 


M azr+b z Mb dz 
2m+1 dr 二 AN- 2m+1 ; 
sa) (ar2+br+ce) 2 ?a (az 十 pr 十 cj) 了 


其 中 第 一 个 积分 可 用 答 换 t 二 ax? 十 bz 十 c 立即 求 出 . 
为 了 计算 积分 
1/ az / dz 
(az2 + br +oe) ye 
作 所 谓 阿 贝 尔 (N.H.Abel) 替换 
b 
TV QZ 十 9 


(= 二 Var?+bzr+e 


蝇 为 方便 . : 
将 等 式 两 端 平 方 并 以 4Y 去 乘 , 得 到 等 式 
412Y = (Y’)? = 40*7? + 4abzx + b”, 


以 4a 乘 等 式 
Y=ar +br+ce 
后 , 于 其 中 减 去 上 式 , 结果 得 到 


4(a — #1)Y = 4ac — b’, 


由 此 本 
rm 一 (2 一 rr (10) 
现在 微分 等 式 
tVY = az 十 2 
我 们 得 到 
VYdt + t?dr = adz, 
大 dr dt 
V a Oy 
从 (11) 及 (10) / 


dz 4 ™ nl 
Ent (sn) (ot)™ dt, 


因而 , 最 后 得 到 
4 


/六 -wf 
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这 样 , 整个 问题 就 变 成 计算 多 项 式 的 积分 了 . 
特别 地 , 例如 , 当 m = 1 时 , 就 有 


/ dz = 本 20X 十 
(azr2+bri+ce)? 4dac—-b Var?+br+e 
(6) 在 一 般 情 形 中 , 为 了 更 对 称 起 见 , 令 
ar* +br+c=a(r’+pz+q), 
并 且 现 在 我 们 可 以 假定 , 插 弧 中 的 三 项 式 不 恒 等 于 z? + pz + 9. 把 在 我 们 面前 的 问 


题 就 是 : 这 样 变 换 变 量 x, 使 得 在 两 个 三 项 式 中 同时 消去 了 一 次 项 . 
先 设 p 关 2 此 时 借助 于 分 式 线性 替换 


和 ut+v 
2 一 ， 
t+1 


在 运 当 选取 系数 j 与 v 之 后 , 就 可 以 达到 我 们 的 目的 . 我 们 有 


(1 +pp+at + [2prv+p(u+rv) +2gt+ (v2+pv+g) 
(t+ 1)? 


(13) 


Z2 十 DZ 十 9 一 
并 且 对 于 第 二 个 三 项 式 也 是 类 似 的 . 未 知 系数 由 条 件 
uv + p(k+rv)+2g=0,2v+p (H+r) +2g =0 


或 


H+v= 24 — 
7 一 
定 出 . 由 此 可 见 ,w 与 v 是 二 次 方程 
(p—p)z +2(g—q)z+(pq—pg)=0 
的 根 . 为 要 使 这 些 根 是 相 异 实数 和 ,( 必 要 上 且 ) 充分 的 条 件 是 
(gq— gq) —(p—p)(p'g— pq) > 0; (14) 


我 们 将 证 明 它 是 满足 的 . 
改写 上 述 条 件 为 等 价 形式 


[2(9 二 的 一 pp 人 > (49 一 六 )(49 一 2 (14*) 


”中 当 jy =v 时 替换 失去 意义 , 因为 它 变 成 z= 了 . 


[284] $3， 某 些 含 有 根 式 的 函数 的 积分 . 53 . 


已 知 49 一 22 > 0( 因 三 项 式 z2 +pz +9 有 虚 根 ), 假如 同时 4q' -22 < 0 的 话 , 于 是 
不 等 式 (14*) 显然 被 满足 . 现在 只 需 研 究 49' -22 > 0 的 情形 . 这 时 gg > 0,g9 > 0 并 
日 4Vqq > pp', 于 是 我 们 依次 用 
[2(g + q) — pp > [4Vag’ 一 pp 
=(4g—p°)(4g —p°)+4(pVg9 一 DVD 
>(4g—p’)(4g’ ~—p”). 
这 里 两 次 不 等 号 跟 等 号 联 在 一 起 , 但 等 号 不 可 能 同时 发 生 在 两 种 情形 中 : 如 果 9 关 q， 
则 等 号 在 第 一 种 情形 中 一 定 没有 ; 而 在 q = 4 时 , 在 第 二 种 情形 中 等 号 一 定 没有 . 所 
以 ,不等式 (14*) 与 (14) 就 被 证 明了 . 
作 蔡 换 后 , 我 们 把 所 求 的 积分 变换 成 下 面 的 形状 


/ P(t)dt 
(2 + AmVat+p 
这 儿 P(t) 是 2m 一 1 次 多 项 式 (并 且 入 > 0), 再 将 ( 当 mm > 1 时 ) 真 分 式 
P(t) 
三 + 
分 解 成 部 分 分 式 , 我 们 得 到 形 如 
At+B 四 
/ Na (k 一 1,2, , 7m) 

的 积分 的 和 . 

在 p=p' 的 例外 情形 , 消去 一 次 项 的 步骤 可 更 简单 地 达到 一 一 作 替 换 z = i 一 
我 们 就 直接 得 到 刚才 所 述 那 种 形状 的 积 

所 得 的 积分 , 自然 , 被 分 解 成 两 个 : 


A / atdt ， | dt 
Qa (+AN)mVati+pb (2 + NTVat+pB 
其 中 第 一 个 容易 用 蔡 换 v = Vat? 十 6 求 得 . 把 我 们 已 经 熟悉 的 阿 贝 尔 蔡 换 


at 
at2 十 有 


应 用 到 第 二 个 积分 上 去 . 由 (11), 即 有 


at dv | 
ot2+B Q—u2 


十 J 
因为 一 之 \/g9/. 


:54 ， 第 八 章 原 函 数 (不 定 积分 ) [285] 


此 外 , 容易 算出 J 
“ 2 (8 — aM 十 和 a 
+= ca 人 (a — v2) 
因此 
at —1 
/ (12 + Am Vati+p [(6 ~ oN)w? + Ao2]™ BC— 2 十 a 


于 是 所 求 积分 就 变 成 有 理 消 数 分 


附注 在 本 目 中 我 们 除了 指出 计算 类 型 (4) 的 积分 的 许多 新 方法 外 , 上面 的 全 
部 讨论 还 给 出 在 第 281 目 末 尾 所 表述 的 断言 以 不 依赖 于 从 前 的 讨 t 双 的 证 明 . 


285. 多 是 
1) f rx 一 全 十 工 


du, 


-一 一 ax 
Vz2 十 27 十 2 
之 
2 一 十 1 一 -一 一 dz 一 (az 二 bz 二 cvVz2 二 27z 十 2 +4 | 
VZ2 十 27 十 2 和 
由 此 
Z r+1l=(2ar+b)(z +272+2)+ (or +br+o(z+1l)+d. 
方程 组 


a 590 十 20 王 0, 4g 二 360 二 c= 一], 2b 十 c+d=1 
引出 值 a= 3,6= -5,c= 3,4 一 > 这 样 , 如 果 考 虑 到 283 目 例 5)， 最 后 就 得 到 


—z+1 1 
+ = xz(2z2? -5z+1)Vzz+2zT2+2 In(z 十 1 十 Vz2? 十 27 十 2) 
VT 6 
QZ 
2) f 


(z 一 1)3Vz2 一 2 一 1 
替换 一 1 二 (比方 说 如 果 z > 1 及 t > 0 的 话 ) 把 积分 化 成 下 面 的 形状 
t2ct 
Vi— 2 
这 个 积分 容易 用 初等 方法 求 出 [参看 283, 4)]. 
答案 


1 1 
tt\/1— 2t2— — arcsintvV?2 二 
4 4V2 


(272 — z+2)s 
阿 贝尔 替换 


arcsin 


2 
4V2 TC—1 


4T—1 


t= - 
2wV2z2 一 并 十 2 


[285] 83， 某 些 含有 根 式 的 函数 的 积分 55 . 


能 把 积分 变换 成 下 面 的 形式 : 
64 PR 
| (2 一刀 ) 号 
在 此 可 以 重 作 284 目 III(a) 的 对 特殊 情形 的 一 般 计 算 , 或 者 利用 现成 的 公式 (12). 
答案 


Es ae 4% ==) 
人 
3375 | (2z2 — z+2)? 6(222—2+2)? C2 

4) | (YF:3)dy 
(z2 LHIV rt 
分 式 线性 替换 
kt+v 
t+1i 
缩 出 
2 2 I . 2 
sa OE A 
(t +1)2 
要 求 满足 


2uv 土 (WW+v)+2=0 
或 满足 4 十 v = 二 0,wv = 一 1 的 及 vv, 例如 ,n= 1,v = 一 1 我们 有 


= 2dt 2 人 5 
一 ”一 一 a = 二 1] 一 
Pe et 
并 且 
V3 妇 十 1 
2 Se 
/VX 十 ZX 十 1 = a 
如 果 一 一 为 明确 起 见 认定 上 十 1> 0( 即 x < 1) 的 话 , 这 样 一 来 ， 


(z+ 3)dz | (8t + 4)at 
(z2 一 2 十 ])Vz2 十 Z 十 1 ( 妇 十 9)V3 好 十 工 


| t dt 4 | 
( 妇 十 3)V3 好 十 1 (t2 + 3) a 


: 2 
a 
换 


3 
~ 
应 用 到 第 二 个 积分 上 , 把 它 化 成 下 面 的 形状 
du 1 ，|3v3+2V2v 
WB 一 3 十 ， 


剩 下 的 事 只 是 变 回 变量 x 了 . 


i 二 人 十 1)Vz2 十 区 十 工 一 2 tl 
VX?2 十 十 1 十 广 
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提示 “把 被 积 男 数 表示 成 下 面 的 形状 
274 + 7 +272 Hl 2z +2z 十 37 一 1 
T+]1 (z+1)vVr?+Zz+1 
4 97 十 37 一 3z 十 3 4 
一 (2 一 2 二 37 一 3) 十 一 一 -一 一 十 一 一; 
) 2Z 十 ] VZ2 十 Z 十 1 (Z 十 1)Vz2 十 Z 十 1 


再 把 284 目 中 工 的 方法 应 用 到 第 三 项 , 而 把 替换 二 1 二 应 用 到 最 后 一 项 . 


84. 含有 三 角 函 数 与 指数 函数 的 表达 式 的 积分 


286. 关于 R(sinx,cosx)dx 的 积分 这 种 形状 的 微分 式 总 可 以 用 蔡 换 t = 
tg3 (—7 <2Z<T) 把 它 有 理化 . 实际 上 ， 
也 1 
2tg5 2t ltg3 1-¢ 2d 


sinx 一 六 三 一 一 >， COSX = -到 一 ， T= 2arctet, az = ， 
1 十 谨 ?25 1+t 1 + tg?5 1 十 矿 1+# 


天 2t 1—t2\ 2dt 
R(sin x, cos zx)dz 一 也 (1 5 ) 1 + 
由 此 可 见 ,类 型 
| Rsinz, cosw)da (1) 
的 各 分 总 对 于 它 的 表达 , 除 在 积分 有 理 微 分 式 时 所 遇 到 的 那 
函数 外 , 只 再 需要 三 角 涵 数 就 够 了 . 
对 类 型 , 的 积分 痪 来 是 万 能 的 上 述 蔡 换 , 有 时 会 引出 复杂 的 计算 .下面 指出 一 
些 可 借助 于 更 简单 的 替换 而 能 达到 目的 的 情形 . 我 们 先 作 出 下 面 的 来 自 代 数学 范围 
中 的 初等 说 明 . 
如 打 有 理 整 式 或 分 式 函 数 R(w,v) 在 变更 它 的 一 个 自 变 量 , 例如 , v 的 符号 时 , 它 
的 值 不 改变 , 即 是 , 如 果 
R(—u,v) = R(v,v), 
则 这 个 有 理光 数 可 以 化 成 只 包含 有 % 的 偶 次 车 的 形状 
R(v,v) = Ri) 
相反 地 , 如 宋 在 变更 v 的 符号 时 函数 R(w,v) 也 改变 符号 , 即 是 , 如 果 
R(~w,) = 一 Ru 
则 这 个 函数 可 以 化 成 下 面 的 形状 


R(u,v) = Ro (vy, vu: 


[286] §4， 含 有 三 角 函 数 与 指数 函数 的 表达 式 的 积分 57. 


这 可 立即 由 上 述 的 说 明 推 出 , 如 果 把 它 应 用 到 函数 了 呈 牙 上 去 的 话 ， 
I 现在 设 当 改变 符号 时 R(v,v) 变更 符号 ; 此 时 
R{sin x, cosZ)az = Ro(sin’ z, cos x) sin Za2z = 一 Roll 一 co82 zcOSZ)d cos7， 


用 替换 t = cosz 就 可 以 达成 有 理化 . 
I. 类 似 地 , 如 果 当 v 改变 符号 时 R(w,v) 变更 符号 , 则 


2 


R{(sin x, cos x)dx = R* (sinz, cos? 2) cos xdz = Ri(sinz,1 — sin? x)dsinz, 


于 是 在 这 里 作 替 换 t = sinz 就 是 合适 的 . 
III. 最 后 , 假定 当 % 与 v 的 符号 同时 改变 时 , 图 数 有 (ww 不 变更 自己 的 值 


R(—u, —v) = 及 (2 2 
在 这 情形 下 , 以 代替 wu, 即 有 


也 ~/ 
R(u,v)= RR (oa 一 玉 (=,%) 
依 函 数 RR 的 性 质 , 如 果 改 变 与 v 的 符号 (比值 2 在 此 并 不 改变 )， 
这 时 , 像 我 们 知道 的 ， 


所 以 


玉 (sin zcoszy)y = R*(tgx, cos* x) = R* (tg, ri) 
这 人 简 下 束 是 : 
R(sinx, cos x) = R(tgz). 
这 里 作 替 换 t= tgz (~ 节 <z< 节 ) 就 达到 了 目的 , 因为 
. A dt 4 
R(sinzx, cosz)dzx = R(t) T 区 等 等 . 


附注 ”必须 说 明 , 任何 样 的 有 理 表 达 式 R(w,wv), 总 可 以 被 表示 成 上 面 赋 究 过 的 

特别 类 型 的 三 种 表达 式 的 和 的 形状 . 例如 , 可 令 
Rv) = R(u,») 2 J. R(—u, v) 2 —V) R(—u, -+ RV) 

这 些 表达 式 中 的 第 一 个 在 改变 久 的 符号 时 变更 符号 , 第 二 个 在 改变 wv 的 符号 时 变更 
符号 , 而 第 三 个 在 % 与 v 同时 改变 符号 时 保持 原来 的 值 不 变 . 把 表达 式 R(sin z, cos z) 
分 成 适当 的 几 项 后 , 就 可 以 把 替换 t = cosz 应 用 到 它们 中 的 第 一 种 表达 式 上 去 , 替 
换 t+ = sinz 应 用 到 第 二 种 上 去 , 最 后 , 替换 上 = tgz 应 用 到 第 三 种 上 去 . 由 此 可 见 ， 
对 于 计算 类 型 (1) 的 积分 , 这 三 种 替换 已 经 足够 了 . 


.58 ， 第 八 章 原 沪 数 (不 定 积分 ) [287] 


287. 关于 表达 式 sin” z. cos* x 的 积分 “我 们 认定 >” 及 1 是 有 理 数 , 而 变量 zx 
在 区 则 (0, 了 上 变化 . 此 时 替换 z = sin* x, dz = 2sinx xcoszdz 给 出 
sin” x cos xaz = ; sin” 1xz(1 一 sin2 z) 气 2sinzcoszdz 
一 (1 一 Zz) zi dz, 
于 是 问题 变 成 二 项 式 的 积分 了 [279]: 
yy : l pl vl ] 
fs zcos adz =3 / (1-2) 2 dz = 53), (2) 


7 一 1 


回忆 二 项 式 可 积 性 的 情形 , 我 们 现在 看 到 :1) 如 果 人 (或 ) 是 整数 , 亦 即 ,如 


果 k( 或 是 奇数 , 或 是 2) 如果 全 是 整数 , 亦 即 , 如 p+v 是 偶数 , 则 使 我 们 感 
到 兴趣 的 积分 可 在 有 限 形 状 中 求 得 . 

特别 地 ,两 个 指数 j 及 >” 都 是 整数 时 也 属于 这 里 的 情形 ， 然 而 ,此 时 表达 式 
sin” x cos4 x 对 于 sinz 与 cosz 是 有 理 的 , 即 是 属于 上 目 中 已 经 研究 过 的 那 种 表达 式 
一 类 了 . 

在 这 种 情形 , 如 果 指 数 (或 由 是 奇数 , 则 用 蔡 换 上 = cosz( 或 t= sinz) 立即 可 
以 得 到 有 理化 . 如 果 两 个 指数 v 与 /都 是 偶数 (如 果 它 们 都 是 奇数 , 也 是 一 样 的 )， 
则 对 于 同一 目的 可 以 应 用 替换 t= tgz 或 t= ctgx. 

我 们 指出 , 如 果 指 数 > 及 都 是 正 偶数 , 那么 最 好 是 根据 公式 


. sin 20 ， 1 — cos27 2 ] 十 COS 2 
sinZcosX 二 一 7， Sm 2 一 5 COS X= 5 


选用 其 他 方法 . 即 是 , 如 果 vy = 2n,4 = 2m, 则 当 v > 时 瑟 


。 2m N—m 
Sin 27 1 — cos2 
r= (sinz cosz)2m sin2m 一 mm) 7 一 ( - 5 ) ( 5 和 ， 


2 


sin2n x cos 
而 当 v < 几时 


。 2n 
. . _ sin 27 
sin2n z cos2™ x = (sin z cos 7) cos2(m -7 = (到 ( 


1 十 cos 2) 
5 


在 展开 的 形状 下 可 得 到 形 如 

Casin” 27zcos& 27 
的 诸 项 的 和 , 其 路 十 nm = 全 指数 v', ww 中 至 少 有 一 个 是 奇数 的 那些 
项 , 容易 依 上 面 指出 的 方法 积分 出 来 . 我 们 对 其 余 各 项 作 同 样 的 分 解 , 变 成 sin 47z 与 
cos 4x, 如 此 下 去 . 因为 在 每 次 分 解 时 指数 的 和 至 少 减少 一 半 ， 于 是 演算 步骤 可 逊 速 


[288] $4， 含 有 三 角子 数 与 指数 函数 的 表达 式 的 积分 : 59- 


回 到 上 面 所 建立 的 关系 式 (2)， 我 们 现在 可 以 利用 二 项 式 的 积分 的 递 推 公式 
[280], 来 建立 所 考虑 类 型 积分 的 递 推 公式 ， 在 此 令 o = 1,5 = -Lp 41,g -= 


2 
27/ 一 


2 
用 这 样 的 方法 可 得 到 下 面 的 公式 (当然 , 它们 可 以 独立 地 被 推出 来 ): 


tiycosttly 


WW+l 
2 / 
| sin seo rar (uz 1), 
inz 二 LT COSA+1 7 
2 十 工 
ZX 十 从 十 2 


2 十 工 
sinz 十 】 


sin” 


(1) / Sin x cos* rdzx = — 


(ID) fs zcoskzdz = ~ 


sm” rcost xzdr (v #1), 


4 一 | 
(IID) / sin” x cos* zdz = ”一 
ZX 十 凡 
几 一 1 :UV 一 之 
sin” cos “zdz (2 十 人 几 尖 0)， 
v+h 


-wv—1 二 1 
. sin” zcosrtiz 
(IV) fs XCosr xrdz = i 
2 十 以 


一 


f sn” rcos* zdzr (2 十 人 天 0). 
十 内 


24 


这 些 公式 普遍 地 使 我 们 能 把 指数 y 及 ,4 增加 或 减少 2( 除 去 所 指出 的 例外 以 外 ) 如 
果 两 个 指数 ” 及 1/ 都 是 整数 , 则 继续 应 用 递 推 公式 , 可 以 把 问题 化 成 下 列 九 个 初等 
只 分 中 之 一 (对 应 于 v 及 j 的 值 等 于 -1,0 或 1 的 不 同 的 组 合 ) 


1) [dr = 2%, 2) | cos zaz = sin 2， 

3) | 他 =ntt (+ 了 ) 4) | sin zaz = — cosz 
cosz "|8\2 4 川 | 

.9 ， 

5) [ sinzw coszrdz = 一 一， 6) /dr = — ln |cosz|, 
dz I COST . 

7) | = In ltg= ， 8) | dr = ln | sin z|， 

dz 
9 ———— 二 1] . 
) | re nltga| 
288， 例 题 


1) f sin ZCoss zdzx. 被 积 表 达 式 在 以 -~ cos zx 代替 cosz 时 改变 符号 . 作 替 换 + = sin zx: 


3 ,5 ，3 ，5 
J sees ods = {F010= 3- “+O. 


. 60 . 第 八 章 原 蛆 数 (不 定 积分 ) [288] 


:5 
2) 一 二 dz. 被 积 表 达 式 在 以 一 sin z 代替 sin z 时 改变 符号 . 作 替 换 t = cosz: 


COS4 工 
， 5 4 2 
Sin” zx 太一 2 十 ] 2 ] 
dr=— /t= t+ +C 
全 / t4 1 | 3 


2 1 
三 一 C0SZ 一 一 -一 十 去 一 一 一 十 人 
COST 3cos3z 


3) | 一 被 积 表 达 式 在 以 一 sinz 代替 sin z, 并 以 一 cosx 代替 cosz 时 不 改变 自 


sint zcos27 


己 的 值 . 作 替 换 t = tgz: 


dz (1 +t)? 2 1 
dt=t- 
| ss / t4 : t 3t3 tC 


一 tgz 一 2ctgz 一 ctgsz + C. 
4) | sin? zcos4 zdz. 这 里 作 与 上 题 同样 的 替换 是 合适 的 , 但 利用 倍 角 公式 更 为 简单 
sin? x cos’ z= ssin? 2z(cos2z + 1)= = sin? 2z cos 27 十 二 (1 一 cos 47). 
于 是 


1 1 1 
| sn zcos4zaz = 18 sin? 97 十 167 一 页 sin 42 十 C. 


5 一代 =1/ 4 作 替 换 t 二 sinx 是 合适 的 ,但 使 用 递 推 公式 1 更 为 简 


Sin xX Sin 2 人 2 gin?*xcosz 


单 : 
1 QZ 1 1 dx 1 1 rT 开 
二 | 一 一 -一 一 二 一 一 三 一 一 一 十 -nltg1 一 十 一 . 
;| TCOST jt 2sinz 2 | g (z+ | +C 
1 -2 作 替 换 t = sin z 是 合适 的 , 但 两 次 使 用 递 推 公式 I 更 为 简单 : 
dr sinz .3 dx 
cos57T 4costszx 4 cos3x’ 
其 次 
dx sinz 1 dx Sin 并 1 TT 
/in (s+)|+o 
于 是 


dx sinz 3sinz +3inlt (+ 于 )|+c 
cos57 4cos4dm 8cos27r 8 8 2 4 


7) | 25 dz 替换 t 二 cos z 是 合用 的 , 但 利用 递 推 公式 IT 与 TIT 更 为 简单 


sin3 六 
cos4 zx COS5 Zz 3 cos4 zx 
一 3 一 dX 二 一 一 一 5 一 一 入 - QZ， 
sin™” Zz Dsin“Zz 2 sinZz 


4 2 - 
1 
/ 竺 2 =3eoset | 阅 dn = 3c0s z+cosz+Inltes|+C. 


Sin zx 3 Sin 和 


于 是 (在 作 简化 的 变换 后 ) 


4 
| a= - — -cosz 一 te 引 + 


sin3 zx 2gSin2 7 


[288] 84， 含 有 三 角 郴 数 与 指数 函数 的 表达 式 的 积分 :61 ， 


8) | 之 =/ 和 作 鞭 换 !-cosz 


sin Z cos 27 sin xz(2cos2z—1) 


dz at _ 1 lttv2 二 了 1-t yp 
sinz(2cos?2z—1) | (1-t)((1-2t) V2 |1- tv3 1+t 
1 jn 1 十 V2cosz 
V2 1 — V2cosz 


+inltg3 十 全 


9) f sin? TCOSZ 
Sin 2 十 Cos 并 


t 二 tgz 是 合用 的 : 
sin2 x cosz t*dt 
Sin Z 二 cosz (+t)(1+ 2 
1 #1—1 ] t+—1 
~ | dat 
省 二 4B+41 7 让] 
工 十 世 1 1+t 


4 Vli+t2 “41 十 妈 
1 
4 


. 1 . 
jn | sin z + cosz|— IT cos Z(sinz 十 cosZ) 十 C 


， 内 为 在 改变 sin z 与 cosz 的 符号 时 被 积 表达 式 不 被 改变 , 所 以 替换 


+C 


10) 1 当 4C - B? > 0 时 . 假定 -二 < z < 三 ,利用 替 


Acos?zx+2Bsinzcosr+ Osinzx 2 2 


换 + = tgz 可 把 积分 变 成 下 面 的 形状 


at 
A++2Bt+Ct? 
答案 rc CET+B 
V45 一 了 VAC—B? 
I ct 
11 一 -一 | ~” 当 /= 一 二 / pA 
) | FT ite | iT 村 二 gz (-3 2 ~7< 3) 时 ， 分 解 成 部 分 分 式 


+C.. 


1 A Bt+i+C 


(a+bt)(1+t2) a+bt 1+t2 
为 了 确定 系数 A, B,C, 我 们 得 到 方程 


A+6bB=0, aB+bC =0, A+i+aC=1, 


由 此 A= B=- ,C= 
+62 02+ 2+4+b2 


b bt 
arctet 十 ] Qt 


a 
— — -”- C 
B+ a TF 


1 / 
-Riler +binlacosz+bsinzl +C 


12) 下 面 两 个 积分 


T Sin Xadzx ~ cos Tax 
1 一 TT 2 一 TT 
acoszr+i+bsinv’ Qcos 并 十 bsinz 


62 . 第 八 章 原 函 数 (不 定 积分 ) [288] 


可 化 成 上 题 中 那样 的 积分 . 然而 , 从 联系 它们 的 关系 式 
b571 ron= | dr=s+0 


-on + om |/ Teeds = | ecm being) 
acosZ 十 bsinz QcosZ 十 bsinz 


=in|acosz+bsinz|+ C2 


出 发 去 计算 它们 更 为 简单 , 由 此 就 得 到 


1 . 
N= rp onlacosz tbsingl|+ oO, 
1 . / 
12 二 二 0ZTbDmnlacosz 十 bsinzl 十 C 
13) 1 /一 1 一” 和 (0<r<1l_r<a<m) 这 里 应 用 万 能 的 替换 1 二 tg 就 有 
2 1 一 27rcosz 十 了? 2 
1 1 一 和 
2 T 二 52760875 二 770 (1 一 7)2 十 (1 十 了 )2 妇 TT 
a tj + C=arctg (Ttgs ) +O 
1 一 1—r 2 


下 面 这 样 的 积分 也 可 以 化 成 这 种 积 
1-—-rcosz jz = + 1 一 7 |: 
1 一 27cosT 十 了? “一 2 21—2rcosz+r? ” 


1 1 十 了 Z 
一 了 7 十 arctg (二 te) +C. 


首先 设 |a| > |b| 并 且 (不 不 城关 这 性 )。 > 0. 作 震 换 t = tg3 正如 刚才 所 考虑 的 特别 情形 一 


样 , 给 出 
CT 2 0 一 D Zz 
一 -一 = 一 一 一 arctg | \/ 一 tg 二 
|/ 二 | se + 


可 以 把 这 个 表达 式 变形 成 下 面 的 形状 : 


1 
jl arcsin2cos7z 十 "| 0 
Q2 一 D2 Qa bcosz 


并 且 取 “+” 号 ， 如 果 0 入 Z<T 的话, 而 取 “--” 号 ,如 果 -Tr < x < 0 的 话 , 常数 0C' 的 值 当 z 通 
过 0 时 增加 


al ba 
现 设 ja| < |b| 并且 > 0. 作 同 样 蔡 换 : 
/ dz -| 2dt 1 » | Vb+at vb at 可 
a 十 pcosz Drab-arn™ ii Vb+a— Vb—at 
] | 一 atg5 


一 和 | +C 
VE 5 一 atg5 


[289] 84， 含 有 三 角 基 数 与 指数 函数 的 表达 式 的 积分 . 63 . 


这 个 表达 式 容 多 变换 成 下 面 的 形状 : 
1 8 十 QcosZ 十 Vb 归 一 0Q2Sin 


VE of | 
i 1 
化 


也 可 以 化 成 14) 的 积分 . 如 果 按 照 条 件 


CQ 十 bcos 和 十 CSIn 


15) 最 后 , 积分 『 
加 b | C 
COS CC 二 VE SINQ 一 VT 
引进 角 a, 则 积分 可 改写 成 下 面 的 形状 


dx | 
/ 
作 苦 换 + 二 x 一 a. 但 这 里 , 当然 |la| zz Vb2 + c2 的 情况 才 是 有 趣 的 . 
289. 其 他 情形 的 概述 ”在 271,4) 中 我 们 已 经 见 过 , 怎样 去 积分 
形 如 
P(rz)e®*dz, P(x)sinbzrdzx, P(xz)cosbzrdz 
的 表达 式 , 其 中 P(x) 是 整 多 项 式 . 要 特别 指出 , 分 式 表达 式 


~ , 
e sinzx COST 

dr, — dr (n=1,2,3,...) 
2 z 


zn 
已 不 能 在 有 限 形 状 中 求 积分 
利用 分 部 积分 法 , 容易 对 这 些 表 达 式 的 积分 建立 一 些 递 推 公 式 ， 并 分 别 把 它们 
化 成 三 个 基本 的 么 3 
I. f dr = |/ 名 = 1 号 (< 积分 对 数 ”) 


11. /一 sinx 


II / a, = ciz(“ 积 分 余弦 ”)®® 
我 们 已 经 知道 [271,6)] 积分 


dz = siz(“ 积 分 正弦 ”) 


cozsinbzdz = os mT Peosbr or | 0 
. a* 二 b2 
bsinb b 
| eo0sbrds = ee 二 


从 它们 出 发 , 可 以 在 有 限 形状 中 求 出 下 面 的 积分 
/ rz"e"” sinbzrdz, | se COS DZQZ， 


巴 作 替换 z = In 2/， 
@ 但 是 , 在 所 有 三 种 情形 中 都 还 需要 固定 一 个 任意 常数 ; 这 将 在 以 后 作出 . 


.64 ， 第 八 章 原 函 数 (不 定 积 分 ) [290] 


其 中 n= 1,2,3,… 就 是 , 按照 分 部 积分 法 , 得 到 


| se na sinbz — bsinbz 


ar 
Toinbrarz=2x" i 


na 
Q2 十 六 


nbsinb b 
| er z oe pydy _ sin bz + acosbr ao 
a2+b? 


nb 
| ee sin bxdz 十 2 +b | se cos brdz 
人 


nb 加 . na 加 
一 -一 TleT sin pzadz 一 i |» le cosbrdrz. 
a 十 b a“<++b 


这 些 递 推 公式 能 把 我 们 关心 的 积分 化 成 n = 0 的 情形 . 
如 果 仍 然 把 P(…) 了 解 为 整 多 项 式 , 那么 , 作为 最 后 的 结果 , 可 以 断定 , 积分 


/ /1 , . 
/Peere + ... ,sinb’zy,sinb’z,... ,cosb zx,cosb’z,...)dzr 


可 在 有 限 形状 中 求 得 , 其 中 ao ao/ 多 内 是 第 数 . 
问题 显然 可 化 成 求 下 面 的 表达 式 的 积 


/7 
/ 
kK py 


7 / 
。 , / 
Tne? sin® bzsin cos™ bx... 


如 果 利 用 初等 三 角 公 式 


1 — cos2b 
sin2 bz = 一 > 一， 


sin gzsin b 7 = > lcos(b’ — b”)zx — cos(b + 0 )2] 
以 及 类 似 它们 的 一 些 公 式 , 就 容易 把 所 考虑 的 表达 式 分 成 类 型 4z"e"* x sinbz 与 
Bzneaz cosbz 的 许多 项 , 而 我 们 已 经 会 作 这 些 项 的 积分 了. 
$5. 椭圆 积分 


290. 一 般 说 明 及 定义 ”考虑 形 如 


| RaWar 0 
的 积分 , 其 中 y 是 z 的 代数 函数 , 即 [205] 满足 代数 方程 
P(x,y)=0 (2) 


(这 儿 P 是 对 于 x 及 y 的 整 多 项 式 ). 这 样 的 一 类 积分 叫做 阿 贝尔 积分 , 在 83 中 所 


研究 的 积分 
/als 和] /ae Vaz2 十 pz 十 cjdz 


人 
就 属于 这 一 类 . 实际 上 , 函数 

PE 
分 别 满足 代数 方程 


人 


站 在 几何 的 观点 上 来 看 , 可 把 阿 贝 尔 积 分 (1) 认为 是 跟 方 程 (2) 所 确定 的 那 种 
代数 曲线 相 联 系 看 的 . 例如 , 积分 


ae Vazx? + br + edz (3) 


是 跟 二 次 曲线 六 = ax? + bz 十 c 联系 着 的 . 积分 (1) 一 般 地 是 否 可 以 表示 成 有 限 形 
状 , 主要 以 曲线 (2) 的 性 质 为 转移 . 
如 果 曲 线 (2) 可 以 表示 成 这 样 的 参数 式 


使 得 函数 (区 与 r2(t) 是 有 理 函 数 (在 这 情形 下 曲线 被 叫做 有 理 曲 线 或 单行 曲线 @)， 
积分 (1) 的 被 积 表达 式 就 能 够 有 理化 . 作 替 换 x = ri1(t) 可 把 它 化 成 下 面 的 形状 


RC (6) 2 (CR (t)at, 


于 是 积分 就 可 在 有 限 形状 中 求 得 . 上 述 两 种 情形 就 属于 这 一 类 . 特别 地 , 在 类 型 (3) 
的 积分 中 , 被 积 表达 式 有 理化 的 可 能 性 正 是 跟 这 一 事实 联系 着 的 , 即 二 次 曲线 是 有 
理 曲线 [281,282]. 

可 是 , 这 类 情 彩 在 茶 种 意义 上 是 例外 的 . 在 一 般 情 形 下 曲线 (2) 不 是 有 理 的 , 而 
那 时 可 以 证 明 , 积分 (1)* 显 然 不 总 是 , 亦 即 不 是 在 任何 函数 尺 下 , 都 能 表示 成 有 限 形 
状 (虽然 对 个 别 的 具体 的 RR 还 有 这 种 可 能 ). 

在 讨论 包含 看 三 次 或 四 次 多 项 式 的 二 次 根 式 而 自然 地 与 积分 (3) 衔接 着 的 两 类 
重要 积分 


/ae Vaz3 十 b72 十 cz 十 dd7， 


(4) 
/a Vor hbo he dr eld 
时 , 我 们 就 碰 到 这 些 情形 . 形 如 (4) 的 积分 照例 已 经 不 能 通过 初等 函 数 


表示 成 有 限 形 状 .因为 本 章 主 要 研究 可 在 有 限 形状 中 求 得 的 那些 种 类 的 积分 , 为 了 不 
致 中 断 本 章 叙 述 的 主要 线索 ， 所 以 我 们 把 了 解 它们 这 一 事情 放 到 最 后 一 他， 
?了 可 以 对 有 理 曲线 给 出 一 个 纯粹 几何 上 的 描述 , 但 我 们 不 论 及 这 点 . 


. 66 . 第 八 章 原 项 数 (不 定 积分 ) [291] 


假定 在 (4) 中 根 号 内 的 多 项 式 有 实 系数 . 此 外 , 我 们 还 总 是 认定 它们 没有 重 根 ， 
因为 如 不 这 样 , 就 有 可 能 从 根 号 内 取出 一 个 线性 因 式 到 根 号 外 面 来 ; 问题 就 会 化 成 
时 已 癸 究 过 的 类 型 的 表达 式 的 积分 ， 而 积分 就 会 表示 成 有 限 形状 . 最 后 的 情况 有 时 
束 在 没有 重 根 时 也 可 能 发 生 , 例如 , 容易 验证 

/ 1 二 2z4 dz 加 a 
Dl 
573+1 ， 
一 ZV222 十 于 十 已 . 

类 型 (4) 的 积分 通常 叫做 椭圆 积分 [这 与 求 椭 圆 弧 长 的 问题 中 首先 碰见 它们 这 一 - 
情形 有 关 , 331,8)]. 但 是 , 这 个 名 称 , 在 精确 的 意义 下 , 通常 只 用 于 不 能 在 有 限 形状 中 
求 得 的 那些 积分 ; 而 其 他 的 积分 , 像 上 面 刚刚 说 到 的 , 叫做 伪 椭 圆 积分 . 

在 随意 系数 a,b,c,.…… 下 表达 式 (4) 的 积分 的 研究 与 造 表 ( 即 作 出 积分 值 的 表 )， 
当然 是 困难 的 . 因此 , 希望 把 这 些 积分 化 成 不 多 的 几 种 积分 , 在 它们 中 间 包 含 尽 可 能 
少 的 随意 系数 (参数 ), 就 是 自然 的 了 . 

这 可 借助 于 我 们 在 下 面 几 目 中 所 讨论 的 初等 变换 达到 目的 . 

291. 辅助 变换 1° 我 们 首先 指出 , 根 号 内 的 多 项 式 限制 在 四 次 的 情形 就 够 ， 
因为 根 号 内 是 三 次 多 项 式 的 情形 容易 化 成 这 种 情形 . 实际 上 , 实 系数 三 次 多 项 式 ax3+ 
bz? 十 cz 十 d 一定 有 实 根 [81], 比方 说 , 这 实 根 是 和 一 一 因而 , 可 有 实 分 解 式 


ar” +brx +er+d=a(s—A)(r? + pr+ gq). 
作 蔡 换 z -入 = 刀 ( 或 2 一 入 = -如 ) 就 得 到 所 要 求 的 结果 
| Re V OL se) f Re + ,tvVats +...)2tdt. 


往 后 我 们 就 只 讨论 包含 着 根 号 内 是 四 次 多 项 式 的 根 式 的 微分 式 ，. 
2” 按照 代数 学 上 著名 的 定理 , 实 系数 四 次 多 项 式 可 以 表示 成 两 个 实 系数 二 次 
三 项 式 的 乘积 的 形状 : 


ar e+br +cr +dr+e=a(r +pr+q)(r 二 pz 二 go) (5) 


现在 我 们 设法 用 合适 的 替换 来 同时 消去 两 个 三 项 式 中 的 一 次 项 . 我 们 已 经 在 284.TII 
(6) 中 讨论 过 类 似 的 问题 了 . 
如 果 p = z, 那么 , 像 已 经 指出 过 的 , 用 简单 的 替换 x = + 上 一 我 们 的 目的 就 达 
到 了 . 现在 设 p 六 p'; 在 这 情形 下 我 们 也 像 从 前 那样 , 可 利用 分 式 线性 替换 
asm 4 
Z 三 一 -一 一 . 
tt 十】 


[291] §5， 椭 圆 积 分 * 67. 


对 于 系数 人/ 与 v, 能 否 规定 实 而 相 异 的 值 , 犹如 我 们 见 到 过 的 那样 , 决定 于 不 等 式 
(gq—gq)*—(p—p)(pg—pg)>0. (6) 


在 假定 所 考虑 的 两 个 三 项 式 中 的 一 个 有 虚 根 时 , 这 个 不 等 式 是 成 立 的 这 种 情形 ， 
我 们 已 经 证 明 过 , 并 且 它 在 我 们 的 讨论 中 起 着 重大 的 作用 . 现在 设 (5) 的 两 个 三 项 
式 都 有 实 根 , 比方 说 , 第 一 个 有 根 a 与 6, 第 二 个 有 根 y 与 6. 将 


p=—(a+p6), 9= op, p = —(Y+0), 9 = 76, 
代入 (6) 便 可 以 把 它 改 写成 
(ae-yae-508-7(6-5>0， (6 


而 为 了 实现 这 个 不 等 式 , 只 要 注意 不 搅乱 三 项 式 的 根 的 大 小 顺序 就 够 了 (例如 , 使 
a>8>7Y> 0 这 征 在 我 们 的 权限 之 内 的 包 
这 样 一 来 , 适当 选取 jy 与 v, 借助 于 所 指出 的 替换 , 我 们 得 到 


I dy = p/ Ltv (M+ Ni)((M’+ NN py-v 
/ Re V ost + )dz = /2 NET+T (t+ 1)2 CE Eh 


这 也 可 以 (如 来 际 去 退化 的 情况 , 即 除去 系数 M,N, M',N’ 中 的 任何 一 个 是 0 的 情 
多 的 话 ) 改写 成 下 面 的 形状 


/ R(t, V/A(l + mt?2) (1 + mt2) dt, 


当 hh,m 与 m 异 于 0 时. 
3? 完全 仿照 第 284 目 开 头 所 用 的 讨论 , 可 以 把 这 个 积分 在 相差 一 个 有 理 函 数 
的 积分 的 范围 以 内 化 成 这 样 : 
RD yy 
4(1 + mt?)(1 + m’t2) 


现在 分 解 有 理 函 数 R*(t) 成 为 两 项 


R(t)+R(t) R(t) — R*(-t) 
2 2 | 


包 顺 便 指 出 , 把 不 等 式 (6) 表示 成 (6') 的 形式 , 可 用 来 作出 当 它 的 根 a, 68,... 非 实数 时 那 种 情形 
的 证 明 . 如 有 果 只 是 第 一 个 三 项 式 有 非 实 根 , 亦 即 有 共 轿 复数 根 a 与 6, 而 数 y 与 5 是 实数 , 则 因子 
a 一 与 8 一 > 将 是 共 轿 的 ,于 是 它们 的 乘积 , 如 大 家 所 知道 的 , 是 正 实数 ; 对 于 因子 a- 5 与 6-5 
有 同样 的 情形 . 如 果 根 a,8 与 根 y,6 都 是 两 两 共 轿 的 复数 , 则 因子 a -与 6-5 也 是 共 纯 的 ,而 
a -5 与 8 一 x 也 这 样 , 于 是 它们 的 乘积 就 又 给 出 正 实数 了 . 


R*(t) = 


:68 . 第 八 章 原 遂 数 (不 定 积分 ) [292] 


第 一 项 当 以 二 代 蔡 t 时 不 改变 自己 的 值 , 所 以 , 可 化 成 妇 的 有 理 函 数 : Ri(t?); 第 
二 项 在 作 前 述 的 代 换 时 改变 符号 , 因而 有 R2(t?)t 的 形状 @, 所 考虑 的 积分 可 表示 成 
只 分 的 和 ”. 
/ Ri(t*)d R(t*)tdt 
A(l + mt?) A A(l + mt?)(l + mt2) 


的 形式 , 但 是 , 它们 中 的 第 二 项 可 用 替换 w= t? 立即 化 成 初等 积分 
“1 Ro(u)du 
2 VA +mu (+mu) 
这 积分 可 在 有 限 形 状 中 求 得 . 如 此 , 只 需 进 一 步 研究 积分 
Ri(t*)at 
A(l + mt2)(l + mt2) 
就 够 了 . 
292. 化 成 标准 形式 ”最 后 , 我 们 要 证 类 型 (7) 的 每 一 积分 可 以 表示 成 下 面 的 
形式 
R(z*)dz 


(1 — z2)(1 — k2z2) 


其 中 是 某 一 正 真 分 数 : 0 < < 14. 我 们 把 这 个 形式 叫做 标准 形式 . 
为 简明 起 见 , 令 


(8) 


y = VA(l + mt2) (1 + mt?). 


不 减 普遍 性 , 这 里 认定 4 = 二 1 是 可 以 的 ; 此 外 , 为 明确 起 见 , 限制 t 是 正 值 . 
现在 考虑 4,m,m’ 的 符号 的 可 能 组 合并 对 每 种 情形 指出 把 积分 (7) 直接 化 成 标准 形 
式 的 蔡 换 . 

0 4 人 


或 t> - 一 . 我们 令 


h 
ht 二 zz， 这 儿 0<z<1 或 z > 7 


在 这 情形 下 


于 是 在 这 里 应 当 取 来 作为 


中 比较 在 286 目 中 关于 类 似 情形 的 说 明 . 


[292] 8§85， 椭 圆 积 分 ‘69. 


2) A= 十 1,m = 一 及 ,m= 二 h2(h,h’ > 0). 为 了 使 根 式 有 实 值 , 限制 t < 
ht=Vi 一 z2， 这 儿 0<z<1. 


1 
二 令 


在 这 情形 下 
dt 
y Vh? + h? jh 
Ga (1 有 22 
、 h’ 
于 是 可 以 取 大 一 -7 
3) 4 = 二 1,m = 及 ,m= hv2(h > hj >0).t 的 变化 不 受 任何 限制 . 
作 
之 、 
WW- A 这 儿 Oz<l1. 
在 这 情形 下 
dt dz 
2 71/2 ? 
“ hf (1 — 2z?) (1-? 2 2 
于 是 k= 一 和 
4) A= -lm= 一 及 .m= 二 h2(h.h' > 0).t 的 变化 受 不 等 式 t> 2 所 限制 . 取 
l 、 
于 二 A 这 儿 0 < 2 < | 
于 是 
dt dz 
rm/ (1 可 
上 
h 
Mh 


1 、 
5) A = 一 l,m= 一 忆 ,m’ = 一 h?(h > hv > 0). 变量 t+ 只 可 能 在 z 与 = 之 则 变 


pt 1 这 儿 0< ><1 
我 们 有 
dt 
2/ h2 h?2 
pa (1 — 22) (1- 2 
2 7/2 
及 二 ~ 一” 这 就 解决 了 所 有 可 能 的 情形 , 因为 在 4 二 -1 且 两 个 数 m,m' > 0 


的 情形 下 , 根 式 一 般 不 会 有 实 根 . 关于 因 式 Ri(?), 我 们 什么 也 没有 提 到 , 因为 在 所 
有 的 情形 下 , 它 显 然 可 变换 成 2 的 有 理 男 煞 ， 
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还 要 指出 , 考虑 积分 (8) 时 , 我 们 可 以 只 限制 在 值 : < 1 的 情形 中 ; > > 的 情 
形 可 用 替换 kz = 7 化 成 这 种 情形 , 这 儿 C < 1 


293. 第 一 、 第 二 与 第 三 类 椭圆 积分 ”现在 只 剩 下 研究 形 如 (8) 的 积分 中 最 简单 
的 一 些 积分 , 所 有 形 如 (8) 的 积分 都 可 以 化 成 这 些 最 简单 的 积分 , 因而 , 归根 到 底 , 就 
研究 了 所 有 一 般 的 椭圆 积分 . 

从 (8) 的 被 积 表达 式 具 有 的 有 理 函 数 R(z) 中 分 出 整 式 部 分 P(z), 而 把 它 的 
真 分 式 部 分 分 解 成 部 分 分 式 ， 如 果 不 把 分 母 的 共 思 复数 根 合 并 起 来 ( 像 我 们 在 274 
目 中 所 作 的 那样 ), 而 像 实 根 那样 一 个 一 个 地 考虑 它们 , 则 R(z) 可 表示 成 若干 乘客 
x"(n = 0,1,2,….) 与 形 如 a = 1,2,3,.… 这 儿 a 可 以 是 虚数 ) 的 分 式 各 乘 
以 数字 系数 之 后 的 和 . 由 此 , 积分 (8) 在 一 般 情况 下 , 显然 是 下 列 积分 的 线性 集合 : 

1 = ad (n= 0,1,2,...) 
(1 — z2)(1 — k2z2) 
QZ 
四) 
现在 讲 积分 六 . 如 果 对 (容易 被 验证 的 ) 恒等式 


|z2n (1 — z2)(1 — k2z2) | 
(9n 3z2n-4 /0 :> _ 1222) | 2n~3 2k223 一 (52 十 1)z 
3 (+t (1 — z2)(1 — k?2z2) 
(2n — 1)k2z27 — (2n — 2)(k?2 + 1)z2"-?2 + (2n — 3)22"-4 
VOD 


施行 积分 , 就 可 得 到 联系 着 依次 三 个 积分 了 的 递 推 关系 式 


(2n — kT — (2n—2)(R2+1) 1+ (2n— 3), 2 = 22-3V(1 — 2z2)(1 — k2z2). (9) 
在 这 里 令 n = 2, 我 们 通过 与 五 表示 出 ; 如 果 取 n= 3 并 以 通过 万 与 万 表示 
出 的 Ls 的 表达 式 来 代 蔡 天 则 J 也 可 以 通过 这 些 积 分 表示 出 来 . 这 样 继续 下 去 , 容 
易 确信 , 积分 In(n > 2) 的 每 一 个 都 可 通过 ho 与 五 表示 出 来 , 再 考虑 到 (9), 就 可 以 
建立 联系 着 它们 的 公式 


1 一 Qmnyo 十 /六 十 gon—3{(Z) (1 22)(1 [22z2 )， 


其 中 on 与 Bn 是 常数 ,qo,_3 (Zz) 是 次 数 为 2n-.3 的 奇 次 多 项 式 . 由 此 显然 ， 如 果 Pl(z) 
是 z 的 n 次 多 项 式 , 则 z 
P,(z*2)dz 


J = Qlo t+ Ph + zn-2(z )V (1 — 2°)(1 — k2z2), (10) 


[293] §5， 椭 圆 积 分 .71 : 


其 中 a 与 6 是 常数 , 而 Q@。?(z) 是 某 一 个 z 的 (n 一 2) 次 多 项 式 . 这 些 常 数 及 多 项 
式 Q 的 系数 的 确定 , 可 按照 待定 系数 法 作出 (如 果 多 项 式 P 具体 地 给 出 了 的 话 )[ 比 
较 284,I]. 

我 们 指出 , 从 (9) 出 发 也 可 以 通过 与 把 在 负 值 n= 一 1, 一 2,… 时 的 积 4 
I 表示 出 来 , 于 是 在 积分 Hj 中 只 限制 于 a 关 0 的 情形 就 够 了 . 

现在 来 讲 积分 广 ( 比 方 说 , 在 实数 a 时 ), 类 似 地 建立 对 于 它们 的 递 推 关系 式 


(2m — 2)[—a + (K+ 1)a? — pk2a3]Hm — (2m 一 3)[1 ~ 2a(k? + 1) + 3k ]Hm_i 
+(2m— 4)[(k? +1)— 3k2al Hm -2 — (2m — 5)k° Hn_3 


2 Sy 
i 


Q 


并 且 当 m 的 值 是 负 及 0 时 也 是 对 的 . 由 此 , 所 有 的 到 ,, 可 通过 
dz 


i | (22 — a (1 — z2)(1 — hk2z2) 


(1 — z2)(1 — k22z2) 


(z*? — Qa)dz 


dl 
(1 — z2)(1 — k*22) 


= 一 alo, 
亦 即 , 最 后 通过 jo. 卫 与 Hi 表示 出 来 . 

我 们 强调 , 这 一 切 就 在 参数 a 是 虚 值 时 也 保持 有 效 ; 可 是 我 们 不 在 这 里 引进 关 
于 这 点 的 说 明 , 而 介绍 读者 去 看 第 十 二 章 85. 

这 样 ， 由 于 所 有 我 们 讨论 的 结果 ， 我们 得 到 这 样 的 一 般 结论 : 借助 于 初等 替 
换 一 一 且 在 只 相差 可 表示 成 有 限 形状 的 那些 项 的 范围 以 内 , 一 一 所 有 椭圆 积分 可 
化 成 中 下 面 三 个 标准 积分 : 


dz 1 22dz 

~ VL ~ 22)(1 — k2z2) 人 
Te 
(1 十 hz2)vV (一 22)(1 — k?z?) 
(最 后 一 个 积分 可 从 五 引用 新 的 参数 h = -二 代替 a 关 0 而 得 到 ). 这 些 积分 , 如 刘 
维尔 已 经 证 明 过 的 , 已 经 不 能 在 有 限 形状 中 求 得 . 勒 让 德 把 它 分 别 叫 做 第 -、 第 二 与 
第 三 类 椭圆 积分 . 头 两 类 只 含有 -个 参数 及 而 最 后 一 类 , 除 它 以 外 , 还 包含 一 个 ( 复 
数 ) 参数 h. 

四 昌 然 为 了 使 任意 一 个 椭圆 积分 化 成 上 述 三 个 积分 的 问题 能 够 认为 原则 上 已 经 被 解决 ,上面 已 

经 给 了 充分 的 指示 , 但 在 实际 应 用 时 在 这 条 道路 上 可 能 遭遇 困难 . 在 专门 从 事 椭圆 积分 以 及 相近 
的 一 些 问题 的 专 论 里 , 对 于 这 一 上 月 的 可 以 找到 另外 一 些 实用 上 方便 的 方法 . 
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勒 让 德 在 这 些 积分 中 作 葵 换 z = sinyp (% 从 0 变 到 了 ) 后 , 把 它们 加 以 更 进 一 
步 的 简化 . 这 时 它们 中 的 第 一 个 直接 变 成 积分 
(GD 


1 一 K2 sin  w 


第 二 个 变 成 这 样 


起 
d 1 d 
= i | Vi hsin? vd, 
Vli—k2sin wp 大 V1i—k2sinwp 大 


即 是 , 化 成 上 述 的 积分 与 新 的 积 
V1— k?2sin’ pdwy. (12) 


最 后 , 第 三 个 积分 在 上 述 的 蔡 换 下 变 成 


dw 


) (1+hsin pVi—k sin2 wp 


积分 (11),(12) 与 (13) 也 叫做 在 勒 让 德 形式 下 的 第 一 、 第 二 与 第 三 类 椭圆 积 

它们 中 的 头 两 个 特别 重要 , 并 且 经 常 应 用 ， 如果 认定 这 些 积分 当 wp = 0 时 变 成 
零 , 并 以 此 国定 包含 在 它们 中 的 随意 常数 , 就 可 得 到 两 个 完全 确定 的 wo 的 函数 , 勒 让 
德 分 别 用 F(k,w) 与 Be) 来 表示 它们 . 在 这 里 , 除 自 变量 w 外 , 包含 在 这 些 函数 
的 表达 式 里 面 的 被 叫做 模 的 参数 也 被 指出 来 了 . 

在 不 同 的 w 与 不 同 的 下 的 这 些 函数 的 庞大 的 函数 值 表 是 勒 让 德 造 出 来 的 . 在 
这 些 表 中 , 不 仅 可 解释 为 角度 的 幅 角 % 可 用 度数 表示 出 来 , 而 且 模 (小 于 1 的 正 数 ) 
可 看 作 某 一 角度 9 的 正弦 函数 , 它 在 表 中 也 用 度数 而 非 用 模 表 示 出 来 

此 外 , 这 些 函数 的 更 深奥 的 性 质 被 勒 让 德 与 另外 一 些 学 者 研究 过 , 并 建立 了 许 
多 关于 它们 的 公式 , 等 等 . 由 于 这 个 缘故 , 勒 让 德 函数 及 E 就 归 入 分 析 及 其 应 用 
中 有 与 初等 函数 平等 的 身份 的 那 一 类 函数 里 面 了 . 

积分 学 的 初等 部 分 , 我 们 现在 基本 上 暂时 只 限于 这 一 部 分 , 研究 “在 有 限 形状 中 
的 积分 "可 是 , 以 为 积分 学 的 问题 一 般 地 就 限于 这 些 , 那 就 错误 了 : 椭圆 积分 及 
五 就 是 这 种 函数 的 例子 , 它们 按照 自己 的 积分 表达 式 被 大 有 成 效 地 研究 着 , 被 成 功 
地 应 用 着 , 虽然 不 能 通过 初等 函数 在 有 限 形状 中 表示 出 来 . 

在 下 章 我 们 还 要 遇 到 磐 分 F 及 互 而 且 一 般 地 , 在 本 教程 以 后 的 部 分 还 将 不 止 
一 次 地 遇见 它们 . 


(13) 


81， 定 积分 的 定义 与 存在 条 件 


294， 处 理 面积 问题 的 另 一 方法 ”我们 回 到 关于 曲 边 梯形 4BCD( 图 4) 的 面积 
P 的 定义 的 问题 , 这 个 问题 我 们 已 经 在 第 264 日 中 研究 过 . 我 们 现在 要 说 明 解 决 这 
个 问题 的 男 一 个 办 法 吕 . 

我 们 用 任意 方法 分 割 图 形 的 底 边 为 耕 干 部 分 ， 
并 画 出 对 应 于 这 些 分 点 的 纵 坐 标 , 于 是 曲 边 梯形 被 
分 成 一 些小 条 ( 见 图 ). 

现在 用 某 一 个 矩形 来 近似 地 替代 每 一 个 小 条 ， 
这 个 和 矩形 的 底 边 与 该 小 条 的 底 边 一 样 , 它 的 高 度 与 
小 条 的 纵 坐 标 之 一 相同 , 比方 说 , 与 左 端的 纵 坐 标 相 
同 . 这 样 , 曲 边 图 形 就 被 许多 单个 的 矩形 所 组 成 的 阶 
梯 状 图 形 所 代替 了 . 图 4 

我 们 用 


XoO=a<X1<r2 < Ti <TiHl<<rn=b (1) 
表示 分 点 的 横 坐 标 , 第 ; 个 矩形 (i = 0,1,2,… ,nn 一 1) 的 底 边 显然 等 于 差 数 zi41 一 2 
我 们 用 Az; 来 表示 这 个 差 数 . 至 于 高 度 , 则 依 上 面 所 述 , 它 等 于 y; = f(zi). 所 以 第 
2 个 矩形 的 面积 是 AZi = f (Ti) Axi. 


” @ 这 就 是 将 [32,4)] 特例 中 曾 一 度 应 用 过 的 概念 , 加 以 推广 
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把 所 有 甜 形 的 面积 加 起 来 , 我 们 得 到 曲 边 梯 形 的 面积 P 的 近似 值 


n—1 nC—1 
P= >》 YiAx; 或 P= > f (zi) Axi. 
i=0 i=0 


当 所 有 的 Az; 无 限 减少 时 , 这 个 等 式 的 误差 趋向 于 零 
假定 所 有 的 长 度 Ax; 同时 趋向 于 零 , 则 面积 P 的 准确 值 就 是 极限 : 


P= 1im >》 ViATi = lim > f (Xi) Axi;. (2) 


我 们 用 同样 的 方法 来 计算 图 形 4MND( 图 2) 的 面积 P(x), 只 需 把 线段 4M 分 
成 和 大 干部 分 . 还 要 指出 , 264 日 末尾 约定 , 图 形 在 z- 轴 下 方 部 分 的 面积 算 作 是 负 的 ， 
这 就 把 y= f(z) 取 负 值 的 情形 , 也 包罗 在 内 了 . 

为 了 表示 形 如 yAz 的 和 (更 确切 些 说 一 一 这 个 和 的 极限 值 ) 莱 布 尼 茨 引 进 
了 符号 [ yadz, 其 中 ydz 相当 于 和 数 的 标准 项 , 而 了 是 拉丁 字 “Summa” 的 第 一 个 字 
S 的 手写 体 吕 . 因为 表示 这 个 极限 值 的 面积 也 是 函数 y 的 一 个 原 函 数 , 所 以 同一 
符号 也 保留 作 原 函数 的 符号 . 以 后 , 随 着 函数 符号 的 引进 , 如 果 讲 的 是 变动 的 面积 时 . 


就 写 
/ f(z)dz, 


而 与 z 从 a 到》 的 变化 相对 应 的 固定 图 形 4BCD 的 面积 , 就 写成 


[ f(r)dzx. 


我 们 以 前 利用 面积 的 直觉 表示 法 , 为 的 是 自然 地 引 向 形 如 (2) 的 特殊 和 (在 历史 
上 这 些 和 正 是 由 于 计算 面积 的 问题 而 被 引进 的 ) 的 极限 的 研究 . 可 是 面积 概念 本 身 
需要 论证 , 而 一 一 如 果 谈 到 的 是 曲 边 梯形 一 一 面积 概念 正 是 借助 于 上 述 的 极限 而 
得 到 的 . 目 然 , 在 这 之 前 应 当 脱 离 几 何 的 考虑 而 研究 极限 (2) 本 身 , 本 章 就 专门 来 讲 
这 件 事情 . 

形 如 (2) 的 极限 在 数学 分 析 及 其 各 种 应 用 中 起 非常 重要 的 作用 .并 且 这 里 所 发 
展 的 观念 , 将 以 不 同 的 变化 形式 在 整个 的 课程 中 不 止 一 次 地 重复 着 . 


295. 定义 ” 设 驮 数 f(x) 给 定 在 某 区 间 [a,9] 上 . 用 任意 方法 在 a 与 5b 之 间 插 
入 分 点 (1), 把 这 个 区 间 分 成 若干 部 分 . 以 后 即 用 入 来 表示 差 Azi = zi - xi(i = 
0,1,… ,n 一 1) 中 最 大 的 一 个 . 

从 部 分 区 间 [zi zi+i] 的 每 一 个 区 间 上 任意 取 一 点 x = &@ 


Ti Eritl (i=0,1,...,n— 1). 


中 术语 “积分 ” (来 自 拉 丁字 integer= 整 的 ) 是 菜 布 尼 茨 的 学 生 与 同事 约翰 . 但 努 利 (Joh.Bernoulli) 
所 提出 的 ; 莱 布 尼 芯 最初 称 之 为 “和 ”. 
马 以 上 我 们 在 所 有 的 情况 下 都 取 最 小 值 z; 作为 &;. 


[295] §1， 定 积分 的 定义 与 存在 条 件 . 75 . 


并 且 做 出 和 


也 一 | 


i 二 0 
我 们 说 和 go 当 入 一 0 时 有 (有 限 ) 极限 J 如果 对 每 个 数 s > 0 可 以 找到 这 样 的 数 
6 > 0, 使 得 , 只 要 入 < 65( 即 是 , 整个 区 间 分 成 长 度 Azi <6 的 若干 部 分 ), 不 等 式 


lc -Tl<e 
在 数 &i 的 任意 选择 之 下 恬 成 立 ， 
把 过 了 光电 1 个 
一 lim op (3) 
像 通 凋 那样 , 可 把 “序列 说 法 ”的 定义 与 “e -6 说 法 ”的 这 一 定义 相对 照 . 


我 们 设想 , 首先 用 一 种 方法 , 然后 用 第 二 种 、 第 三 种 等 方法 逐步 作 [a,b| 的 区 间 
分 划 . 如 打分 划 对 应 的 序列 入 = 入 ,XA2,X3,… 收敛 到 零 的 话 , 我 们 就 把 这 样 的 区 间 
分 划 序 列 叫做 基本 区 间 了 分 划 序 列 . 

现在 可 以 把 等 式 (3) 了 解 为 :不 论 其 中 &; 如 何 选取 , 对 应 于 任 一 基本 区 间 分 划 序 
列 的 和 o 的 序列 , 总 是 趋 于 极限 了 工 

证 明 两 个 定义 的 等 价 性 , 可 以 采用 与 53 目 中 的 同样 的 思想 程序 来 进行 . 第 二 个 
定义 使 我 们 可 以 把 极限 理论 的 基本 概念 与 定理 施用 到 这 个 新 的 极限 形状 . 

如 果 当 入 一 0 时 和 ea 的 (有 限 ) 极限 了 存在 , 则 这 极限 了 叫做 函数 f(z) 在 从 a 
到 上 b 的 区 间 上 的 定 积分 , 并 以 符号 


b 
1= | f(s)a (4) 


来 表示 ; 在 这 情形 下 , 函数 f(z) 叫做 在 区 间 [a,W 上 的 可 积 函 数 . 

数 a 与 5 分别 叫做 积分 的 下 限 与 上 限 . 在 上 、 下 限 是 常数 时 定 积分 是 常数 . 

上 述 定义 是 歼 曼 (B.Riemann) 的 定义 ,他 首创 地 把 此 定义 在 一 般 形式 下 说 了 出 来 ， 
并 人 研究 了 它 的 应 用 范围 . 有 时 就 把 和 o 本 身 叫 做 黎 曼 各 ; 我 们 宁可 把 它 叫 作 积 分 
和 , 以 便 强 调 它 同 积分 的 联系 . 

现在 我 们 的 任务 是 要 前 明 一 些 条 件 , 在 这 些 条 件 下 积分 和 o 具有 有 限 极限 , 也 
就 是 说 , 定 积分 (4) 存在 . 

首先 应 当 指出 , 所 述 定义 实际 上 只 能 应 用 到 有 界 函 数 上 其实, 如 果子 数 f(z) 
在 区 间 [a, 上 是 无 界 的 , 那么 一 一 在 把 区 间 分 成 若干 部 分 的 如 何 一 个 分 划 下 一 一 
这 个 函数 至 少 会 在 这 些 部 分 区 间 中 的 一 个 上 仍 是 无 界 的 . 于 是 靠 着 在 这 个 部 分 区 间 
上 点 的 选取 , 可 使 f(&) 任意 大 , 随 之 也 就 可 使 和 vc 任意 大 ; 在 这 些 条 件 下 ,o 显然 
不 可 能 存在 有 限 极限 . 所 以 , 可 积 函数 一 定 是 有 界 的 . 

@ 实 际 上 柯 西 早已 明白 清楚 地 利用 了 类 似 的 和 的 极限 , 但 只 用 在 连续 函数 的 情况 . 
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因此 , 在 以 后 的 研究 中 , 我 们 总 是 预先 假定 所 考虑 的 函数 f(x) 是 有 界 的 
m < f(x) < M (如 果 a < zw < 如). 


296. 达 布 和 ”作为 研究 的 辅助 工具 , 除 积分 和 外 , 按照 达 布 (Darboux) 的 方法 ， 
我 们 再 引进 另 一 些 类 似 积 分 和 的 但 更 为 简单 的 和 ， 

用 mi 与 Mi 分 别 表示 图 数 f(z) 在 第 i 个 部 分 区 间 [zi, zi+l] 土 的 下 确 界 与 上 
确 界 , 并 作 和 和 


n—1l1 n—1 
EO > mi A Ti, 9 >》 ATiATi. 
?一 0 1 一 0 


这 些 和 分 别 叫做 下 积分 和 与 上 积分 和 , 或 者 达 布 和 . 

在 特别 情形 , 当 f(x) 连续 时 , 这 些 和 就 简直 是 对 应 于 所 取 分 划 的 积分 和 中 的 最 
小 与 最 大 和 , 因为 在 这 情形 下 , 函数 f(z) 在 每 个 区 间 上 都 达到 自己 的 确 界 , 于 是 按 
我 们 所 和布 望 的 , 可 以 这 样 来 选取 点 &, 使 得 


f(&)=m: 或 f(&i) = Mi. 
现在 来 讲 一 般 的 情形 . 由 下 界 与 上 界定 义 本 号 , 有 
mi < f(&i) < M 
以 Axi(Azi 是 正 的 ) 弱 这 些 不 等 式 两 端 并 对 i 加 起 来 , 得 到 
s<oxgs. 


在 固定 的 分 划 下 和 s 与 9 是 常数 , 可 是 由 于 数 &; 的 随意 性 , 和 o 仍然 是 变量 . 
但 容易 看 出 , 靠 着 &; 的 选取 可 使 f(&;) 的 值 与 mi; 或 Mi; 任意 接近 , 这 就 是 说 , 可 使 
和 o 与 s 或 5 任意 接近 . 这 时 上 面 的 不 等 式 就 引出 下 面 的 一 般 禾 述 : 在 给 定 的 区 间 
分 划 下 , 达 布 和 s 与 9 分 别 是 积分 和 的 下 确 界 与 上 确 界 . 

达 布 和 上 有 具有 下 列 的 一 些 简单 性 质 : 

第 一 个 性 质 ”如果 把 一 些 新 的 点 加 进 既 有 的 分 点 里 去 , 则 达 布 下 和 只 可 能 因此 
而 增 大 , 而 上 和 只 可 能 因此 而 减 小 , 


证 明 为 了 证 明 这 个 性 质 , 只 要 讨论 在 既 有 的 分 点 中 再 加 进 一 个 分 点 xz 的 情形 
驶 人 够 . 
设 区 个 所 加 全 富生 之 间 |, 于 是 


Yh i 


[296] $1.， 定 积分 的 定义 与 存在 条 件 “ 77. 
如 果 用 3' 表示 新 的 上 和 , 那么 , 这 个 和 仅 在 这 个 地 方 与 前 面 的 5 有 所 不 同 ; 在 
和 5 中 对 应 于 区 间 [zu, zk41|] 的 项 是 
Mi {Tht1 一 Th， 
而 在 新 和 5 中 对 应 于 这 区 间 是 两 个 项 的 和 
到 kz — rx) + Mi(Th41 — 7), 


其 中 ML; 与 MM 是 函数 f(z) 在 区 间 [zh,z] 与 [zi ,zk 上 的 上 确 界 . 因为 这 些 区 
间 是 区 间 [zx, zk+i] 的 部 分 区 间 , 所 以 


于 是 
k(T’ — Tk) < ME(Z — Tk) 
k(Tkt1 — 7) < Me(Tkt1 — 7). 
按 项 把 这 些 不 等 式 加 起 来 , 得 到 
M(x’ ~ zr) + Mi(zp41 — 12) < Mi (Tk41 — Zk). 
由 此 推 知 S' < S. 下 和 的 证 明 与 此 类 似 . 


附注 因为 差 Mi - 及 与 Mi -MM 显然 不 能 超过 函数 f(z) 在 整个 区 间 [ca 如 
上 的 振幅 Q, 所 以 差 9 - 9' 不 能 超过 乘积 Q(b 一 a). 如 果 在 第 区间 上 取 几 个 新 的 
分 点 , 这 个 结果 仍然 是 对 的 . 


第 二 个 性 质 任何 一 个 达 布 下 和 都 不 超过 任何 一 个 上 和 , 即使 是 对 应 于 区 间 的 
另 一 分 划 的 上 和 . 
证 明 用 任意 方法 分 割 区 间 [a,8] 成 春 干 部 分 , 并 作 这 个 分 划 的 达 布 和 
S1 与 D1. (LD) 


现在 考虑 区 间 [a, 0] 的 菜 一 与 第 一 个 分 划 完 全 没有 关系 的 另 一 个 分 划 . 对 应 于 
这 个 分 划 的 达 布 和 是 
So 与 bo. (ID) 
要 证 的 是 si < 52. 为 了 这 一 目的 , 我 们 把 两 种 分 点 联合 在 一 起 , 于 是 得 到 某 一 
辅助 的 第 三 个 分 划 , 对 应 于 它 的 和 是 


s3 与 93 (ID) 
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用 加 进 一 些 新 的 分 点 的 办 法 , 我 们 从 第 一 个 分 划 得 到 了 第 三 个 分 划 ; 因而 , 根据 
已 经 证 明 过 的 达 布 和 第 一 个 性 质 , 有 


51 & 53， 

现在 把 第 二 个 与 第 三 个 分 划 比 较 一 下 , 可 以 完全 相同 地 得 到 
93 < 902. 

但 ss < 53, 于 是 由 刚才 得 到 的 那些 不 等 式 , 推出 
51 <& 92. 


这 束 是 所 要 证 明 的 . 
从 上 面 所 证 明 的 推 知 , 下 和 的 整个 集合 {s} 有 上 界 , 例如 , 以 任何 一 个 上 和 5 为 
上 界 . 在 此 情形 下 [11] 这 集合 有 有 限 的 上 确 界 


1, = sup{s}. 
此 外 , 对 于 无 论 怎样 的 上 和 5， 

Lg<S. 
这 样 , 因为 上 和 的 集合 {5} 以 五 为 一 下 界 , 所 以 它 有 有 限 的 下 确 界 

1* = inf .{5}, 

并 且 , 显然 

天 过 

把 所 有 上 述 事实 互相 比较 , 对 任何 的 达 布 下 和 与 上 和 , 有 
s<I<r<s. (5) 


数 工 与 I* 分 别 叫 做 达 布 下 积分 与 上 积分 [比较 下 面 301 目 ]. 
297. 积分 的 存在 条 件 ”借助 于 达 布 和 , 现在 容易 说 出 这 个 条 件 . 
定理 定 积 分 存在 的 必要 与 充分 条 件 , 是 
lim(s —s)=0. (6) 


第 295 目 中 所 说 的 事实 足以 阐明 这 个 极限 的 意义 . 例如 ,用 “ce - 5 说 法 ”, 条 件 
(6) 吏 是 : 对 于 如 何 一 个 > 0, 可 以 找到 如 此 的 6 > 0, 使 得 只 要 当 入 < 6 时 ( 即 是 ， 
区 间 分 成 长 度 Azi < 6 的 若干 部 分 ), 不 等 式 


S—s<e 


成 立 . 


[297] 81， 定 积分 的 定义 与 存在 条 件 .79 ， 


证 明 必要 性 ”假定 积分 (4) 存在 . 于 是 对 任何 一 个 给 定 的 s > 0, 可 以 找到 如 
此 的 6 > 0, 使 得 只 要 当 所 有 的 Azi < 6 时， 


Io-JTI<e 或 I-e<o<I+i+s, 


不 管 我 们 在 相应 区 间 的 范围 内 怎样 选取 &:. 但 在 给 定 的 区 间 分 划 下 , 如 我 们 所 建立 
过 的 , 和 s 与 5 分 别 是 积分 和 的 下 确 界 与 上 确 界 ; 所 以 , 对 于 它们 就 有 


TIT—e<s<S<I+e, 


lm s=JI, limS=7, (7) 
入 一 0 入 一 0 


由 此 就 推出 (6). 
充分 性 ”假定 条 件 (6) 被 满足 ; 于 是 由 (5) 立即 看 出 到 = 7*, 并 且 , 如 果 用 了 来 
表示 它们 的 公共 值 . 就 有 
ES (5*) 
如 果 把 o。 了解 为 借助 于 和 s,S 所 对 应 的 那 一 个 区 间 分 划 而 作出 的 诸 积 分 和 值 中 的 
一 个 , 则 如 我 们 所 知 ， 


STK, 


按照 条 件 (6)， 如 条 假定 所 有 的 Azxi 充分 小 , 和 s 与 9 的 差 就 可 小 于 任意 所 取 的 
s > 0. 但 在 这 样 的 情形 下 , 这 对 于 被 包含 在 s 与 5 间 的 数 o 与 了 也 是 对 的 : 


rc 一 7 < es， 
于 是 了 上 是 ve 的 极限 , 即 是 定 积分 . 
如 果 用 ww; 表示 图 数 在 第 i 部 分 区 间 上 的 振幅 Mi -mi, 那么 就 有 
nC—1 
二 区 全 >_(M:; — 二 3 


?一 0 


定 积分 存在 的 条 件 束 可 以 改写 为 : 
n—1 


Jim 2 A = (8) 


通常 我 们 也 就 应 用 这 种 形式 . 
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298. 可 积 函 数 的 种 类 ”我 们 应 用 所 求 得 的 判别 法 来 确定 一 些 可 积 函 数 的 种 类 . 
I 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 是 连续 的 , 则 函数 f(x) 是 可 积 的 . 


证 明 既 然 函 数 f(z) 是 连续 的 , 则 根据 [87] 康 托 尔 定理 的 推论 , 对 于 给 定 的 
e > 0 永远 可 以 找到 如 此 的 6 > 0, 使 当 区 间 [a,0| 分 成 长 度 Ax; < 6 的 若干 部 分 时 ， 
所 有 的 (Ue 由 此 


n—1l nC—1 
by WiAXi<E > Azi = e(b — a). 
i=0 i=0 


因为 5b 一 a 是 常数 , 而 es 任意 小 , 所 以 条 件 (8) 被 满足 , 由 此 即 可 推出 积分 的 存 
在 . 还 可 以 稍微 推广 一 下 所 证 的 断言 : 
II. 如 果 在 [a,5b| 上 的 有 界 澡 数 f(x) 只 有 有 限 多 个 间断 点 , 则 它 是 可 积 的 . 


证 明 设 间 断 点 是 zz ,x(*， 取 任意 > 0. 我 们 用 长 度 皆 小 于 se 的 诸 邻 
域 


(x a el, x e’), (zl = 2 jd 十 6 人 (x i ER) zk) a et 


来 包 住 这 些 间断 点 . 在 其 余 的 ( 闭 ) 区 间 上 函数 f(z) 是 连续 的 , 我 们 就 可 把 康 托 尔 
定理 的 推论 各 别 地 应 用 到 它们 的 每 一 个 上 去 . 从 按照 = 所 得 的 数 5 中 挑选 出 最 小 的 
(我 们 也 用 字母 6 来 表示 它 )， 此 时 它 对 上 述 区 间 中 的 每 一 个 都 是 合用 的 . 同时 我 们 
无 妨 取 5 < se. 现在 分 割 我 们 的 区 间 [a, 外 成 这 样 的 若干 部 分 , 使 得 它们 的 长 度 全 都 
小 于 6. 所 得 的 部 分 区 间 将 有 两 类 : 

1) 第 一 类 区 间 , 即 整个 区 间 位 于 所 分 出 的 包 住 间断 点 的 那些 邻 域外 的 那 种 区 间 . 
在 它们 中 函数 的 振幅 ws < s. 

2) 第 二 类 区 间 , 即 或 是 整个 地 被 包 在 所 分 出 的 邻 域 内 部 的 那 种 区 间 , 或 是 部 分 
地 落 在 这 些 邻 域 上 的 那 种 区 间 . 

因为 已 假定 肾 数 f(z) 是 有 界 的 , 所 以 它 在 这 些 区 间 的 任何 一 个 区 间 上 的 振幅 不 
超过 它 在 整个 区 间 [a, 3] 上 的 振幅 9. 


把 和 
三 A 
分 成 两 个 和 分 别 分 布 在 第 一 类 及 第 二 类 区 间 上 : 
>》 wzAmir 与 》 wi A 
对 于 第 一 个 和 , 正如 在 上 述 定理 中 的 一 样 , 将 有 
>_wrAry <ey Ax < el(b— a). 


[299] 81， 定 积分 的 定义 与 存在 条 件 81 . 


至 于 第 二 个 和 , 我 们 指出 , 所 有 整个 地 落 在 所 分 出 的 邻 域 内 的 那 种 第 二 类 区 间 的 
长 度 总 和 < ke. 只 有 部 分 落 在 所 分 出 的 邻 域 上 的 那 种 区 间 的 数目 不 可 能 多 于 2k 个 ， 
它们 长 度 的 总 各 2k6, 也 就 是 说 更 加 < 2ke. 因而 


wi A >》 入 0 有 (03ke. 


这 样 , 当 Ax; < 6 时 , 最 后 有 
> WA < el(0— a)+3kd). 
这 就 证 明了 我 们 的 断言 , 因为 包括 在 方 括 弧 中 的 是 常数 . 而 < 任意 小 . 


最 后 , 还 要 指出 一 种 简单 的 , 不 被 上 述 两 类 冰 数 所 包括 的 可 积 纯 数 . 
III. 单调 有 界 函 数 f(x) 永远 是 可 积 的 . 


证 明 设 f(x) 是 单调 增 函 数 . 此 时 它 在 区 间 [zi, zi+ll 上 的 振幅 是 
wi = f(zi+1) — f(zi). 
给 定 任何 一 个 。 > 0 并 令 


> AR = 
由 此 即 推 知 治 数 的 可 积 性 . 


299. 可 积 函 数 的 一 - 些 性 质 和 297 A ea 
共同 性 质 名 ， yy | 
0 
数 ) 在 这 区 间 上 也 都 是 可 积 的 . 
对 函数 |f(z)| 加 以 证 明 . 因为 对 于 区 间 [a, 外 上 任何 两 点 x2',x” 有 [17] 


NF (Os (ee Fe (| 
所 以 函数 |f(z)| 在 这 区 间 上 的 振幅 wt 不 超过 wi [85]. 由 此 
> A < > A 


并 且 , 因为 后 面 那个 和 趋 于 零 ( 当 入 一 0 时 ), 于 是 第 一 个 和 更 是 趋 于 零 . 这 就 得 到 限 
数 |f(z)| 的 可 积 ， 
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II. 如 果 两 个 函数 f(x) 与 g(z) 在 区 间 [a,b| 上 是 可 积 的 , 则 它们 的 和 、 差 与 乘积 
也 都 是 可 积 的 . 

我 们 限于 乘积 f(x)g(zx) 情形 的 证 明 . 

设 |f(z)| < K,|g(z)| 孝 工 . 在 区 间 [zziril 上 取 任 何 两 点 x x" 考虑 差 


jz )g(z°)— f(x)g9(7) = [Ac ) 一 ro + [9(z") — g(x )]f(2). 
如 采用 wi, wi 分 别 表示 图 数 f(x),g(7x) 在 区 间 [zi zi 上 的 振幅 ,显然 
Cg) 一 9) 和 Ta 十 并 
但 此 时 [85] 对 也 数 f(z)g(zx) 在 这 区 间 上 的 振幅 Q; 就 有 
0 TD 


由 此 
> QAT;LD > A 十 及 > 


因为 后 面 两 个 图 数 都 趋 于 零 ( 当 和 一 0 时 ), 所 以 第 一 个 和 更 是 趋 于 零 . 这 就 证 明了 
图 数 f(z)g(z) 的 可 积 性 . 

II 如 果子 数 jz) 在 区 间 [oa 上 是 可 积 的 , 则 它 在 这 区 间 的 任何 一 个 部 分 区 
间 [oa,B] 上 也 是 可 积 的 . 反之 , 如 果 区 间 fa, 被 分 割 成 若干 部 分 区 间 , 并 且 分 别 在 
每 个 部 分 区 间 上 f(z) 是 可 积 的 , 则 它 在 整个 区 间 [a, 中 上 也 是 可 积 的 . 


证 明 假定 函数 f(x) 在 区 间 [a,b| 上 是 可 积 的 , 并 对 这 个 区 间作 和 数 wiAzi 
(认定 a 与 6 包括 在 分 点 之 中 )， 如 果 在 这 和 中 略 去 一 些 ( 正 的 ) 项 , 就 可 得 到 区 间 
[a, 8] 上 的 类 似 的 和 ; 如 果 第 一 个 和 趋向 于 零 , 这 个 和 就 一 定 趋 于 零 ， 


现在 其 , 比方 说 , 区 间 [c, 让 被 分 割 成 两 个 部 分 区 间 [ao 与 [c 让 (其 中 ac < c < 中， 
并 且 在 它们 的 每 一 个 上 函数 f(x) 是 可 积 的 . 重新 取 区 间 [ww 中 的 和 宁 wAzi 如 果 
握 c 包 括 在 分 点 中 , 则 所 举 出 的 和 , 由 区 间 [a,ec 与 lc 外 的 两 个 类 似 的 和 组 成 , 并 且 
与 这 两 个 和 一 起 趋 于 零 . 对 于 c 不 是 分 点 的 情形 , 这 个 结论 仍然 有 效 的 : 把 这 点 归并 
在 分 点 中 后 , 我 们 只 改变 和 中 的 一 项 , 而 这 一 项 本 身 显 然 趋 于 零 . 

IV. 如 果 改 变 可 积 函 数 在 有 限 数 个 (= 上) 点 上 的 值 , 则 它 的 可 积 性 并 不 会 被 破 
坏 ， 

证 明 是 显然 的 , 因为 所 说 的 改变 牵涉 到 和 wiAzxi 的 项 数 不 多 于 项 . 

容易 明了 , 积分 本 号 的 值 在 这 时 并 不 发 生变 化 . 这 由 如 下 的 事实 得 到 : 对 于 两 个 
顺 数 一 一 原 有 的 及 改变 后 的 一 一 在 积分 和 中 的 点 &; 总 可 以 如 此 选取 , 使 得 它们 不 
在 使 两 个 孔 数 值 不 同 的 那些 点 上 . 


[300] 8§1. 定 积分 的 定义 与 存在 条 件 ‘83. 


附注 由 于 这 一 性 质 , 可 知 即 使 f(x) 在 区 间 fw, 外 的 有 限 个 点 上 不 确定 时 , 我 们 
也 可 以 谈 到 积分 刻 了 (z)dz. 同时 可 以 在 这 些 点 给 我 们 的 函数 加 上 完全 任意 的 值 而 考 
虑 在 整个 区 间 上 用 这 样 的 方法 所 确定 的 函数 ， 如 我 们 已 经 见 到 过 的 , 无 论 是 这 个 积 
分 的 存在 , 或 是 它 的 值 都 不 依赖 于 在 函数 没有 确定 的 那些 点 上 所 加 上 的 函数 值 . 


300. 例题 及 补充 。 作为 练习 我 们 再 举 一 些 把 297 目 中 的 判别 法 应 用 到 具体 函数 上 的 一 些 
例子 

1) 回 到 在 70, 8) 中 所 考虑 的 函数 : 如 果 > 是 既 约 真 分 数 2, 则 f(z) = > 如 果 z 是 区 间 
[0, 1] 的 其 他 的 点 ,; 则 f(x) = 0. 

设 区 间 [0, 1] 分 成 长 度 Az; < 和 的 若干 部 分 . 取 任 意 自然 数 N, 把 所 有 的 部 分 区 间 分 成 两 类 ; 

(a) 把 包含 分 母 g < N 的 数 的 那些 区 间 列 人 第 一 类 : 因为 这 些 数 只 有 有 限 数 = kw 个 ， 
所 以 第 一 类 区 间 的 个 数 就 不 大 于 2k, 而 它们 长 度 的 总 和 不 超出 2k 入 . 

(6) 把 不 包含 上 述 数字 的 那些 区 间 列 入 第 二 类 ; 对 于 它们 , 振幅 wi 显然 小 于 六 

如 果 根 据 这 点 把 和 5 wiAzi 分 成 两 个 并 分 别 估计 每 个 的 值 , 就 得 到 结果 
1 


> wi < 26NA 十 部 


先 取 N > =, 然后 取 入 < -5 = 5 即 有 并 wiAz < e, 这 就 证 明了 函数 的 可 积 性 
N 
这 个 例子 是 有 趣 的 ， 因为 这 里 的 函数 有 无 穷 多 个 间断 点 , 但 仍然 是 可 积 的 .| 不 过 , 这 类 的 例子 
可 以 在 定理 III 的 基础 上 建立 起 来 .] 


2) 现在 重新 考虑 狄 利克 雷 函 数 [46;70,7)] 


x(z)= 二 1 如 果 xz 是 有 理 数 , 及 
X(z) 二 0， 如 果 x 是 无 理 数 . 
因为 在 区 间 [0, 1] 的 任何 部 分 区 间 上 这 个 函数 的 振幅 w = 1, 所 以 > wiArzi 二 1, 于 是 函数 显然 
不 是 可 积 的 . 

3) 在 297 日 中 所 得 出 的 定 积分 存在 的 判别 法 , 可 以 表示 成 下 面 的 形式 : 

定 积 分 存在 4 的 必要 与 充分 条 件 , 是 对 给 定 的 数 E> 0 与 o> 0, 可 以 找到 如 此 的 56> 0, 使 
当 所 有 的 Azi <6 时 , 对 应 于 振幅 

Wit/ 之 EE 

的 那些 区 间 长 度 的 总 和 


>》 Azi < ac42). 
Ad 


必要 性 由 不 等 式 
pa ciAzi 之 和》 LirAziy 之 E > Axy 
看 出 是 显然 的 , 如 果 靠 着 6 的 选择 , 使 第 一 个 和 比 sc 小 的 话 . 


1) 指 有 界 函 数 的 定 积分 
42) 由 歼 曼 ( 约 于 1854 年 ) 建立 的 这 个 命题 是 历史 上 最 早 的 函数 可 积 性 判别 法 之 一 


-84 ， 第 九 章 定 积分 [301] 


充分 性 由 下 面 的 估计 推出 
》_ wiAmz 一 Dw A 十 wi Ara < 2， A2ir 十 有 >》_ Axi < No e(b 一 a). 


[这 里 9 像 通常 那样 , 表示 函数 在 整个 所 考虑 的 区 间 上 的 振幅 ; 用 记号 i 指出 的 那些 部 分 区 间 上 
的 振幅 wi, < <.] 

4) 把 这 个 新 形式 的 判别 法 用 来 证 明 下 面 的 命题 : 

如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 是 可 积 的 , 并 且 它 的 值 不 越 出 区 间 [c,d|] 的 范围 、 在 区 间 [c,d 
上 逊 数 p(y) 是 连续 的 、 则 复合 函数 p(f 了 (zx)) 在 [ab 上 也 是 可 积 的 . 

任 取 数 es > 0 与 o > 0. 对 于 数 es, 由 于 畏 数 p(y) 的 连续 性 , 可 找到 如 此 的 ”> 0, 使 得 在 长 
度 < 7 的 vy 值 的 任何 一 个 区 间 上 , 函数 o 的 振幅 < <. 

由 于 函数 了 的 可 积 性 , 对 于 数 了 与 o 现在 可 找到 如 此 的 数 ,使 当 区 间 分 成 长 度 Azi < 4 
的 各 于 部 分 区 间 时 , 它们 中 辑 数 了 的 振幅 :wi [f] > 7 的 那些 区 间 长 度 的 总 和 );, Axi 小 于 o[ 参 
看 3)]. 对 于 其 他 的 区 间 , 有 wi [月 < 9, 所 以 , 按照 数 my 的 选择 ,wi [yp(f)] < s. 这 样 , 对 于 复合 
卫 数 gp(f(7x)), 振幅 只 在 第 一 群 区 间 中 的 某 些 区 间 上 可 能 > s, 这 些 区 间 长 度 的 总 和 显然 < o, 把 
3) 的 判别 法 应 用 到 复合 顺 数 上 , 我 们 就 可 断定 它 的 可 积 性 . 

5) 如 果 对 于 函数 yp 只 假定 可 积 性 , 则 复合 函数 就 可 能 是 不 可 积 的 3), 例如: 

取 上 面 在 1) 中 已 经 猎 究 过 的 那个 消 数 作为 消 数 f(zx); 它 在 区 间 |0, 1] 上 是 可 积 的 , 并 且 它 的 
值 也 不 越 出 这 个 区 间 的 范围 . 其 次 , 设 


py) 二 1 对 于 0<vy<1 


及 
%(0) = 0. 

顺 数 p(y) 在 [0,1] 上 也 是 可 积 的 . 

可 是 , 容易 看 出 , 复合 消 数 (jz)) 与 狄 利克 雷 图 数 相 同 [参看 2)]: 所 以 它 在 [0, 1] 不 是 可 积 
的 . 

301. 看 作 极 限 的 下 积分 与 上 积分 ”最 后 我 们 回 到 在 296 目 中 被 定义 作 达 布 和 s 与 S 的 
人 确 界 的 下 积分 与 上 积分 , 我 们 现在 要 证 : 它们 同时 就 是 所 说 和 的 极限 . 

达 布 定理 ”对 于 无 论 怎样 的 有 界 函 数 f(z), 恒 有 

太一 lim s, 太一 lim 5. 


例如 , 对 于 上 和 加 以 证 明 . 
首先 , 对 预先 给 定 的 es > 0, 取 如 此 的 区 间 [a, 28] 的 分 划 , 使 得 对 应 于 它 的 上 和 S' 有 
S <I*+ > (9) 
这 是 可 能 的 , 因为 1* 是 上 和 集合 的 下 确 界 . 设 这 个 再 分 划 包 含 m/ 个 (内 部 的 ) 分 点 
现在 令 


43) 甚 至 函数 f 是 连续 的 . 


[302] 82. 定 积分 的 一 些 性 质 .85 . 


其 中 Q 表示 函数 f(x) 在 整个 区 间 fa, 中 上 的 振幅 , 并 考虑 所 有 Ax; < 6 的 任意 区 间 分 划 , 设 对 
应 于 它 的 和 是 9. 

为 要 估计 5 与 1* 间 的 差 , 我 们 再 把 前 面 两 个 分 划 的 分 点 加 以 合并 , 而 引出 给 定 区 间 的 第 三 
个 分 划 . 如 果 对 应 于 它 的 上 和 是 5”, 则 依 达 布 和 第 一 个 性 质 [296], S”< S', 于 是 更 有 [参看 (9)] 


A 2 (10) 


为 一 方面 , 依 296 目 中 的 附注 , 差 9 -5S” 不 超过 Q 与 第 二 个 分 划 中 那些 含有 第 一 个 分 划 之 分 点 
的 区 间 的 长 度 Azi 的 总 和 之 乘积 . 但 这 些 区 间 的 数目 不 大 于 m', 而 它们 每 一 个 的 长 度 小 于 5 于 
是 
S- 5 <m'Q5 = 1 
由 此 , 由 于 (10)， 
ST 


为 一 方面 , 因为 S > 产 , 所 以 只 要 Az; < 6, 即 有 
O<S—J1 <&, 


于 是 , 的 确 S 一 I"*， 
从 已 经 证 明 过 的 定理 直接 推出 , 总 有 


lim(S—s)=1 — T,. 


这 个 关系 式 使 我 们 能 把 积分 存在 的 判别 法 叙述 成 下 面 的 形式 [比较 297| 
定 积分 存在 的 必要 与 充分 条 件 , 是 使 达 布 下 积分 与 上 积分 彼此 相等 


Tx 一 7. 


( 当 条 件 满足 时 , 显然 它们 的 公共 值 就 给 出 定 积分 的 数值 .) 

条 件 的 新 形式 比 起 以 前 的 形式 具有 某 些 优 点 .为 要 证 实 两 个 达 布 积分 相等 ， 只 要 建立 对 任意 
<e 只 要 有 一 对 和 满足 不 等 式 

2 
束 够 了 . 实际 上 , 由 (5), 这 时 也 有 
Bo es 

由 此 , 由 于 的 任意 性 , 就 得 到 所 求 的 等 式 . 

容易 了 解 , 据 此 可 以 使 前 目 [参看 3)] 所 说 的 可 积 条 件 , 变 得 简便 一 些 . 


82. 定 积 分 的 一 些 性 质 


302. 沿 定 同 区 间 的 积分 ”到 现在 为 止 , 当 说 到 “在 由 a 到 的 区 间 上 的 定 积 
分 ”时 , 我 们 总 是 了 解 为 a < b. 现在 要 除去 这 一 令 人 不 便 的 限制 . 


.86 . 第 九 章 定 积 分 [302] 


为 了 这 目的 , 我 们 首先 建立 有 向 或 定向 区 间 的 概念 . 我 们 将 把 定向 区 间 [a, 0|( 其 
中 可 以 a <b, 也 可 以 a > 4b) 了解 为 分 别 满足 不 等 式 


a<zr<b 或 a>7r2>0 


并 且 顺 序 由 a 到 bb 的 工 值 的 集合 , 即 是 , 如 果 a < 六 就 是 递增 顺序 , 或 者 如 果 a >。b， 
就 是 递减 顺序 . 这 样 , 我 们 可 区 别 区 间 [a,0|] 与 [b,aj: 它们 在 组 成 成 分 (作为 数值 的 
集合 来 说 ) 方面 是 一 样 的 , 但 在 方向 上 有 所 不 同 . 

在 295 目 中 所 给 的 那个 积分 定义 , 就 属于 定向 区 间 [oa 是 的 情形 , 但 只 是 对 于 当 
a <b 时 的 情形 来 说 的 . 

现在 来 讲 在 假定 a > 5b 时 , 在 定向 区 间 [a,9] 上 的 积分 的 定义 . 对 这 种 情形 可 以 
用 由 a 到 5 的 方向 插入 分 点 : 


下 


的 方法 重复 普通 分 割 区 间 的 步骤 . 在 每 个 部 分 区 间 [zi zi+i] 上 选 出 一 个 点 &, 于 是 
友人 个 和 


n—1l 


FA 


i=0 
其 中 一 一 在 这 次 一 一 所 有 Azx; = XTi+1 一 Xi < 0. 最 后 . 当 和 = max |Azi| 一 0 时 ， 
这 个 和 的 极限 就 把 我 们 引 到 积 


b 
(Os limo 


的 概念 . 

如 果 对 区 间 [a,8| 与 [5,a]( 其 中 az 2) 取 同 样 的 分 点 与 同样 的 点 &;, 则 对 应 于 它 
们 的 积分 和 将 只 相差 一 个 符号 . 由 此 , 取 极 限 , 就 得 到 这 样 的 定理 : 

1% 如 果 f(x) 在 区 间 [6,a] 上 是 可 积 的 , 则 它 在 区 间 [0,0] 上 也 是 可 积 的 , 并 且 


| FP dye -/ FE dz 


而 且 在 假定 积分 /* 存在 时 , 这 个 等 式 正好 可 以 采取 作为 a > b 时 积分 户 的 定 
X44) 
还 要 指出 , 作为 定义 , 设 i 
| 站 


44) 这 样 的 定义 现在 最 为 通行 . 


[303] §2， 定 积分 的 一 些 性 质 "7 


303. 可 用 等 式 表 示 的 一 些 性 质 ”现在 列举 可 用 等 式 表 示 的 定 积分 的 更 进一步 
的 一 些 性 质 ， 

2 设 f(z) 在 区 间 [a,9,[a,c| 与 [ec, 中 最 大 的 一 个 上 是 可 积 的 加 于 是 它 在 其 
他 两 个 区 间 上 是 可 积 的 , 并 且 不 管 点 ob 与 c 的 相互 位 置 是 怎样 的 , 等 式 


f F(R f sort { toa 


证 明 首先 令 a <c< 并 且 上 数 在 区 间 [a,b| 上 是 可 积 


痕 数 在 区 间 [ae,c] 与 [fc 中 上 是 可 积 的 这 一 事实 , 由 299 目 II 推 知 . 
考虑 把 区 间 [a, 外 分 成 若干 部 分 , 并 认定 点 c 是 这 些 分 点 中 的 一 个 . 作 积分 和 , 即 
有 (其 中 记号 的 意义 是 明显 的 ) 


.NE AD FA 


当 和 一 0 时 取 极 限 , 我 们 就 得 到 所 求 的 等 式 . 
点 a,b,c 其 他 位 置 的 情形 可 化 成 这 个 等 式 , 例如 设 上 < ax<ec 且 国 数 f(x) 在 区 
间 [ec, 忆 上 或 者 由 于 1", 同样 在 [b,c] 上 是 可 积 的 . 在 这 情形 下 , 依 已 经 证 


过 的 , 即 有 | l 
f(z)dz = f(z)dz + / f(z)dz, 


由 此 , 把 第 一 与 第 二 个 积分 由 等 式 的 一 端 移 到 另 一 端 并 改换 积分 限 (根据 性 质 1°)， 
我 们 又 得 到 前 面 的 关系 式 . 

3? 如 果 f(x) 在 区 间 [a, 避 上 是 可 积 的 , 则 kf(z) (其 中 天 = 常数 ) 在 这 区 间 上 
也 ,是 可 积 的 , 并 且 


f (ea = ef fa 


4°% 如 果 f(x) 与 g(z) 在 区 间 [a,b| 上 都 是 可 积 的 , 则 f(x) 土 g(x) 在 这 区 间 上 
也 是 可 积 的 , 并 且 


"a / Ne / Ss 


由 积分 和 出 发 并 取 极 限 , 对 两 种 情形 可 以 类 似 地 作出 证 明 , 例如 , 对 最 后 的 断言 
加 以 证 明 . 


@ 在 这 里 以 及 在 以 后 , 如 果 讲 到 积分 太 , 我 们 认为 两 种 情形 ,a < b 与 > "都 是 可 能 的 (在 没有 
特别 附加 说 明 时 》 

@ 可 以 不 这 样 假定 而 假定 : 函数 f(z) 在 两 个 较 小 区 间 中 的 每 一 个 上 是 可 积 的 , 于 是 它 在 最 大 的 
区 间 上 也 就 会 是 可 积 的 . 


.88 ， 第 九 章 定 积分 [304] 


任意 分 割 区 间 [a, 5] 成 若干 部 分 , 并 对 所 有 三 个 积分 作 积分 和 . 同时 在 每 个 部 分 
区 间 上 任意 选取 &; 点 , 但 对 于 所 有 和 则 是 相同 的 ; 于 是 即 有 


>》 [6 (&i) + g(&i)] )|Azxi; = >》 )Azit > 9(S) )Axi. 


现 攻 和 一 0; 因为 对 于 等 式 右 端 两 个 和 的 极限 都 存在 , 所 以 左 端 和 的 极限 也 存 
在 , 由 此 建立 了 消 数 f(z) 土 g(x) 的 可 积 性 . 在 上 面 等 式 中 取 极 限 , 就 得 到 所 求 的 关 
系 陈 . 


附注 注意 在 后 面 两 个 断言 的 证 明 时 , 不 必须 依靠 299 目 中 的 定理 I 与 IT: 函 
数 kf(z) 与 f(z) 土 g(x) 的 可 积 性 可 由 取 极 限 直接 建立 起 来 . 


304. 可 用 不 等 式 表 示 的 一 些 性 质 ”到 现在 为 止 我 们 已 考虑 过 可 用 等 式 表 示 的 
只 分 的 一 些 性 质 ; 现在 来 讲 可 用 不 等 式 表 示 的 这 样 一 些 性 质 : 
5°” 如 果 在 区 间 [a,b] 上 可 积 函 数 f(z) 是 非 负 的 , 并 且 a <b, 则 


b 
| fw)az > 
证 明 是 显然 的 . 
较 难 证 明 的 是 下 面 这 更 精确 的 结果 
如 果 在 区 间 [a,b] 上 可 积 函 数 f(x) 是 正 的 , 且 w <b, 则 


/ jzjdz > 0. 


b 


| far = 


于 是 当 入 一 0 时 , 达 布 上 和 5 也 趋 于 零 [297(7)]. 取 任 意 s; > 0 后 , 可 使 这 个 和 比 
ei(b 一 a) 小 . 此 时 上 界 Mi; 中 至 少 有 一 个 比 si 小 , 换 旬 话说 , 在 [四 上 可 以 找到 如 
此 的 部 分 区 间 [a1,01], 在 它 的 范围 内 所 有 f(x) 的 值 < sl. 

又 因为 


用 反 证 法 证 阴 . 假如 


bl 


jz)dz = 0%, 


Ql 


实际 上 , 按照 2°. 


b Ql b1 b Q3 b 
/=/ +/ + / ,am 为 / >0 / >0. 
a a Ql b1 Q by 
bl b 
o< | < / =0. 
al a 


所 以 
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所 以 类 似 地 , 由 [ai, 61] 可 分 出 部 分 区 间 [az,b2], 在 它 的 范围 内 f(z) < sa ,其 中 ea 
是 任何 一 个 正 数 < sl, 如 此 下 去 . 

取 正 数 序列 ep 一 0 后 , 可 以 定 出 一 个 套 着 一 个 (并 且 -一 如 果 愿 意 的 话 -一 
在 长 度 上 递减 到 0 的 ) 的 这 样 一 串 区 间 ,|ax, bx], 使 得 


0 < jz) < cek， 如 宁 a r&b (k=1,2,...) 
于 是 依 38 目 引 理 , 存在 着 所 有 这 些 区 间 的 公共 点 c; 对 于 它 应 当 有 
0< flc)<er 当天 =12.， 


内 为 sk 一 0, 这 是 不 可 能 的 . 定理 证 毕 . 

由 此 (并 由 4°*) 有 简单 的 推论 : 

6” 如 采 通 数 f(z) 与 g(z) 在 区 间 [ww 中 上 都 是 可 积 的 , 并 恒 有 f(z) < 9(z)[ 或 
Flz) < 9(x)], 则 在 假定 w < 时 ， 


/7 < [saa 吉 /ya < /ram 


只 需 把 上 面 的 性 质 应 用 到 差 g(x) - f(x) 上 . 同样 容易 得 到 
7? 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b| 上 是 可 积 的 , 并 且 a <b:; 就 有 不 等 式 


/ flo)dz 


后 面 这 个 积分 的 存在 由 299 目 I 推 知 . 然后 把 性 质 6° 应 用 到 函数 上 . 
一 | jz) 和 f(x) < [f(z) 


< / Tajlaz 


可 是 从 积分 和 
12 Fé)Ari| < >》 11 .AciG 
出 发 并 取 极 限 , 所 求 不 等 式 容易 直接 得 出 . 
8” 如 果 f(z) 在 [ab 上 是 可 积 的 , 其 中 a <b, 并且 在 整个 这 个 区 间 上 不 等 式 
m<fz)<M 
成 立 ， 则 
b 
m(b—a) < / f(r)dz < M(b— a). 
可 以 把 性 质 6° 应 用 到 函数 m, f(z) 与 M 上 , 但 更 简单 的 是 直接 利用 显然 的 不 
my》_Ari < > f(&i)Ari < M 》 Axi® 
中 因为 a <b, 故 所 有 的 Azi > 0. 


‘90. 第 九 章 定 积分 [304] 


并 取 极 限 . 
可 以 赋予 所 证 明 的 关系 式 以 更 方便 的 等 式 形式 , 同时 可 以 取消 a < ”的 限制 ， 
9° 中 值 定理 设 f(z) 在 [wb 上 是 可 积 的 (a 之 b), 并 设 在 整个 这 个 区 间 
上 ,m < f(z) < M; 那么 


b 
/ f(z)dz = pb — a), 
其 中 mux<M. 


证 明 如 采 a < 5b, 则 依 性 奈 8* 即 有 


b 
m(b — a) < | f(z)dz < MO oa， 


由 此 ， 
m< ss | tdr < M 
从 
— / f(T)Aaz = 
即 得 所 求 的 等 式 ， 


对 于 a >b 时 的 情形 , 我 们 对 户 进行 同样 的 考虑 , 然后 , 改换 积分 限 , 我 们 得 到 
上 面 的 公式 :- - 

刚才 所 证 明 的 等 式 当 函数 f(z) 连续 时 取 特 别 简 单 的 形状 . 实际 上 , 如 果 认 定 m 
与 M 是 依 85 目 中 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 而 存在 着 的 最 小 与 最 大 的 函数 值 , 则 依 82 目 
中 柯 西 定理 , 函数 f(z) 应 在 区 间 [a, | 上 某 一 点 ec 取 中 间 值 4 这样 一 来 ， 


b 
/ f(z)dz = (b— a)f(e), 


其 中 c 包含 在 [a,9 内 . 

最 后 的 公式 的 几何 意义 是 明显 的 . 设 f(x) > 0. 
考虑 在 曲线 y = f(x) 下 的 曲线 图 形 4BCD (图 5). 
此 时 曲线 图 形 的 面积 ( 定 积 分 所 表示 的 ), 等 于 有 同一 
底 边 及 某 一 中 间 纵 坐标 LM 作为 高 度 的 矩形 的 面积 . 

10? 推广 中 值 定 理 设 1) f(z) 与 g(x) 在 区 间 
[0,5] 上 是 可 积 的 ; 2) m < f(z) 和 Mi 3) 9g(z) 在 整个 
区 间 上 不 改变 符号 : g(z) >0 [或 g(z) < 0]. 在 这 些 条 
件 下 , 有 


/ zjglajar = / ‘gaa, 
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其 中 m < p< MO 
证 明 首先 设 g(z) >0 且 a <。; 此 时 有 
mg(7) < f(z)g9(7) < Mg(7). 


由 这 个 不 等 式 , 根据 性 质 6° 与 3°, 得 到 
mn / oa / ?p(x)g(z)dr < M / "wd 
由 于 对 函数 g(z) 的 假定 , 依 5°, 有 
/ ‘jo)dz 2 0. 
如 果 这 个 积分 等 于 零 , 则 由 上 面 的 不 等 式 , 显然 同时 也 有 
/ f(z)g(s)de =0. 


定理 的 断言 就 成 为 显然 的 了 ， 如 果 积 分 大 于 零 , 则 以 它 除 上 面 所 得 到 的 两 重 不 等 式 
的 所 有 部 分 后 , 令 
户 Flz)jglz)dz 
六 gf(z)dz 

就 得 到 所 求 的 结果 、 

由 a < 的 情形 容易 得 到 a >。 的 情形 , 同样 , 由 假设 g(z) > 0 的 情形 容易 得 到 
假设 g(z) < 0 的 情形 : 因为 改换 积分 限 或 变更 g(x) 的 符号 并 不 破坏 等 式 . 

如 果 f(z) 是 连续 的 , 则 这 个 公式 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


[ f(z)g(z)dz = f(o) f ou 


其 中 ec 包含 在 [a,9| 内 . 


305， 定 积分 看 作 积 分 上 限 的 函数 ”如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a, (a zz 5) 上 是 可 
积 的 , 则 由 [299, II1] 它 在 区 间 [a,z] 上 也 是 可 积 的 , 其 中 z 是 [wb 中 任何 一 个 值 . 
用 变量 x 替换 定 积 分 的 积分 限 5 后 , 得 到 表达 式 


sls) = / (0dt®, (1) 


乘积 f(z)g(z) 的 积分 存在 本 身 由 287 目 II 推 知 . 但 是 可 以 不 用 函数 f(z) 的 可 积 性 , 而 直接 
假定 乘积 f(z) .9g(z) 本 喘 的 可 积 . 

@ 我 们 把 这 里 的 积分 变量 用 t 来 表示 , 为 的 是 不 把 它 与 积分 上 限 z 混 消 起来; 当然 , 改变 积分 变 
量 的 记号 是 不 影响 到 积分 的 值 的 . 


* 92 ， 第 九 章 定 积分 [305] 


它 显然 是 z 的 函数 . 这 个 函数 具有 下 列 的 性 质 : 
11” 如 果 函 数 f(x) 在 [a,b|] 上 是 可 积 的 , 则 B(x) 在 这 个 区 间 上 是 x 的 连续 函 


证 明 加 给 z 以 任意 增 量 Az = h( 只 要 使 z +h 不 越 出 所 考虑 区 间 的 范围 就 可 
以 ) 后 , 得 到 哨 数 (1) 的 新 的 值 


oern=f rou= [+f 


ZX 二 +h 
B(x +h) — (7r) = / f(t)dt. 
把 中 值 定理 9° 应 用 到 这 个 积分 上 


[参看 2°], 于 是 


5(z 十 月 一 E(z) = ph; (2) 
这 里 被 包含 在 区 间 [z,z 十 川上 函数 f(z) 的 殉 界 m/ 与 M1' 之 间 , 因此 , 就 更 是 包 


含 在 基本 区 间 [a,b] 上 它 的 (常数 ) 界 m 与 M 之 间 @， 
如 果 现 在 使 h 趋 于 零 , 则 显然 


Bz+h) -Ez)— 0 或 (z+h) o> (7), 


这 就 证 明了 函数 5(z) 的 连续 性 ， 
12。 如 果 假 定 济 数 f(t) 在 点 =z 是 连续 的 , 则 在 这 点 函数 B(xz) 有 导数 , 等 
f(z) 


证 明 实际 上 , 由 (2), 有 
P(r+h)— B(z) 
h 
但 是 , 由 于 水 数 f(t) 在 t= z 时 的 连续 性 , 对 任何 一 个 s > 0, 可 以 找到 如 此 的 5 > 0， 
使 当 |h| < 6 时 , 对 在 区 间 [zx,zx 十 加 上 所 有 的 值 t 


=4,， 其 中 myxy<M.. 


f(z)—e < f(t) < f(r)+e. 
在 这 样 的 情形 下 , 不 等 式 


f(x)-e<m <py< Mfr)+e 
中 提醒 一 下 : 几 可 积 函 数 都 是 有 界 的 [295]. 
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人 


现成 立 , 于 是 


1 一 jz 和 e 
现在 显然 Be 
Me 
这 了 就 是 所 要 证 明 的 . 


我 们 已 经 得 到 具有 巨大 原则 性 和 实用 意义 的 结论 . 如 果 假 定 函数 f (z) 在 整个 区 
间 [a,6] 上 是 连续 的 , 则 它 是 可 积 的 [298,1], 并 且 上 面 的 断言 可 被 应 用 到 这 个 区 间 的 
任何 一 点 x 上 :积分 (1) 对 变动 的 积分 上 限 的 导数 处 处 等 于 被 积 函 数 在 这 积分 限 上 

发 一 说 法 ,对 于 在 区 间 [a,b] 上 连续 的 函数 f(z) 恒 有 原 郧 数 存 在 : 有 变动 的 积分 
上 限 的 定 积分 (1) 就 是 它 的 一 个 例子 . 

这 样 , 最 后 我 们 建立 了 早 在 264 目 中 提 到 过 的 那个 命题 . 

特别 地 , 我 们 现在 可 以 把 勒 让 德 函数 玉 与 B [293| 写成 定 积分 的 形状 


ba cg ba 
Ve | -= (BY) / 1 — hk? sin? 9d0. 
0 1 一 KK2sin20 0 


按照 刚才 所 证 明 的 , 这 分 别 是 函数 


ee 一 大 2 sin? w 
V1— k?sin?w 


的 原 妇 数 , 并 且 当 ww = 0 时 变 成 为 0. 

附注 在 本 目 中 所 证 明 过 的 那些 断言 , 容易 推广 到 有 变动 的 积分 下 限 的 积分 的 
情形 上 去 , 因为 (1°) 

We at. 
) fe)dt / f (Oat. 
由 此 , 积分 对 z 的 导数 显然 等 于 -f(z)( 如 果 点 z 是 f(t) 在 那儿 连续 的 点 的 话 ) 
” 306. 第 二 中 值 定理 “最 后 再 建立 _ 个 关于 两 个 函数 乘积 的 积分 
b 
fe "| f(z)g(z)dz 

的 定理 

人 们 把 它 表示 成 各 种 各 样 的 形式 . 我 们 从 证 明 下 面 的 命题 开始 

几 3%、 如 果 在 区 间 [a,b](a < 5) 上 f(z) 单调 递减 (即使 是 广 义 的 也 可 以 ) 并且 是 


非 负 的 , 而 g(z) 是 可 积 的 , 则 


b é 
/ f(z)g(z)dz = f(a) | gs)ds. (3) 


.94 . 第 九 章 定 积分 [306] 


其 中 上 是 所 述 区 闻 中 的 某 一 值 . 
任意 用 分 点 zi(i = 0,1,… ,n) 把 [a, 0] 分 成 车 干部 分 , 把 积分 7 表示 成 下 面 的 


a p(y ey 0 qe hs 
Go 号 ) 5 


如 和 用工 表示 图 数 |g(x)| 的 上 界 , 而 用 wi( 像 通常 那样 ) 表示 长 度 为 Az; 的 第 i 个 
区 间 [zi, zi+i] 上 函数 f(z) 的 振幅 , 则 显然 


nC—l1 Titl n—l 
p< -foldr < LY hn 
i=0 vi 2 一 0 
由 此 , 由 于 盟 数 f(x) 的 可 积 性 [298,IIT, 显然 当 入 = maxAzi 一 0 时 p 一 0, 于 是 
证 
入 一 0 
现在 引进 函数 ， 
ca = /yd 
并 利用 它 把 和 数 o 写成 这 样 : 


= 5 f(t) -et 
或 者 , 最 后 , 除去 括号 并 按 另 一 种 方式 集 项 ， 
= Tote te) = ol + Gf(en) 
当 z 在 区 间 [a,9] 上 变化 时 , 连续 函数 G(xz)[305,11°|] 有 最 小 值 m 与 最 大 值 M 
[85]. 因为 所 有 的 因 式 
jzi1) — f(zi) ( 当 i= 12 网 一 1 时 ) 与 f(x» 1) 


”由 于 对 函数 f(z) 所 作 的 假定 , 都 是 非 负 的 , 所 以 , 分 别 用 m 与 M 替换 G 的 值 我 
们 得 到 两 个 数 : 
mf(a) 与 Mf(o), 
数 o 包含 在 它们 之 间 . 作为 这 个 和 极限 的 积分 1, 显然 也 包含 在 同样 两 数 之 间 , 或 者 
换 一 种 方式 
7 二 0) 其 中 WW 芝 夺 攻 认 
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但 是, 根据 函数 Glx) 的 连续 性 , 在 区 间 [c, 上 可 以 找到 如 此 的 值 <, 使 得 j= G(é) 
[82]. 在 这 情形 下 
1 = f(a)G(é), 
ol 
类 似 地 ,如 果 党 数 f(zx) 仍然 是 非 负 的 , 并 且 单 调 递增 , 则 公式 


b b 
rT)a(z)ar = f(b Tdrx 
/oa /国人 on 


Pe hh. 这 些 公 式 通 第 叫做 波 内 (O. Bonnet) 公式 . 最 后 ， 
14? 如 果 只 保留 f(z) 单调 性 的 假定 , 而 不 要 求 它 的 非 负 性, 则 可 以 断定 : 


& b 
f(x)g(x)dz = f(a) DR (4) 
1 A | 基 
实际 上 , 例如 设 水 数 f(z) 单调 递减 ; 此 时 , 显然 差 f(x) - f(b) > 0, 于 是 , 只 要 
把 公式 (3) 应 用 到 这 个 函数 上 , 经 过 容易 的 变换 后 就 得 到 (4). 
所 证 明 的 定理 就 叫做 第 二 中 值 定理 [比较 304,10?]. 
下 面 的 简单 说 明 可 使 我 们 能 够 赋 给 它 以 稍微 更 一 般 的 形式 . 如 果 函 数 ffz) 在 a 
与 两 点 的 值 f(a) 与 f(b), 用 满足 条 件 


A f(a+0) 与 B<j0-0) (如 果 了 递减 ) 
A<fla+0) 与 B> f(b-0) (如 果 了 递增 ) 


的 任何 两 个 数 4 与 B 来 代 蔡 , 则 不 仅 积 分 7 的 值 不 变 , 而 且 保 持 函 数 f(x) 的 单调 
性 , 于 是 按照 (4) bi 可 以 断定 


z i 
jm dri}B Xadrx. 5 
WW a i 和 (5) 
特别 地 | 四 
(a+0 radzr =0 dx. 5 
Jras = f(a+0) glo) +f( ) | sla) (5 
在 这 里 , 也 像 上 面 一 样 , ¢ 表示 区 间 [a,6] 中 某 一 数值 , 但 一 般 说 来 , 它 依赖 于 数 
A 与 B 的 选取 . 


83. 定 积分 的 计算 与 变换 


307. 借助 于 积分 和 的 计算 ”现在 引进 计算 定 积分 的 一 些 例子 , 在 计算 中 把 定 积 
分 直接 按照 定义 当 作 积分 和 的 极限 来 看 . 预先 知道 了 连续 函数 的 积分 存在 , 为 了 计 
算 这 个 积分 , 我 们 可 以 专 从 方便 着 眼 来 选取 区 间 的 分 划 与 点 . 


. 96 . 第 九 章 定 积分 [307] 


1) zx*dz(a,b 力 是 任意 实数 , 而 大 是 日 然 数 ). 
首先 计算 积分 / z“dzx(a 关 0). 把 区 间 [0,al 分 成 个 相等 的 部 分 , 而 在 每 个 部 分 区 间 上 ， 


0 
如 果 a > 0, 就 对 区 间 的 右 端点 计算 函数 x*, 而 当 a < 0 时 , 则 对 左 端点 计算 函数 z*， 于 是 积分 
和 和 是 


nn 站 
i NF a kr 十 入 十 二 
Cn 一 no) 7 4 pk 
A \n n n*t 
2 一 


并 且 , 如 果 考 虑 到 33 目 例 题 14)， 


2 k+l 
/ rT dr 一 lim cn = . 


由 此 已 经 不 难得 到 一 般 的 公式 


六 一 QT 
cm 一 
| **-/ -| ~ 


2) 三 zr+dzx(b > a > 0 是 任意 实数 )， 
在 这 次 我 们 把 区 间 [a, 9] 分 成 不 相等 的 若干 部 分 , 就 是 在 a 与 5 间 插 入 n 一 1 个 几何 中 项 . 
换 旬 话说 , 令 


考虑 下 列 这 一 串 数 


1 n 
CCCd 0d Cd 一 0. 


我 们 指出 , 当 n 一 ce 时 公 比 g = qn 一 1, 所 有 差 ag'+1 -- aq’ 都 小 于 量 b(q -1 一 0. 
对 左 端 点 计算 函数 , 有 


现在 假定 风 夭 一 1; 于 是 


2) 

一 一 工 

Q ntl n+ gg 一 1 
gr+i 二 1 =( ° ) 元 本 一 


并 且 , 利用 已 经 知道 的 极限 [77, 例 5),(a)], 我 们 得 到 


On 一 ap 人 


q—1) 


b 
| DHA 十 1 ~» 上 十 1 
/ rr dzx = lim On 一 (BT 一 ax ) lim 一 _” -~ 4 _ 
a n= a—1 g++i—1 +1 


“nm Dn (Ve) 


并 根据 为 一 已 知 的 结果 [同上 ,(6)] 


b 7 
dz _ lm on = lim "(VE-1) noine 
eH nO00 7 一 Co Q 


在 y= 一 1 的 情形 有 
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3) 人 sin zdz. 把 区 间 [a,4|] 分 割 成 n 个 相等 部 分 , 今 h = “二 2 如 果 a < b, 对 右 端点 计算 
明 数 sin zx, 而 当 a > 5 时 , 则 对 左 端 点 计算 sin x. 于 是 


on 一 及 > sin(@ + ih). 
我 们 要 找 出 等 式 右 端 和 的 简明 的 表达 式 ,以 2 sin 2 乘 并 除 等 式 右 端的 和 , 然后 把 所 有 的 项 表 
示 成 余弦 差 的 形状 , 容易 得 到 


Nn 


Dsin(a tih)=— EY 2sin(a + ih)sin 2 


Se “sin = i=1 | 
Des (et (1-3)) -eo0s (ot (+1)n)| 
2sin 一 i=1 
COS (e+ 2 一 COS (oa+ (n+ 5 全 
2 2 
h CL 
2 sin 一 
sin 5 
这 样 一 来 
h 
这 过 人 eos (e+ 3h) -cos (s+ an)|. 
Sm 


因为 当 nn 一 co 时 hh 一 0, 所 以 
h 
a TU. li 2 [cos (a+ 3h) ~ cos + 5h)| = OS QC— b 
: 0 D 了 一 COS cos 5b. 


类 似 地 , 由 初等 公式 中 
和 a (e+ (n+ 3 ) h = (a+ 35h) 


>》 cos 人 (2) 


i=1 2 sin > 
出 发 , 容易 建立 
b 
/ cos Xdz = sinb — sina. 


4) 为 要 给 出 一 个 稍 难 的 例子 , 考虑 通常 所 谓 的 泊 松 (S.D.Poisson) 积分 


1 In(1 — 2r cosz + r’)dz. 
0 


因为 
(1 一 ab 所 1 一 27cosz 
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所 以 , 当 假 定 |”| 关 1 时 , 我 们 看 出 , 被 积 函 数 是 连续 的 , 而 积分 就 存在 . 
把 区 间 [0,r] 分 割 成 ”个 相等 部 分 , 即 有 


(1 十 7) "I (1—2rcosk= +r?) ， 


A A 2 
oO 2 n( 7 cosk— 十 7 ) 


其 中 [是 乘积 符号 . 另 一 方面 , 从 代数 学 知道 分 解 式 @ 


nC—1 


kn 

2 九 2 2 
一 二 一 工 | 一 2 一 一 十 ) 
pA (z ) 人 之 COS 之 


k=1 


当 z 二 7 时 利用 这 个 恒等式 , 把 cn 表示 成 下 面 的 形状 
7 Tr 十 ]， >» 
on = Tn{ T(r -D)} 


太一 工 
现在 设 |r| < 1, 于 是 r*” 一 0, 因而 
/ In(1 ~ 2rcosz+r )dr = lim on=0. 
0 NR OO 


如 果 |r| > 1, 则 把 cn 改写 成 


mn 2 +arinl 
n rl rr2n 


后 , 我 们 得 到 _ 
/ In(1 — 2r cosz +r )dx = 27r In|r|. 
0 


读者 看 到 , 按 和 的 极限 来 计算 定 积分 的 直接 方法 , 甚至 在 简单 的 情形 下 也 需要 
重大 的 努力 ; 因而 很 少 利 用 它们 . 在 下 节 中 所 述 的 方法 是 最 实用 的 方法 . 
308. 积分 学 的 基本 公式 ”在 305 目 中 我 们 见 过 , 对 于 在 区 间 [a,4] 上 连续 的 项 
数 了 f(z), 积分 , 
= | /Oa 


是 原 函 数 . 如 果 F(x) 是 函数 f(z) 的 任何 一 个 原 函 数 (例如 , 用 上 章 81 ~ 84 的 方法 
所 求 得 的 ), 则 [263| 
Br) = F(z)+C. 
在 计算 1 的 2n 次 根 的 值 时 , 我 们 有 把 z2* -1 分 解 成 线性 因 式 的 这 样 一 个 分 解 式 : 


nl] 


k k 
2 亿 一 1 一 | (2 -es TisinT) 
n n 


天 一 一 用 


这 儿 i 是 虚数 单位 . 把 所 有 共 恩 因 式 收 集 在 一 起 , 我 们 就 得 到 z2” - 1 等 于 


人 包 一 工 多 一 工 


En k kn 
(z2 DH- (2-o0s TT tisin 了 2) = (z2—1 T+ ) 
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容易 把 常数 C 定 出 , 在 这 里 令 x = a, 因为 B(a) = 0, 即 有 
0= @(g) = F(a)+C， 由 此 C= 一 F(a). 


最 后 


特别 地 , 当 x = 时 得 到 
b 
8(0) = | f(s)ds = FW) -Flo). (A) 


这 驶 是 积分 学 的 基本 公式 @. 
所 以 , 定 积 分 的 值 可 表示 成 任何 一 个 原 函 数 在 x 二 6 与 Zz 二 a 时 的 二 值 的 差 ， 
如 条 把 中 值 定理 [304,9°] 应 用 到 积分 上 , 并 记 起 f(x) = F(z), 就 得 到 


Fb) -Plo)= f(b-o)=F(0):(0-a) (agcesd) 


读者 认识 这 是 函数 F(x) 的 拉 格 朗 日 公式 [112]. 可 见 , 借助 于 基本 公式 (A) 可 建立 
微分 中 值 定 理 与 积分 中 值 定理 之 间 的 联系 . 

公式 (A) 给 出 计算 连续 函数 f(z) 的 定 积分 的 一 个 有 效 而 简单 的 方法 . 须知 对 
于 这 些 归 数 的 许多 简单 种 类 ,我 们 能 通过 初等 肾 数 把 原 函 数 表示 成 有 限 形状 . 在 这 
些 情形 下 , 定 积分 可 按照 基本 公式 直接 计算 . 但 需 注 意 , 右 端的 差 数 通常 写成 符号 
F(z)| (“双重 兰 换 从 a 到 加 ), 而 公式 写成 如 下 的 形状 . 


b 


/ az 二 


(sa 


例如 , 我 们 一 下 子 得 出 : 


+1 
] ) 广 zndz = 一 
H a 
b 


b brtl 一 OH 十 1 


1 十 工 


(4 #1), 


d 
2) 户 一 =lnzl. = naay0,b>0) 


他 


b 

b ， 

3) 人 sin zdz = 一 cos z| = cosa 一 COS b， 
Q 


广 cos zdz = sinz| = sinb — sina, 
一 一 这 些 结果 , 正 是 我 们 在 上 目 中 费 了 很 大 力气 才 得 到 的 结果 [比较 例题 1),2),3)]®. 
中 这 里 的 讨论 与 我 们 在 264 目 中 计算 函数 P(z) 与 面积 P 时 所 利用 的 那些 事实 完全 相似 . 公式 


(A) 本 和 喘 可 以 由 比较 264 目 与 294 目的 那些 结果 而 容易 地 得 到 . 
@ 上 目 中 例题 4) 就 不 能 这 样 简单 地 解决 , 因为 对 应 的 不 定 积 分 不 能 在 有 限 形状 中 表示 出 来 . 
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309. 例题 ”我 们 再 举 一 些 利用 公式 (A) 的 例子 : 


4) 
(a) / sin mz sin nzdz = 5 | 和 | = 
ps m—n mo 本 
a 元 
人 = Ty 二 xn， [参看 255, 17), 18)] 
ws 2 2 上 
类 似 地 


A 
(B) | sin mz cosnzdz = 0, 
-TT 


(T) | cos mx cosnzdz 二 0 或 7x， 看 是 否 n 关 mm 或 n= m 而 定 . 
5) 求 下 列 积分 的 值 (m,n 是 自然 数 ): 


(0) 三 sin(2m — 1)z 1 


S1D 之 


于 2 
(6) | (于 芝 ) dx | 费 耶 (L.Fejér)] 
O 


SIN I 
提示 (a) 在 公式 (2) 中 令 ga=0,h=27 及 n= mm 一 1, 可 以 导出 


mC—1 


sin(2m 一 1)z 
ES 


由 此 , 因为 所 有 单个 的 项 容易 按照 公式 (A) 积分 , 立即 可 得 到 
下 sin(27m 一 Dz _ 人 7 
0 


Sijm 并 2 


(6) 从 公式 (1), 仿 a 三 二 zj 三 25; 求 出 
二 — COS2nNT sin2 nz 


2m—1 一 一 一 一 二 
有 2Sin 2 sinz 


mm 二 1 


由 此 , 如 果 利 用 上 述 结果 . 


分 2 
2 /sinnz i 
- dT = nC—. 
站 sinZz 2 


6) 计算 积分 
- 人 CT 
二 1 V1 二 2a7z 二 az 一 26z 十 62 
其 中 0< aw,6 < 1 


如 果 在 公式 [283(6”)] 


QB 2 + VaV oar + br te 十 C 


这 


/六 
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中 使 
ax +bz+ce= (1—2ar+a’)(l— 20r+ Oy 


那么 , 微分 后 , 得 出 


QZ 十 2 = (= 00 = Pl D0 Eg 


由 此 容易 推出 , 当 x = 工时 , 在 对 数 符 号 下 的 表达 式 得 到 值 
人 SET 
=-[Va(l1 -pb)- VB -of =-(Va- VA)(+ Vapy,, 
而 当 z = -1 时 , 得 到 值 
-(Va— VB)*(1 — Vop)” 


这 样 一 来 , 最 后 对 于 所 求 积分 就 得 到 只 依赖 于 乘积 a6 的 简单 的 表达 式 呈 


i 
VaB 1- VaB 


辑 数 (7) 保持 连续 性 就 够 了 .， 

因此 , 例如 , 我 们 有 权利 与 [268|]: 

2 "| Q 

7) J VO de Bova i = arcsin 2 | SS 
虽然 在 z 二 上 a 时 所 求 得 的 原 函 数 的 导数 的 问题 还 待 研究 ， 

在 计算 下 面 的 积分 时 我 们 会 碰 到 某 些 困难 : 

1—r? 
Sh eG i < 


ER 
因为 在 288,13) 中 所 求 得 的 原 函 数 


(2 人 2aict ( 到 rte? ) 
在 z== 土 x 时 没有 意义 . 可 是 , 极限 


link (2 eR 


Tz 一 一 "十 0 TXT—T—0 


显然 存在 , 并 且 如 果 补 充 规定 (一 x) 与 F(7) 恰好 等 于 这 些 极限 , 则 函数 F(z) 在 区 间 的 端点 上 
不 仅 是 确定 的 , 而 且 是 连续 的 . 因此 仍然 有 


1 六 
/ 1 recosrm tr (2) (7) (—7) = 27 


9) 类 似 地 也 可 计算 积 


人 和 


+ 4cos27 十 2Bcoszsinz 十 Csin2z 
2 


@ 我 们 的 计算 只 在 a 关 6 时 是 没有 错误 的 , 但 容易 看 出 , 这 结果 在 a = .6 时 也 是 对 的 . 
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我 们 已 经 有 了 [288,10)] 原 函 数 的 表达 式 


1 E CtgzZ 十 号 


和 ET 
a 


对 Ee 是 适合 的 . 由 此 


2 dz 2 Xt 
| Se 二 一 一 一 一 一 ， 
2 4cos27 十 2Bcoszsnz 十 Csin 7z _#+0 VAC — B? 


其 中 记号 -5 0 - 0 象征 着 取 函 数 下 (x) 的 对 应 的 极限 值 的 必要 性 . 
10) 如 果 在 计算 积 
人 zx4 十 a 
. T6+1 


sa 3 (wy 
3 ”24 一 4r2 十 1 
出 发 并 在 这 儿 以 z = 0 与 x = 1 震 入 , 则 对 于 积分 就 可 以 得 到 离奇 的 值 0( 正 函数 的 积分 不 可 能 
有 有 零 什 !) 
错误 在 于 这 个 表达 式 当 z = V2 一 V3 = zo 时 经 历 一 个 跳跃 点 . 如 果 一 一 地 分 别 从 0 到 zu 


与 从 zo 到 1 来 计算 积分 , 就 可 得 到 正确 的 结果 


LL . ee 
0 0 2Z0 十 0 3 


11) 借助 于 原 函 数 , 容易 计算 积 4 


时 从 形式 上 计算 出 来 的 原 蛆 数 


2 
三 2、 


lL 
| we 
全 


如 采 回 想 一 下 对 应 的 积分 和 数 趋向 于 它们 , 就 可 以 得 到 , 例如 , 这 样 一 些 极 限 的 关系 式 : 


2 
A 


1 
1 


lim 


(+ + + 元 ) =In2 
Im 一 oo \ 多 十 1 十 2 2 作 加 


1 


| 1 
0 


1 
no0 ( 直 十 12 


310. 基本 公式 的 另 一 导出 法 ”现在 把 基本 公式 (A) 在 更 一 般 的 假定 下 建立 起 
来 . 设 明 数 f(z) 在 区 间 [a,9] 上 是 可 积 的 , 而 在 [a,8] 上 连续 的 函数 F(z) 在 ( 上 
处 处 有 导数 f(z) 

oe sha (3) 
或 者 其 至 只 在 除 有 限 个 点 外 处 处 有 导数 f(z). 
用 任意 方法 把 区 间 [a,b] 用 点 


S10 Eh 2 < 和 是 < 人 和 全 < 和 
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分 成 若 于 部 分 [只 需 照 顾 到 把 所 有 那些 不 满足 关系 式 (3) 的 点 都 包括 到 它们 中 间 就 
够 , 如果 有 这 样 的 一 些 点 的 话 ], 显然 即 有 
nC—1 
| 
2 一 0 


把 有 限 增 量 的 公式 应 用 到 记号 》 后 面 差 中 的 每 一 个 差 上 去 一 一 对 于 这 个 公式 
的 应 用 , 所 有 的 条 件 部 是 满足 的 . 于 是 得 到 


7 一 1 


F(b) ~ Fla)= > F(é&)(miri — 2i), 
i 二 0 
其 中 5 是 某 一 确定 的 (虽然 对 我 们 来 说 是 未 知 的 ) 在 zi 与 zi 之 间 的 zx 值 . 因为 
对 于 这 个 值 FF(&;) = f(&i), 所 以 我 们 可 以 写 


n—1 
> 
i=0 


在 右 端 得 到 了 郴 数 f(z) 的 积分 和 c. 我 们 已 假定 对 于 和 o 当 入 一 0 时 ,不 依赖 
于 数 5 的 选取 , 存在 看 确定 的 极限 . 因此 , 特别 地 , 保持 看 (在 所 指出 的 这 些 数 的 选 
取 之 下 ) 常数 值 的 这 一 和 也 趋 于 这 积分 , 由 此 束 推 出 


= {f(a 


在 上 目 中 我 们 曾 借助 于 基本 公式 计算 过 定 积分 . 但 它 也 可 以 被 利用 在 男 一 方面 . 
在 基本 公式 中 以 z 代替 5b, 而 以 F(z) 代 蔡 f(x) 后 , 可 以 把 它 写 成 下 面 的 形状 


F(x) = F(a)+ F'{(t)adt. 


这 样 , 信 助 于 极限 步骤 (因为 定 积 I 0 Ce ), 原 困 数 F(z) 
就 可 以 “还 原 ” 出来， 记名 避 有 -| 
本 ,这 是 仿 定 导数 而 数 不 公有 网 而 且 依 又 定 义 可 但 这 并 不 古 水 还 都 能 


311, 递 浴 公交 提 和 六 起 草本 公 直 在 适 当 的 条 件 下 ,下子 就 给 出 定 积分 的 
值 . 另 一 方面 , 利用 它 的 帮助 , 不 定 积分 理论 中 的 各 种 递 推 公式 就 可 改造 成 为 定 积分 
中 的 类 似 的 公式 , 而 把 某 一 个 定 积分 的 计算 化 成 另 一 个 (一 般 说 来 较为 简单 的 ) 定 积 
分 的 计算 . 

我 们 首先 指 的 是 分 部 积分 公式 


fi = ot 
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与 它 的 推广 [270, (3) 与 (5)], 以 及 局 部 地 建立 在 它 上 面 的 另外 一 些 递 推 公式 [271, 
(6); 280; 287]. 它们 的 一 般 形式 是 这 样 的 : 

f fle)ar = lz) - /oa (4) 
如 果 这 一 种 公式 的 应 用 范围 是 区 间 [中 则 在 定 积分 中 的 对 应 公式 为 


[ sear = -三 om 6 


在 这 里 假定 函数 f,g 是 连续 的 . 
为 了 证 明 起 见 , 把 公式 (4) 中 最 后 一 个 积分 用 更 (z) 来 表示 . 于 是 


= (7) 


之 


b 
~ B(7) 


Q 


b 


b 
/f(s)az = Ip(z) -sa 


Q 


同时 , 因为 


所 以 我 们 就 得 到 要 证 明 的 公式 ， 
特别 地 , 分 部 积分 公式 现在 取 如 下 的 形状 


b » b 
| wiv=w -/ vdu, (6) 


b b 
/ UV NtD) yr 一 [wD nD 十 .十 (—1)?*u (Vo 


而 推广 公式 则 变 成 这 样 : 


Qa 


b 
+ ("| u(t hvydr; (7) 


在 这 里 函数 wwv 与 所 有 出 现 的 它们 的 各 级 导数 仍然 都 假定 是 连续 的 . 

确定 出 数字 之 间 的 关系 的 公式 (5), 原则 上 比 函数 参加 在 内 的 公式 (4) 更 简单 些 ; 
如 果 双 重 替 换 等 于 零 , 它 就 会 是 特别 方便 的 . 

312. 例题 

1) 计算 积分 


TT 区 


全 
Jm = / sin™ zdzr,， J = / cos™ zdz 
0 0 


( 当 m 为 自然 数 时 ). 
分 部 积分 , 我 们 得 到 


社 加 
Jn = / sin™ zd(—cosz)= — sin™-! zcosz| 十 (m— 1) / sin™ ?ycos? vdz. 
0 0 0 
双重 蔡 换 变 为 零 . 以 1 - sin? zx 代替 cos? zx, 得 到 


Jm = (mo— 1)Jm2 — (m— 1)7nm, 
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由 此 得 到 递 推 公式 ; 
7 二 了 一 J 2, 
7 


依 这 公式 , 积分 Jm 依次 地 化 成 如 或 几 . 即 当 m= 2n 时 有 


7T 


/7 .on (2n—1)(2n—3)..….3.:1 7 
m= | Sn zdz = 2n (2 一 24.2 “2 


如 果 到 三 27 十 1 则 


2n 二 1 
m= | SIN 化 人 1)(2 1)...3.1 


对 于 ,内 也 恰好 得 到 同样 的 一 些 结果 . 
为 了 把 所 得 到 的 表达 式 写 得 更 简明 些 , 可 以 利用 符号 mll@. 于 是 可 以 写 


， 。 (mm 一 1 yy mn 是 偶数 时 ， 


和 3 ml! 2 
/ sin™ zdz = / cos™ zdz = (8) 
_ 1) 
' ' (mm 二 Dy m 是 奇数 时 


mll! 


2) 证 明 公 式 


加 
(a) / cos™ zcos(m + 2)razr = 0, 
0 


2 1 
6 “rsi 2)7zdz = 一 一 一 
(6) / cos zsin(m + 2)zdz mi 


夸 Sin 一 一 
in™ 2)zdz 一 一 
(B) / sin zcos(m + 2)zdz rt 


子 COS 一 一 
(T) / sin™ zsin(m + 2)xdzx = < 
0 7 十 工 


(其 中 m 是 任何 一 个 整数 ). 
考虑 积 
/ | cos™12 7 cos(m + 2)zdz 
0 


并 对 它 作 两 次 分 部 积分 : 


务 
/ cos™1? y cos(m 十 2)zdz 
0 


Sb 


1 
一 [cosm+ zsin(m 十 2)2 一 cosm+lzsinz cos(m + 2)z] 


mm 二 2 


] 的 
] 7 。 7 十 2 9 a , 
十 3/ (m+1)cos™” xsin z+tcos zj] cos(m + 2)zdz 


中 注意 ,ml! 表示 不 超过 mm 而 又 与 m 有 相同 的 奇偶 性 的 那些 自然 数 的 乘积 , 


. 106 . 第 九 章 定 积分 [312] 


双重 蔡 换 变 为 0. 在 这 里 就 用 1 -- cos? x 来 代替 sin? zx, 得 到 等 式 


六 
/ cos™t? xcos(m + 2)zdz 
0 


= 一 cos™ x cos(m + 2)zxdz 十 cos™t” zcos(m + 2)zdz, 
由 此 就 推出 (a). 
类 似 地 可 建立 其 余 的 等 式 . 
3) 计算 ( 当 为 自然 数 时 ) 积分 


TT 


3 
的 乞 
K, = cos” Xsinnzrdz, Ln a) cos” Tcos nzdz. 
0 0 


分 部 积分 , 即 有 


A 


1 


_1 ; 
K,=— -| cos zsinZzcosnradr. 
nn 

0 


如 果 在 等 式 两 端 各 加 以 Ka, 那么 , 把 右 端 积分 符号 下 的 表达 式 变形 后 , 容易 得 到 


或 者 


按照 这 个 弟 推 公式 就 容易 得 到 


a 人 + 
DD AT, 3 nn 
类 似 地 
Tt 
Ln = onti1 
4) 求 积 


其 中 天 > 0, 而 m 为 自然 数 . 
知 部 视 分 :| 比较 2715)| 


1 ] 4 
/ rln™ zax = Ze 二 nm 人 
| 


引出 递 推 公式 


Hr,m ed 
由 此 就 可 得 到 | 
rn WAAR 
ef ae 一 (—1) (KE 二 Tt 


这 个 例子 的 特殊 性 在 于 : 在 点 z = 0 处 , 两 个 被 积 函 数 与 替换 符号 下 的 函数 的 值 都 是 作为 当 
2Z 一 十 0 时 的 极限 值 而 确定 出 来 . 
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5) 按照 280 目 公 式 (II) 有 (认定 p 及 9 是 自然 数 ) 


a 
fa ee Se a (I=2) rds, 


当 在 从 0 到 1 的 区 间 上 取 定 积分 时 , 它 给 出 


1 1 
二 上 AND 一 1 
(LT dp i ) (1 — 7)? zdz. | 
逐次 应 用 这 个 公式 , 我 们 得 到 


?Priddz pp rdz 
[Re 0 er 


No 
| (1 — 2z)7r"dz = 二 
6) 如 果 在 287 目 公 式 (IV) 中 , 当 jy 及 v 是 自然 数 时 取 定 积分 , 那么 , 利用 例题 1) 的 结果 ， 
可 得 到 更 普遍 的 公式 
2 一] 一 1 
时 ( 当 44 及 wv 是 个 数 时 ) 
sinz” cos zaz = 
0 


人 i UD (在 所 有 其 他 情形 )， 


313. 定 积分 的 换 元 公式 ”同一 基本 公式 (A) 使 我 们 能 够 建立 定 积 分 符号 下 的 
换 元 法 则 . 

设 要 求 计算 积分 ”f(z)dz, 其 中 f(z) 是 区 间 [wb 上 的 连续 函数 . 令 z = p(t)， 
使 晒 数 plt) 合 于 条 件 : 

1) p(t) 在 东 一 区 间 [a, 8] 上 确定 且 连 续 , 并 且 当 上 在 [a,8] 上 变化 时 p(t) 的 值 
不 越 出 区 间 fa,9| 的 范围 @， 

2) p(a) = a p(B) = 8b; 

3) 在 [a, 8] 上 连续 导数 w' (0 存在 . 

在 这 些 条 件 下 , 公式 和 


b 9 g 
| fas= | fp) (9) 
成 立 


由 于 假定 被 积 消 数 此 是 连续 的 , 于 是 不 仅 是 这 些 定 积 分 而 且 对 应 于 它们 的 不 定 
积分 驶 都 存在 , 那么 在 公式 (9) 的 两 侧 就 都 可 以 利用 基本 公式 . 但 如 果 F(z) 是 第 一 


@ 可 能 发 生 这 样 的 事情 : 函数 f(z) 在 比 [a,9] 更 大 的 区 间 [4, B] 上 确定 且 连 续 , 于 是 只 需要 求 
2 的 的 值 不 越 出 区 间 [4, B] 的 范围 就 够 了 . 
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个 微分 f(z)dz 的 一 个 原 函数 , 则 函数 8(t) = Fedt)) 如 我 们 所 知道 的 .就 是 第 一 个 
微分 f(y(t))y'(t)at 的 一 个 原 函 数 [参看 268]. 因此 同时 有 
b 
/ f(z)dz = F(b) ~ F(a) 
与 B 
/ f (pO)p (tdt = (6) — Ba) = Fo(D)) — Fp(0)) = FD) — F(a) 
由 此 就 推出 要 证 明 的 等 式 . : 


附注 我 们 指出 公式 (9) 的 一 个 重要 的 特性 . 在 利用 换 元 法 计算 不 定 积 分 的 那 
个 时 候 , 我 们 得 到 了 用 变量 t 表示 出 来 的 所 求 函数 以 后 , 应 当 变 回 到 旧 有 的 变量 x 
这 儿 孝 不 需要 这 样 . 如 果 (9) 中 的 第 二 个 积分 计算 出 来 了 , 这 乃 是 一 个 数目 , 那么 第 
一 个 积分 自然 也 就 计算 出 来 了 . 


314. 例题 
D) 信 助 于 车 换 > = asint 求 积分 /% Va? 一 Z3dz; 这 儿 值 0 与 5 起 a 与 B 的 作用 . 我 们 有 


a 子 2 
02 — rx2dr = a? cos? tadt = (: 十 > =) 
0 0 2 2 
[参看 268] 


2) 一 般 地 , 当 n 是 自然 数 时 , 借助 于 同一 替换 , 可 得 


7 
万 2 


0 4 


“ 2 2n!! 
/ Ce / cos’"t! tdt = ao"t! 
0 0 (2n + 1)!! 


[参看 (8)], 并 且 类 似 地 


2 2 2n—1 27, (2n.— 1)!7 
(2) ”d= 2nll 了 
3) 
2 37 
[Ye 


作 震 换 x = a sect; 变量 t 的 积分 限 0 与 5 对 应 于 变量 x 的 积分 限 a 与 2a. 我 们 得 出 


§_ V3 


3 1 sin3+ 
sin? tcostdt = — = go2: 
1 a 


Wy 2 
2” /, a 3 


A . 
TsSinZz 
5 QZ， 
0 ] 十 Cos“< 并 


用 蔡 换 zz 一 克 一 上 (其 中 上 从 元 变 到 0) 可 化 成 下 面 的 等 式 : 


” zsinz jp = rt)sint 
0 1 二 cos?Z Jj。 1l1+cos?t 


4) 考虑 积分 
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二 
或 


” zsinz 多 sint ” tsint 
dx = es dt 
] 十 CoS“2 并 站 1 十 CoSs< 1] 十 Cos< 上 


把 最 后 一 个 积分 (在 此 积分 中 仍 用 z 代 换 t) 移 至 等 号 左边 , 得 到 


” wasinz nf sint 不 
ax 一 一 以 一 一 一 arctcfcost 
1 十 cos27z | 1 cos2t 2 g( ) 


[参看 后 面 的 11), 在 那里 , 这 个 例子 得 到 了 推广 .] 


5) 计算 积分 了 = 于 da 


替换 z= tgy (其 中 从 0 变 到 工 )】 把 积分 变 成 /In(1 + tgp)dp. 但 


V2sin (~ t+) 
4 
BE COS 


于 十 


4 F 
,= nm2+ 上 ln sin (了 9 op 一 ln cos da. 
0 0 


因为 两 个 积分 相等 (例如 , 用 替换 w = 2 一 钞 并 且 从 二 变 到 0, 就 可 以 把 第 二 个 积分 化 成 第 
一 个 积分 ), 所 以 最 后 
J 一 i 


我 们 指出 , 积分 由 全 全 dz 也 有 相同 的 值 , 这 容易 用 分 部 积分 法 证 明 | 


6) 现在 建立 
arctgz , 2 
i 
提示 ” 作 蔡 换 x = te 
站 提 二 人 人 民 妆 妥 形 友 员 二 个 伏 


Z 十 VzZ2 一 1cosw) aop 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
. ( We (Z 一 VZ2 一 1cosg)n+l 


认定 zx > 工 并 且 ? 是 目 然 数 . 
这 可 按 公式 
(z+ Vx?2—1lcosp)(zr— Vr2—1cos0)=1 
用 变换 变量 的 方法 来 作 到 . 由 此 


一 Vz2 一 上 十 Zcosb 
cos 0 二 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
- 和 一 VZ2 一 1cosb 


其 中 右 端 表达 式 的 绝对 值 不 超过 1, 而 且 对 于 区 间 [0,x] 上 的 每 一 个 9 都 在 同一 区 间 上 有 某 一 个 
2 与 它 单 什 地 相对 应 . 当 06= 二 0 或 x 时 也 有 w= 二 0 或 7. 我 们 有 


sin 0d0 
(zz 一 Vz2 一 1cosb)2 


sin do = 
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CC 


而 因为 


sing 
rT— Vri2—1cos0 


J = a 
站 TT— Vi?2—1cos0 


ny 0d0 
(z+ Vz? 一 1cosO) dN 0 To Or 
由 此 就 推出 所 要 求 的 等 式 . 


[我 们 指出 , 两 个 积分 (只 相差 一 因子 r) 都 表示 第 n 个 勒 让 德 多 项 式 X (2),118,6).] 
8) 对 于 任何 在 区 间 [0, aj(a > 0) 上 连续 的 函数 f(z), 永远 有 


/ f(a)ds = / fla -tat 


( 作 蔡 换 > = a -为 a > t > 0). 特别 地 , 因为 cos x = sin (5 一 z), 所 以 对 任何 连续 函数 FF(w)， 
有 


sinw 一 


所 以 


于 是 最 后 得 到 


2 


广 Fl(sinz)dz = 广 Fl(cosz)dz. 
0 0 
9) 设 f(z) 在 对 称 区 间 [a,aj(a > 0) 上 连续 . 此 时 在 偶 郧 数 的 情形 [99,25)] 


/ | f(z)dz =2 / f(s)ds, 


而 在 坷 画 数 的 情形 。 
/ f(z)dzr = 0. 


在 两 种 情形 中 积分 /“。 都 可 表示 成 两 个 积分 的 和 /" + /* 的 形状 , 并 且 应 用 替换 z = -+ 
于 它们 中 的 第 一 个 . 

10) 设 有 周期 为 w 的 连续 周期 函数 f(z), 于 是 对 任何 z : f(z 十 w) = f(z). 此 时 在 长 度 等 于 
周期 w 的 任何 一 个 区 间 上 , 这 个 函数 的 积分 有 同样 的 什 


a 二 Tw WwW 
/ ao= | f(z)dz. 


为 要 证 明 , 我 们 分 解 /+ = [+ + *1” ,并 且 把 替换 x 一 上 十 wo 应 用 到 右 端 第 三 个 积 
分 上 , 可 看 出 , 它 与 第 一 个 积分 只 相差 一 个 符号 . 

11) 证 明 

/ rf(sinz)dz = 7/ f(sin x3)dzx, 
0 0 

其 中 f(w) 是 任何 一 个 在 区 间 [0, 1] 上 的 连续 函数 . 

提示 利用 替换 z= 二 x 一 +. 

12) 证 明 


27 A 
/ (acos0 十 bsin0)db = 2 OUVa2 十 82 cos 入 )dA， 
0 0 


其 中 yp(w) 是 任何 一 个 对 于 lu < Va? 十 如 连续 的 函数 . 
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由 关系 式 
coOSQ 二 2 SINQ 一 bo 
02 十 22 Va2 十 0 


定 出 a 后 , 我 们 有 
2cos0 十 bpsin0 三 Va2 十 bcos(O 一 a). 
由 于 10) 可 以 写 


27 十 元 
/ Pp(acos0+ bsin0)d = / Of(Va2 十 bcos(0 一 oa))d0 
[@] 一 


包 一 不 


或 者 , 如 果 令 9 一 a = 入 并 且 用 9)， 
/ p(Vao+h NA =2 上 Pp(V a? + bcosAM)aA. 
x 0 


13) 证 明 
/ g{sin 2u) cos dz = 上 g(cos” Vy) cos vdv, 
0 0 
其 中 g(z) 是 z 在 区 间 [0,1 上 的 任何 一 个 连续 函数 ， 
把 第 一 个 积分 表示 成 两 个 积分 的 和 的 形状 /= J%* 十 Js， 用 替换 w= 二 一 w 把 它们 中 
的 第 二 个 也 引 到 区 间 |0, |] 上 , 就 得 到 


元 


/ 9g (sin 2u)(cos w+ sin v)av. 
0 


在 这 里 我 们 从 关系 式 


. 2 
Sin 21 一 COS wv 


出 发 来 作 换 元 ; 显然 v 从 5 减少 到 0 与 4 从 0 增加 到 相对 应 . 取 微 分 


COS 21 du = — sin wv coswv dy; 
考虑 到 
cos2u = V1l—sin 2 = V1l—costiv=sinvvVitcos?w 
及 
1+cos’v=1+2sinvcosu = (sinu 十 cos 2， 
最 后 得 出 


(sinv+t cosvu)du = — coswvdv. 


现在 已 经 不 难得 到 所 要 求 的 结果 了 . 
14) 最 后 我 们 回 到 泊 松 积分 


7T{(7) = / In(1 — 2r cosz+r’)dz 
0 


[比较 307,4)]. 我 们 已 经 知道 , 当 |r| 和 1 时 被 积 函数 连续 且 积 分 存在 . 我 们 现在 利用 一 个 巧妙 方 
法 重新 把 它 计算 一 下 , 在 这 方法 中 换 元 起 者 重要 的 作用 . 
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预先 指出 , 由 显然 的 不 等 式 
(1—|r)* <1—2rcosz+r’ < (1+|r))’, 
取 对 数 , 然后 从 0 到 7 积分 , 得 到 ( 当 |r| < 1 时 ) 
27 In(1 — |7|) & T(r) < 27 1n(1 + |7|). 


由 此 显 见 , 当 7 一 0 时 也 有 T(r) 一 0. 
现在 考虑 积分 
了 (一 7) = / In(1 + 2r cosz+r’)dz. 
0 


如 果 在 这 个 积分 中 令 z= 二 x 一 t, 并 日 t 从 7 变 到 0, 那么 就 出 现 


1(—7) = / In(1 + 2rcos(r—t)+r dr 一 办 二 人 In(1 — 2r cost+r’)dt = I(r). 


在 这 种 情形 中 


27(7) = T(7) 十 了 一 7) = 人 nl(1 一 2rcosz 十 7 )( 十 2rcosz 十 rdz 
0 


27(7) = / In(1 — 27° cos 27 + 7 )dz. 
0 


令 2 一 


(其 中 t 从 0 变 到 2r), 得 到 


] 27 1 Cy 1 2 
27(7) = In(1 — 2r? cos cd/ 3/ . 
0 0 Tt 


所 得 到 的 积分 中 的 最 后 一 个 积分 用 替换 + = 27 一 4 可 (其 中 尺 从 7 变 到 0) 化 成 第 一 


分 , 于 是 我 们 得 到 
由 此 


在 这 里 以 7? 代替 >, 如 此 下 去 , 容易 得 出 普遍 公式 


I(7) = 元 7(22 ) (n= 1,2,...). 


[314] 


个 积 


现在 设 |r| < 1, 于 是 当 一 ce 时 7? 一 0; 同时 因为 (按照 开始 时 的 说 明 )I(r?) 一 0, 所 


以 应 当 恒 有 
I(7) = 二 0 当 |r| < 1 时 . 


现在 当 |r| > 1 时 容易 计算 这 个 积分 . 实际 上 
1— 2rcosz+r =7 (1 -2 .zcosz+ 三 )， 
7 7 


内 而 | | 
In(1 — 2rcosz+r )=2In|r|+In @ 一 2. 工 c0SY 十 二 ， 
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于 是 ,从 0 到 r 积分 , 即 有 
Ve DE A gy (= 


但 是 , 按照 上 述 ,7 (> 二 0; 因而 当 |r| > 1 时 有 
A(r 2 i 


我 们 在 307 目 中 也 得 到 同样 的 结果 . 


315. 高 斯 公式 、 蓝 登 变 换 ”还 是 作为 换 元 法 的 一 个 例子 , 我 们 考虑 高 斯 (C.F.Gauss) 为 了 
变换 积分 


| 一 一- (o>b>0) 
0 a?2cos2 p+b2sin wp 


的 形状 所 建立 的 著名 的 公式 . 
这 里 令 


2asing 
(a+b)+{(a—b)sin’0 
容易 看 出 , 当 9 从 0 变 到 > 时 ,p 也 在 同一 范围 内 增加 . 取 微分 
(a+b)— (a—b)sin’0 


sinw = 


dp 0 bad0. 
Pe “f(a 十 人 十 (a 一 外 sin20]? 
但 是 
(a+b)?2— (a—b)?sin*0 二 
二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 co 
0 (a+b)+ (a—b)sin’g | 
于 是 
od bi (0 = bon 0 d0 
(a+b)+ (0—b)sin 0 (@+b)?2— (a—b)?sin’0 
双全 而 


(a+b)— (a—b)sin’0 
V a2 cos2 p+ hsin yg =a 


(a+b)+(a—b)sin’0 
因而 最 后 dw 18 


0 a el 人 
a“ cos* wm 十 六 Sin wp ( 写 ) cos20 十 apsin20 


如 果 令 Q1 = by oo - Vab 则 


六 dw 3 
G = / 0 / 0 
四 sin2 w 0 Q2 COs? Gd bs sin 0 
用 这 有? 个 变换 我 们 得 到 


2 d 
| CC (n = 1,2,3,.….), 
0 a2 cos2 p+ bsin? p 


其 中 整 序 变量 an, bw 由 递 推 关系 式 
Un 一 各 二 二 bn, = EW Me | 
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定 出 . 我 们 已 经 知道 [35,3)], 这 两 个 整 序 变 量 趋 于 某 一 公共 极限 jy = jy(a,8), 我们 把 它 叫 做 数 a 
与 5b 的 “算术 几何 中 值 ”. 从 易于 得 到 的 不 等 式 


7 7 
57 < C < 55 
取 极 限 , 现在 得 到 
元 7 
G = CE 由 此 po 人) = 5 


这 样 一 来 , 数 G 与 jy 中 的 每 一 个 都 可 以 用 男 一 个 直接 表 出 . 例如 , 要 计算 积分 


of db =-/ db 
o V1l+cos*0 0 /2cos20 4 sin20 


这 里 a = V2,b = 1, 前 述 的 整 序 变 量 ao 与 b% 很 快 地 趋 于 人/ : ad 与 5 二 者 已 近似 等 于 
1.198 140, jw 可 以 令 其 等 于 这 个 数 . 于 是 我 们 近似 得 到 


G= =1.311 0288. 

2 

反之 , 积分 G 可 归结 到 第 一 类 全 名 椭 圆 积 分 : 
dw l 


1 分 Cer 
CC 一 一 tt KK 
| 让 a b> Q ( Q 
2 


sin? ww 


a 

且 可 以 容易 地 按照 椭圆 积分 表 计 算 . 现在 考虑 第 一 类 全 椭圆 积 2 
K{k) = / di ; 

0 1 — k?2 sin? w 


在 模 k 的 任何 值 下 它 可 从 G 当 a==1 及 b= V1 一 k? 二 k' 时 得 出 . 想 把 高 斯 公式 应 用 到 第 一 类 
全 椭圆 积分 上 , 我 们 首先 计算 


— /2 / 
_1+vl k _ 1+%k VK’, 


2 2 Ei 
/a2 — b2 _L/ 
k1 = = 二 一 工 十 大 1， 
于 是 _ _ 
2 d 2 a0 
/ 1 一 i ot 1 — k?sin*0 
或 者 


K(k) = (1+ ki)K(ki). 
这 个 与 高 斯 公式 相当 的 公式 , 实际 上 在 高 斯 以 前 就 得 到 了 , 而 且 是 所 谓 的 蓝 登 (Landem) 变换 
的 特殊 情形 . 


吕 勒 让 德 积 分 F(k,w) 与 E(k,%) [293,305] 当 op = 7 时 叫做 全 积分 : 在 这 情形 时 , 在 它们 的 记 
号 中 通常 没有 第 二 个 自 变量 , 因而 简单 写作 K(k), E(k). 对 于 全 积分 有 一 些 特别 的 积分 值 表 . 


[316] 83.， 定 积分 的 计算 与 变换 . 115 . 


你 次 应 用 这 个 公式 , 我 们 得 到 


K(k) = (1+ ki)(l+ k2):… (1 + kr) K(kn,), 


其 中 数列 上 由 
= 
I 


人 包 一 工 


归纳 地 定 出 , 于 是 0 < hk < 1 及 有 司 < 妇 -这 就 可 保证 及 当 m 一 co 时 迅速 地 趋 于 0. 同时 


不 可 dy nt 
0 < K(kn) — 3 = 本 
2 1 一 V1 一 各 sin %， - 工 L 一 VI 一 知 
二 Pp De 
0 1 — k2 sin? wv 1 — kz 


由 此 当 n 一 oo 时 ， 区 (kn) 一 二 ,因而 , 最 后 ， 


K(k) = i 上 


积分 K(k) 的 近似 计算 就 以 此 为 根据 , 当 n 充分 大 时 , 简直 认为 它 是 等 于 


(Rj (LN 


| 


316. 换 元 公式 的 男 一 导出 法 ”现在 我 们 把 假定 条 件 改 变 一 下 而 给 出 公式 (9) 的 
为 一 导出 法 . 
首先 (而 这 是 最 重要 的 ) 我 们 不 假定 函数 f(z) 是 连续 的 , 而 只 假定 是 可 积 的 . 但 
从 函数 p(t) 当 上 从 wa 变 到 6 时 它 从 值 a = yla) 单调 地 变 到 值 
b= p(B). 汉 交 I 14、 
为 明确 起 见 设 , 及 ， a < B, 于 是 函数 p(t) 单调 递增 . 
首 助 于 点 


= 人 0 人 
0 Pt 1 0 We 1 OE 1 1 4 


如 果 长 度 At; = 好 1 = 去 中 最 大 的 一 个 (用 入 表示 它 ) 趋 于 零 ， 那么 , 由 于 函数 
Z 二 p(t) 的 (一致 ) 连续 性 , 长 度 Azi = Zitl 一 Zi 二 p(ti+1) 一 Vp(ti) 中 最 大 的 一 个 同 
样 也 趋 于 零 [参看 87]. 

现在 在 每 一 个 区 间 上 心 ,5 上 任 取 一 数 7 并 作 (9) 中 第 二 个 积分 的 积分 和 


0 = 2 jp)w mn)At 


. 116 ， 第 九 章 定 积 [317] 


令 6 二 9p(7i), 于 是 zi < &i < ziri. 如 果 在 区 间 [ti,tiri] 上 把 有 限 增 量 公式 应 用 
到 哨 数 g(t) 上 去 , 就 得 到 


AXi = Titl — Ti = ptir1) — P(ti) = (Ti)Ati, 


其 中 也 有 w < 7; < tity, 但 元 (对 我 们 来 说 是 未 知 的 ) 通常 与 随意 所 取 的 值 7 是 不 
同 的 . 同时 对 于 (9) 中 第 一 个 积分 的 积分 和 


0 = 2 f (€i) Axi. 


现在 可 赋予 下面 的 形状 


T= 2 f (0(Ti))P (Ti)Ati. 


当 和 -0 时 , 显然 这 个 和 的 极限 就 是 积分 人 f(z)dz. 为 要 证 明和 o 也 趋 于 这 极 
限 ， ee 一 趋 于 雪 就 够 了 . 
给 定 任意 数 = > 0, 由 于 函数 2 的 的 (一 致 ) 连续 性 , 可 以 找到 如 此 的 5> 0, 使 
得 当 入 < 5 时 , 不 等 式 
Pp (ni)— p(Ti)| < < 
成 立 [参看 87 目 推 论 ]. 于 是 


2 (rile (1) — (TAti < LB — o)e, 


如 果 用 工 表示 |f(z)| 的 上 界 而 用 6 - a 代替 和 入 Ab 的 话 . 

下 请 和 当 入 一 0 时 和 o。 趋 于 极限 六 /zjdz， 而 这 就 是 说 ， 积 分 
ff '(t)dt 存在 并 且 公 式 (9) 成 立 . 证 明 已 完全 了 . 

附注 我 们 特别 强 凋 : 根据 所 证 明 的 结果 , 在 314 目 内 例题 8),9),10) 中 所 建立 
的 那些 简单 而 常常 有 用 的 公式 , 现 可 推广 到 任何 可 积 函 数 f(x) 的 情形 上 去 了 . 


$4. 定 积分 的 一 些 应 用 


317. 沃 利 斯 公式 ”从 312 目 中 的 公式 (8) 容易 推出 著名 的 沃 利 斯 (J. Wallis) 公式 . 
假定 0 < z < 5, 即 有 不 等 式 


， 27 十 1 ， 2 ， 2n—1 
sin”” "XxX<sin rz<sin” zx. 


在 从 0 到 二 3 的 区 间 上 积分 这 些 不 等 式 


A 


A A 
号 三 人 
。 2 。 2 a 一 
/ sin*"1! xdz < / sin”” xdzx < / sin*" ! wdqz. 
0 0 0 


[318] §4. 定 积分 的 一 些 应 用 . 117 . 


| 2n1 | 1 区 | 2n1! | 1 
(2n—1)!| 2n+1 ~2° (2n — 1 2n 
因为 在 两 极端 表达 式 之 间 的 差 


1 | 2n!! | < 二 
2n(2n + 1) L(2n — 1)! 2n 2° 


显然 当 n 一 co 时 趋 于 零 , 所 以 3 是 它们 的 公共 极限 . 因此 


一 
S 
| 
上 
— 


Tj 2.2.:4.4...2n.2n 
2 no 1.3.3.5... (0n—1). Qn+1) 

这 驶 是 沃 利 斯 公式 . 作为 第 一 个 把 数 r 表示 成 容易 计算 的 有 理 数 列 的 极限 的 形状 , 它 有 着 历 
史上 的 兴趣 .在 理论 上 的 研究 中 现在 也 利用 它 [例如 , 参看 406]. 对 于 数 r 近似 值 的 计算 , 现在 
有 快 得 多 的 方法 来 达到 目的 [410]. 

318. 带 余 项 的 泰勒 公式 5) 在 推广 分 部 积分 公式 (7)[311] 中 , 令 v= (5 一 z)". 此 时 
Vv 一 一 九 信 一 ZW 一 mm 一 1 一 Z)2 2 
v= (Dn no 1)...1,v"+D) = 0. 
当 z = 6b 时 所 有 函数 wo ,v0 ,… ,vWD 都 变 成 零 . 对 ww ,w ... 利用 函数 记号 f(z), f(x)， 
了 (7),… ,改写 (7) 成 下 面 的 形状 


0=(-1)” nlf (6) —nlf(a) —n!lf’ (a)(b—a)— 2 "(0)( —a) 一 (ao 一 "| 
TCD ff (0) ar 


由 此 得 到 市 定 积 分 形状 的 余 项 的 泰勒 公式 


f (a) f" (0) 


f0)=f0) + bo) + (00) + 
+ (5 — a)”+ 了 f f "1V (2)(b— 2)"dz. 
仍 用 124 ~ 126 目的 记号 , 在 这 儿 用 z 代替 b,xo 代替 a: 
f(z)= f(r0)+ (0 一 Zo) 十 le -7zo)2 十， 
el — zo)" + 三 jn+D(t(z tdt. 


“ 乱 在 本 目 中 遇 到 的 所 有 函数 都 假定 是 连续 的 


. 118 . 第 九 章 定 积分 [319] 


与 124 及 126 目 中 研究 过 的 余 项 表达 式 不 同 , 这 个 新 的 余 项 表达 式 中 并 不 包含 任何 的 未 知 数 . 
从 这 个 表达 式 , 我 们 还 可 以 导出 我 们 已 经 部 悉 的 余 项 公式 . 例如 , 利用 被 积 晃 数 的 因 式 (zx 一 t)" 
不 改变 符号 , 可 以 把 [304,10?] 推广 中 值 定 理应 用 到 最 后 的 积分 上 去 
) (Z 一 Z0) 


二 / f(s tdt= "(0) / PD mT 


其 中 c 包含 在 区 间 [zo,z] 内 . 这 样 我 们 重新 得 到 了 拉 格 明日 余 项 公式 


319. 数 e 的 超越 性 ”第 311 目的 公式 (7) 还 可 以 作为 证 明 一 个 对 于 数 e 极 著名 的 埃 尔 米 
特定 理 的 出 发 点 ， 

所 有 的 实数 (一 般 地 复数 也 是 ) 可 以 分 成 两 类 一 一 代数 数 与 超越 数 . 一 个 数 , 如 果 它 是 一 个 
带 有 有 理 系数 的 (显然 , 不 减 普 遍 性 , 可 以 把 这 些 系数 认为 是 整数 .) 代数 方程 的 根 , 就 叫做 代数 数 
在 相反 的 情形 下 的 数 叫做 超越 数 

任何 一 个 有 理 数 , 或 者 用 有 理 数 开 根 号 来 表示 的 无 理 数 , 可 以 作为 代数 数 的 例子 : 数 -入 是 
方程 17z 十 11 = 0 的 根 , 而 数 V1 十 V2 是 方程 z” 一 3x4 十 3x* 一 3 二 0 的 根 , 等 等 . 

埃 尔 米 特 确 定 了 e 是 超越 数 @， 我 们 就 来 证 明 这 个 定理 

假定 e 是 方程 


f™+tY) (c) nn 十 1 


co 十 cle 十 ca6e 十 … 十 cmem 一 0 (1) 
的 根 , 其 中 所 有 系数 co, ci,:… ,cm 都 是 整数 . 
在 311 目 公 式 (7) 中 设 v = f(xz) 是 任意 n 次 多 项 式 , 而 wv = (一 1)"tte 7?; 此 时 , 如 果 取 
a 二 0, 因为 f*+0 (zx) = 0 , 这 个 公式 就 取 形 状 : 
b 


人 f(z)e “dz = —e [f(z) + f(r) + + f "(2) 


0 
为 简便 起 见 , 令 
f(z) + f(z) + + f(z) = F(z), 
由 此 有 
er F(0) = ef f(r)e “dzx. 
在 这 里 依次 取 5 = 0,1,2,… ,m; 以 co,c1,'… ,cm 分 别 乘 所 得 的 等 式 并 相 加 起 来 , 由 于 (1)， 
得 到 最 后 的 等 式 


0= co 瑟 (0) 十 cl 三 (1) 十 十 cm 有 (2) 十 > cie' 人 f(z)e “dz, (2) 


注意 这 个 等 式 对 任何 多 项 式 f(z) 应 当成 立 . 现在 我 们 要 证 , 这 个 多 项 式 可 以 如 此 选取 , 使 得 等 式 
(2) 成 为 不 可 能 ; 以 此 证 明定 理 . 
为 了 这 个 目的 , 令 


/2 = z (7 一 (一 2 


1 
(p—1)! 

随后 林 德 又 (F.Lindemann) 证 明了 数 r 的 超越 性 , 由 此 首先 确立 了 日 古 以 来 着 名 的 化 圆 为 方 
问题 的 不 可 解 性 . 


[320] $4. 定 积分 的 一 些 应 用 .119 . 


其 中 p 是 大 于 m 与 |co| 的 素数 , 这 个 多 项 式 的 p 阶 及 p 阶 以 上 的 导数 有 整 系数 并 且 这 些 系数 被 
p 整除 ; 这 可 由 p 个 连贯 的 自然 数 的 乘积 被 p! 整除 直接 推出 呈 . 因此 在 xz 的 任何 整数 值 下 所 有 这 
些 导数 的 值 都 是 整数 , 而 且 是 p 的 倍数 . 因为 当 z = 1,2,.… ,mm 时 多 项 式 f(x) 与 它 的 前 p -1 
阶 导数 变 为 零 , 所 以 FF(1), (2),… ,FPF(m) 是 一 个 整数 的 p 信 . 
F(0) 却 是 另外 一 种 情形 . 当 x = 0 时 多 项 式 f(x) 只 有 p 一 2 个 导数 变 为 零 , 于 是 
人 

所 有 从 第 二 项 开始 的 那些 项 , 如 我 们 所 知 , 都 是 p 的 整数 倍数 ; 但 flz-0(0) = [(-Dmmllp ,而 
F(0) 就 随 着 它 而 不 被 p 所 整除 , 又 因 在 对 p 所 作 的 假定 下 co 不 能 被 p 所 整除 , 所 以 得 到 结论 : 


在 等 式 (2) 右 端的 前 一 个 和 数 是 不 被 p 所 整除 的 整数 , 因此 显然 不 等 于 零 
现在 来 讨论 等 式 (2) 中 的 第 二 个 和 数 , 在 区 间 [0,m] 上 , 显然 


[f(x)| < m? Im?m?...= 
(p= Be: 
因此 
mmPtp-l ff? jy 
| FIE Or a "| e “QZ < on 
/0 ` Jo SS 
并 且 , 如 果 用 C 表示 和 数 |co| 十 cl| 十 |cz| 十 十 em， 
二 a m™Ppt+p—l ( ee 
ce | f(x)e “dz| < Ce 一 一 一 Ce  . 
上 DG 本 DT 


但 我 们 知道 [135.1)]. 最 后 的 因 式 当 p 一 oc 时 趋 于 零 . 于 是 在 (2) 中 的 第 二 个 和 当 p 充分 大 时 @， 
绝对 值 将 比 第 一 个 和 为 小 . 在 这 样 的 情形 下 , 它们 的 和 不 可 能 等 于 零 , 我 们 就 得 到 了 矛盾 . 

320. 勒 让 德 多 项 式 ”现在 提出 一 个 问题 一 一 找 这 样 一 个 n 次 多 项 式 XX,, (zx), 使 得 对 任何 
次 数 低 于 nw 的 多 项 式 Q(zx), 等 式 


| Xols)ar =0 (3) 


被 满足 , 其 中 a 与 上 是 随意 的 , 但 是 固定 的 数 . 

每 一 个 n 次 多 项 式 Xna(z) 可 以 看 作 某 一 个 2n 次 的 多 项 式 R(x) 的 第 n 阶 导数 , 而 R(x) 可 
从 Xn(z) 继续 作 n 次 积分 得 到 ， 如 果 在 每 个 积分 下 这 样 选取 随意 常数 , 使 得 当 x = a 时 积分 变 
成 零 , 则 多 项 式 R(xz) 还 满足 条 件 


R(a) = 0, R'(a) = 0 ,Ru(a) =0. (4) 
所 以 , 我 们 的 问题 就 归结 为 寻求 这 样 的 一 个 2n 次 多 项 式 R(xz), 使 得 对 于 任何 次 数 低 于 的 

多 项 式 @(z) ， 
三 Rnelaz=。 (5) 


Q 
Ng a 
2 A Dt Cr. 


| 
@ 译 者 注 : 我 们 有 任意 大 的 素数 , 因为 如 若 不 然 的 话 , 则 素数 只 能 有 有 限 个 .mm ，; 除 此 
而 外 , 别 无 素数 , 但 是 p1p2 .me + 1 显然 是 一 个 异 于 p1,p2,.…… ,p 的 素数 , 乃 生 矛盾 


. 120 . 第 九 章 定 积分 [320] 


并 且 除 此 之 外 , 等 式 (4) 被 满足 . 但 依 311 目 公 式 (7), 如 果 在 其 中 以 n 一 1 代替 nn 
/ R(z)Q(z)daz=[@(z)R (一 QI(z)R (z) 十 … 
[08 ， » 
+Q™ V(x)R(z)] +/ Qt (z) R(x)dz 
如 果 注 意 (4), 及 Q(z) = 0, 则 条 件 (5) 化 为 下 面 的 形状 
QO R™ Nb) — QD RY YD) ++ V(b)R(b) =0. (6) 
由 于 n 一 1 次 多 项 式 Q(z) 的 完全 随意 性 , 这 个 多 项 式 以 及 它 的 逐次 导数 当 x = 时 的 值 
Q(b),Q'(b),… ,QD(b) 可 以 看 作 是 随意 的 数 , 此 时 条 件 (6) 就 与 下 列 条 件 等 价 : 
R(b) = 0, 尼 (人 三 0 ,RD 人 (=0. (7) 
从 (4) 与 (7) 看 出 ,多项式 Rz) 应 当 以 4 与 b 为 n 重 根 而 因此 ， 只 可 能 与 乘积 
(z 一 a)"(zx 一 65)” 相 差 一 个 常数 因子 . 这 样 , 最 后 
Xn(2) = cn = "(2 —D)"] 


特别 地 , 如 果 取 a = 一 1 与 5= 十 1, 就 得 到 我 们 已 经 熟知 的 勒 让 德 多 项 式 


d" (x — 1)” 


Xn 一 
(7) 二 cn dr” 


在 前 面 我 们 约定 [118,6)], 用 P.(z) 表示 勒 让 德 多 项 式 , 如 果 常数 c 这 样 选择 : c= ;i 一 


35m? 则 Pa(1) = 1 Pa(-1) = (一 1)”. 通常 还 令 Po(z) = 1. 多 项 式 Pn(z) 所 有 的 项 的 指数 都 
与 n 有 相同 的 奇偶 性 . 最 高 次 项 的 系数 显然 是 
27(27 — 1)::…. (n+t1) 四 (2n — 1)!! 


2onlt nl 


-全 人 
—_— 


按照 勒 让 德 多 项 式 定 义 , 水 远 有 


1/ Peno (8) 


1 


不 管 Q(x) 是 次 数 低 于 n 的 怎样 的 多 项 式 . 特别 地 , 如 果 n 与 m 是 两 个 不 相等 的 非 负 整数 , 则 


/ P(rz)Pn(r)dr = 0. (9) 


1 


1 d(xz*—1)" dad"*(z*—1)" 


我 们 要 找 出 积 分 三 P2(z)dz 的 值 ; 它 与 积分 三 ， dx 所 不 同 的 只 是 


dr” dr” 
因子 cz = [an ra 如 果 重 新 把 311 目 的 公式 (7) 应 用 到 后 面 这 个 积分 上 , 以 n 一 1 代替 n 并 令 
NU d™ (2° D 2) 二 (zx? — 1)”, 


[320] 84， 定 积分 的 一 些 应 用 . 121 . 


则 它 可 化 为 积分 
1 2n/,.2 n 1 
9" / a d=2.0n 人 (1 — 2?)" qz. 
一 1 0 


ar2m 
(所 有 积分 外 的 项 都 消失 了 , 因为 水 数 % 与 它 的 所 有 前 n 一 1 阶 导 数 当 z = 土 1 时 变 成 0), 在 这 
儿 令 z = sintl 参 看 314,2)], 得 到 


2n1! 2 


(2n + 1)!! 2n+ 1 (2!)， 


2. (2n)! 


于 是 最 后 , 
/ Pi (zx)dz = 站 (10) 
J—1 


nl1 


预先 指出 , 乘 害 z” 可 以 表示 成 带 常数 系数 的 Po, 望 ，,… , PP, 的 线性 齐 次 防 数 的 形状 ; 于 是 
对 于 任何 n 次 多 项 式 同样 是 对 的 . 所 以 


zh = aoPnt1 十 01 了 十 0a2 忆 1 十 Q3An -2 十， 


其 中 ao, ait, az,… 是 常数 系数 . 容易 确定 aa = a4 = 二.… = 0. 例如 , 为 要 定 出 aa, 我 们 以 PP,_。 
乘 这 个 等 式 两 端 并 从 一 1 到 二 1 积 


1 1 1 
/ TP,. P,_2d7 = Qo / P11P»_2d7 + al / P,P,_2d7 


1 一 1 —1 


1 1 
m0 | Ppadstos | P?_,dz 十 ，， 
_1 一 


1 
由 于 (8) 与 (9), 所 有 的 积分 , 除 一 个 外 , 都 是 零 , 我 们 就 得 到 
1 
| P2_odx 二 0， 由 此 as = 二 0. 


系数 al 也 等 于 零 , 因为 等 式 左 端 完全 不 包含 带 x” 的 项 . 为 了 确定 ao, 我 们 使 等 式 两 端的 z?+1 
的 系数 相等 


(nD (mn+DI nt] 
nl ~"? (2 十 1)! 由 此 ”2 二 1 
最 后 , 为 要 找 出 cz, 使 等 式 两 端 当 z = 1 时 相等 : 
] = ao 十 Q2， 于 是 Q2 一 一 ao 王 到 
把 所 求 得 的 系数 的 值 代入 原 式 , 最 后 得 到 
(N+1)Pri— (2n+1)7rPn +n = 0. (11) 


这 就 是 所 要 求 的 递 推 关系 式 , 它 使 我 们 能 够 从 忆 = 1 与 只 = x 出 发 依次 找 出 勒 让 德 多 项 式 : 


3z2 一 也 Pp 5234 一 3z p 3574 一 30z 十 3 
二 3 一 一 ) 4 CO 二 一 一 


Pp 、，。 
2 2 2 8 
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321， 积分 不 等 式 ” 在 133 目 与 144 目 曾 讲 过 一 系列 有 关 和 式 的 不 等 式 , 现在 指出 , 对 于 
积分 可 以 建立 类 似 的 不 等 式 , 此 处 所 考虑 的 函数 p(xz), p(x), w(x) 都 将 假定 是 可 积 的 .G 
1) 在 133 目 , 我 们 有 不 等 式 (4), 它 可 改写 为 : 


Pi ln ai 
e 2 Ep (12) 


op 
考虑 在 区 间 [a,58]| 内 的 正极 数 p(z) 与 o(z), 用 点 


0 一 Z0<2Z< .<2i<zi< <Tn=b 


把 区 间 [w, 吕 分 成 具有 长 度 Azi = Zi+l 一 Xi 的 一 些 部 分 , 现在 在 所 写 出 的 不 等 式 中 令 p; = 
D(Z 到 二 人 得 到 


D(zi)'Inw(zi) Ari 
(Le) AD 

> BA 

在 这 里 所 有 的 和 都 具有 积分 和 的 形式 并 且 当 Az; 一 0 时 趋 于 相应 的 积分 , 这 样 一 来 , 在 取 极 限 后 ， 
我 便 得 到 不 等 式 (12) 的 “积分 类 似 物 ”: 


八 


二 pr) In (rz)Jdz 
可 下 p(T)dx Dp 区 7 )az 
D(Z)dz 


特别 地 , 当 p(z) 三 1 时 , 将 有 : 


b 
ln (ZJ)GZ 1 
,se p(T) ‘ss/ p(x)dz. 


表达 式 右 边 称 为 图 数 p(x) 在 区 间 [a, 6| 内 的 值 的 算术 中 项 , 而 表达 式 左边 一 一 是 其 几何 中 项 . 
2) 现在 我 们 来 导出 柯 西 - 赫 尔 德 不 等 式 与 闵可夫 斯 基 不 等 式 的 积分 类 似 物 [133,(5) 与 (7)] 


8 (13) 
(Dt) < {D+ {DA (9 


设 在 区 间 [a,4] 内 给 定 正 函 数 p(x) 与 (x); 如 同 前 面 那样 用 点 zi 对 这 个 区 间作 分 划 , 在 (13) 中 


今 


而 在 (14) 中 令 | 
人 


外 从 这 个 假设 已 可 推出 其 他 在 后 面 所 遇 到 的 函数 的 可 积 性 : 为 了 说 明 这 一 点 , 只 需 引 污 299 目 
II 及 300 目的 4). 


[322] §5. 积分 的 近似 计算 * 123 . 


>》 efzi a (A {9 (ez J {> (yr w(xi)) 二 


区 | 


(Dp) + p20) az <{ 生 eco* az + {Dle))*. an] 


令 Azi 一 0 取 极 限 , 最 后 得 


[ows{f wa Two Ge 
[ee =/ Aa) + wo (1 


注意 当 k' = 二 k= 二 2 时 的 特殊 情况 : 


owas< ff wu/ wa (13’) 
/e+ wear < /west wa (14) 


此 一 式 中 的 第 一 个 属于 布 尼 亚 科 夫 斯 基 , 第 二 个 经 二 次 方 后 很 容易 归结 到 第 一 式 . 
3) 最 后 转 而 研究 诬 森 不 等 式 [144,(12*)]: 


在 这 里 假设 函数 f(z) 在 某 个 区 间 XX 内 是 凸 函 数 ,zi 是 七 内 的 点 ;pi 是 正 数 . 设 在 某 个 区 间 [oa 
内 给 定 通 数 yp(z), 其 值 含 于 + 内 , 且 函 数 p(x) 是 正 的 . 现在 令 zi 表示 区 间 [a,48| 的 分 点 ; 先前 
在 (15) 中 的 z; 用 (zi) 代替 , 而 Pi 用 pi(z)Axi 代替 . 如 同上 面 那 样 从 积分 和 变 到 积分 , 便 得 


到 詹 亲 积分 不 等 式 : 
/ (Lr D(Z ne | < 1 2D(Z yas 
人 p(z 


85， 积分 的 近似 计算 


322， 问 题 的 提出 、 和 矩形 及 梯形 公式 设 要 求 计算 定 积分 广 flz)dz, 其 中 f(x) 是 某 一 给 定 
在 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 , 在 $3 我 们 有 过 许多 计算 这 一 种 积 Ws 或 是 借助 于 原 函 数 (如 
宋 积 分 可 表示 成 有 限 形状 的 话 ), 或 是 一 一 不 经 过 原 函 
性 的 方法 来 计算 . 但 是 必须 指出 , 用 这 些 办 法 只 能 解决 很 狭隘 的 一 类 积分 在 它 的 范围 外 通常 采用 
各 种 近似 计算 的 方法 . 

在 本 节 我 们 要 熟 习 这 些 方法 中 最 简单 的 几 种 , 在 这 几 种 方法 中 , 积分 的 近似 公式 乃 是 按照 一 
列 ( 常 是 等 距 的 ) 自 变量 的 值 而 计算 出 来 的 一 列 被 积 函 数 的 值 所 组 成 的 . 
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属于 这 儿 的 最 初 几 个 最 简单 的 公式 , 可 从 几何 的 考虑 
得 到 . 把 定 积分 ”f(z)dzx 解释 为 被 曲线 y = f(z) 所 界 
定 的 图 形 的 面积 [294], 我 们 就 提出 了 关于 定 出 这 个 面积 
的 问题 

首先 , 再 一 次 利用 引出 定 积分 概念 的 那 一 想法 ,可 以 
把 整个 图 形 (图 6) 分 成 若干 小 条 ， 比 方 说 , 有 同一 宽度 
Azi = “二 “@ 的 小 条 , 然后 , 用 憩 形 近似 地 代 蔡 每 一 个 小 
多 6 条 , 而 取 它 的 某 一 个 纵 坐标 作为 矩形 的 高 ,这 使 我 们 得 到 


公式 
fi 


ye Sm “9 一 了 .这 儿 所 求 曲 边 图 形 的 面积 就 被 某 一 个 由 逢 形 组 成 的 阶 
梯 状 图 形 面积 所 代替 (5 果 乐意 的 话 一 一 定 积分 被 积分 和 所 代替 ), 这 个 近似 公 
式 就 叫做 矩形 公式 ， 

在 实用 上 通常 取 6 = 于 -et 二 z,,3; 如 果 对 应 的 中 间 纵 坐标 f(&) = 了 (zi.3 ) 用 也 
表示 , 则 公式 可 改写 为 


人 


i (1) 


以 后 , 当 说 到 和 抑 形 公式 时 ， 我 们 所 指 的 就 是 这 个 公式 . 

几何 的 考虑 很 自然 地 也 引出 另 一 个 常常 应 用 的 近似 公 
式 , 将 给 定 曲线 用 内 接 于 它 的 ， 顶点 为 (zs, wy;) 的 折线 来 代 
蔡 , 其 中 y; = f(xi), (i = 0,1,… ,n 一 1). 于 是 我 们 的 曲 边 
图 形 就 被 由 一 列 梯 形 组 成 的 图 形 所 代替 (图 7)， 如 预先 认定 ， 
区 间 [ae, 分 成 相等 的 若干 部 分 , 则 这 些 梯形 的 面积 是 


ba yo tyr 0 Gt Voy 


图 7 人 n 
把 它们 加 起 来 , 我 们 得 到 新 的 近似 公式 


。 a yay 
/ra 一 (加 如 十 及 十 加 十 十 加 (2) 


这 就 是 所 谓 梯形 公式 . 

可 以 证 明 , 当 n 无 限 增加 时 , 和 矩形 公式 与 梯形 公式 的 误差 都 无 限 地 减 小 ， 这 样 , 当 n 充分 大 
时 , 这 两 个 公式 都 以 任意 程度 的 精确 性 表达 出 所 求 的 积分 值 

作为 例题 取 我 们 已 经 知道 的 积分 


QZ Ti 
三 一 一 0.785 398 .…. 
0 


] 十 立 ? 4 
而 把 两 个 近似 公式 应 用 到 它 上 面 去 , 取 n == 10 并 计算 到 四 位 小 数 . 
我 们 保留 394 目的 记号 . 


[323] 85， 积 分 的 近似 计算 . 125 . 


按照 矩形 公式 有 
Y1/2 一 0.05 y1/2 二 0.997 5 
ZL3/2 二 0.15 yy3/2 一 0.978 0 
5/2 一 0.25 45/2 二 0.941 2 
7/2 i VY7/2 二 0.890 9 
os = 0.45 一 0.831 6 
9/2 V972 7.856 2 _ 0.785 62 
X11/2 二 0.55 y11/2 二 0.767 8 10 


zl3/2 = 0.65 yi3/2 = 0.703 0 
zl15/2 = 0.75 y15/2 = 0.640 0 
X17/2 = 0.85 yi7/2 = 0.580 6 
zx19/2 = 0.95 yi9/2 = 0.525 6 


和 7.856 2 
B00 yo = 1.000 0 2Z1 三 (0.1 yi = 0.990 1 
X10 一 1.0 yi0 = 0.500 0 ZT2 = 0.2 vy2 = 0.961 5 
和 1.500 0 zs 一 03 ys=0.9174 
= 0.4 = 0.862 1 
全 ( 2 8) a Y4 
0 zs—=05 ys=0.8000 


we Ub 06 三 00135 3 
.7 Ye:0:071..1 
8 ys = 0.609 8 
2Z9 一 0.9 ze = 0.552 5 

和 7.099 8 


所 得 到 的 两 个 近似 结果 具有 大 约 同样 的 精确 度 一 一 它们 与 真 值 (在 比 真 值 稍 大 一 方面 与 比 
真 值 稍 小 一 方面 ) 相差 小 于 0.000 5. 

读者 当然 了 解 , 我 们 在 这 儿 能 够 估计 误差 , 只 因为 预先 已 经 知道 积分 的 正确 值 . 为 了 使 我 们 的 
公式 对 近似 计算 是 真正 合适 的 , 必须 有 一 个 关于 误差 的 方便 的 表达 式 , 它 使 我 们 不 仅 能 够 在 给 定 
n 时 估计 误差 , 而 且 能 够 挑选 保证 所 要 求 的 精确 度 的 n. 我 们 将 在 325 目 中 讲述 这 个 问题 . 


323. 抛物 线 型 插值 法 ”对 于 积分 六 f(z)dz 的 近似 计算 , 可 以 试 一 试用 与 f(z) “到 近 ” 的 
多 项 式 


kIT oak (3) 


) f(z)dzr = / | P(r)dz. 


可 以 换 一 种 说 法 , 在 这 儿 一 一 在 计算 面积 时 一 一 给 定 “ 曲 线 ”y = f(z) 可 用 “k 级 抛物 线 ” 
来 代替 , 因此 这 一 步骤 得 到 抛物 线 型 插值 法 的 名 称 . 

插值 多 项 式 P(xz) 本 身 的 选取 多 半 用 下 面 的 方法 来 进行 . 在 区 间 [a,b] 上 取 自 变量 z 的 kk 十 1 
个 值 6o, 6 … ,&k 并 且 这 样 挑选 多 项 式 P(x), 使 得 在 所 取 的 x 值 下 它 的 值 与 函数 f(x) 的 值 一 


Ve aoz 十 alz 


来 代 符 函数 f(x), 并 令 
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致 . 多 项 式 已 (z) 就 被 这 些 条 件 唯一 地 确定 , 而 它 的 表达 式 可 用 (代数 学 中 已 知 的 ) 拉 格 朗 日 插值 
公式 
(TZ — 1)(2— é€2):: (7 — ék) 
P > 
(7) (6o — &1)(é0 — é€2).::(é0 — éx) f(&0) + 
上 (T — é0)(T — £1) "(7 — ki) 
(ékp — E0)(Eék — £1):*: (gk — Ek-1) 


(é1 一 £0)(é1 一 £2) 。，， (6 Ca) 十 


f (éx) 
给 出 . 

在 积分 时 得 到 关于 值 f(t0),.… ,f(t&x) 的 线性 表达 式 , 它 的 系数 已 经 不 依赖 于 这 些 值 . 一 次 算 
出 这 些 系数 后 , 就 永远 可 以 对 在 给 定 区 间 [a, 5] 上 的 任何 级 数 利用 它们 . 

在 当 = 0 的 最 简单 情形 中 , 函数 f(x) 简直 就 以 常数 f(&0) 来 代替 , 其 中 to 是 在 区 间 [ca 
中 的 任何 一 点 ,比方 说 , 中 点 : 6o = 二 >， 此 时 近似 地 


/ fndr = (0-0) (222). (9) 


在 几何 上 一 一 曲 边 图 形 的 面积 在 这 儿 被 高 度 等 于 它 的 中 点 纵 坐 标的 矩形 面积 代替 了 ， 当 
k 二 1 时 函数 jz) 被 线性 函数 已 (z) 代替 , 这 个 线性 函数 在 z = 6 与 x = 6 时 与 它 有 同样 的 
值 . 如 果 取 co = a,& = 二 5b, 则 


Pi(z) = —7f(0) + Tf(0) (5) 
并 且 , 容易 算出 


这 样 , 我 们 在 这 儿 近 似 地 令 
/res _ a) HO IO (6) 


在 这 次 ， 得 各 不 显 拓 的 结 果 如 时令 gc 26。 则 久 什 内 所 代 老 ， 
取 二 2, 得 到 较 不 显然 的 结果 . 如 果 令 &0 = a, 刀 = 一 -一 ,2 = b, 则 插值 多 项 式 P(x) 将 
有 下 面 的 形状 


) (ZT —a)(z—b) a++b 
P(7)= - f(a) 7 f 
en Ca Gr) (> 
— »_ tb 
| 二 (7) 
(0-0 (b- 7) 


[324] §5.， 积分 的 近似 计算 . 127 . 


而 类 似 地 
-让 — a)(z 二 _ 4(2— JJ 
IE 二 和 
ea ba 
0 
这 梓 , 得 到 近似 公式 
/row [0 +(e) #70) (8) 


在 这 儿 给 定 曲线 下 图 形 的 面积 被 通过 曲线 两 个 端点 与 中 点 的 普通 抛物 线 ( 带 铅 重 方向 的 轴 ) 
所 界 出 的 图 形 面积 代替 

增加 插值 多 项 式 的 次 数 k, 也 就 是 , 把 抛物 线 (3) 通过 给 定 曲线 的 更 多 数目 的 点 , 可 以 计算 到 
极 大 的 精确 度 . 但 更 为 实用 的 是 另外 一 个 基于 把 抛物 线 型 插值 法 的 概念 与 分 割 区 间 的 概念 结合 
来 的 方法 . 


324. 积分 区 间 的 分 割 ” 在 计算 积分 三 f(z)dz 时 可 以 这 样 来 进行 . 首先 把 区 间 [a, 6b) 分 成 


n 个 相等 的 区 间 
[zo, zi, [ziyzz|，…,[zn za (zo 一 azn = 0b), 
由 此 所 求 的 积分 可 表示 成 和 的 形状 
/ f(z)adzt+ / jz)dz 十 :十 / f(x)dz. (9) 


现在 把 抛物 线 型 插值 法 应 用 到 这 些 区 间 的 每 一 个 上 去 , 即 是 , 依照 近似 公式 (4), (6), (8),.… 中 的 
一 个 公式 来 着 手 计 算 (9) 的 积分 . 

容易 想到 , 从 公式 (4) 或 (6) 出 发 , 用 这 些 方法 我 们 重新 得 出 我 们 已 知 的 矩形 与 梯形 公式 (1) 
与 (2). 

现在 把 公式 (8) 应 用 到 (9) 的 积分 上 去 ; 同时 为 简便 起 见 , 与 上 面 一 样 , 令 


Ti Ti4l 
2 


= To (et) = Yt 


我 们 得 到 


人 .了 一 a 
[ f(z)dz = om (wm 十 4 + ， 


“2 .ba 
人 f(z)dr = (y+ hy + Ya) 


se oe se ss vr。 so a 


. b—a 
/ f(x)dz 一 6n (yn 十 dy 十 yn ) . 
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最 后 , 把 这 些 等 式 按 项 相 加 , 得 到 公式 
/ f(z)dz = "— (yo 十 gr) 十 2 十 22 十 十 加 -二 十 全 (v3 + ya 十 + yn-3)| (10) 


它 叫做 辛 卜 森 (Th.Simpson) 公式 ; eh 这 个 公式 比 和 矩形 及 梯形 公式 更 经 常用 到 ， 
因为 它 一 一 在 灶 费 同村 穷 动 下 一 一 给 出 更 精确 的 续 案 . 


]. 我 们 取 n = 2, 于 是 在 这 次 所 
利用 的 维尼 标 甚至 比 以 前 要 少 我 们 有 证 秆 归 二 全 交 

1 _1 3 _ 1 

4’ “1 一 3 T3774 Z2 一 上. 
2o 一 ]; 4y3 = 3.764 71; 2vy1 = 1.6; 4y3 = 2.56; 1W2 = 0.5.. 


二 十 3.764 71 十 1.6 十 2.56 十 0.5) = 0.785 39.… 


_ 所 有 五 位 小 数 都 是 正确 的 | 

当然 , 对 于 公式 (10), 在 322 目 未 了 所 作 的 说 明 同样 适用 . 我 们 现在 来 讲 近似 公式 误差 的 估 
计 . 

325， 矩形 公式 的 余 项 “从 公式 (4) 开始 . 假定 在 区 间 [o, 吕 上 函数 f(z) 有 前 两 阶 连 续 导 
数 . 在 这 情形 下 , 依照 二 项 式 z - 2 的 寡 次 展开 f(z)| 按 索 勒 公式 , 126, (13)] 至 其 二 次 寡 为 
止 , 对 于 所 有 在 [a,8| 中 的 x 值 即 有 


-的 + 人 97 -7G 


Qa+b 


其 中 上 包含 在 z 与 之 间 且 依赖 于 z46). 
如 果 在 从 a 到 的 区 间 上 积分 这 个 等 式 , 那么 右 端 第 二 项 就 消失 了 , 因为 


| (和 3) =0 (11) 
fi )az = (5b — a) (2 +3/ re( 


于 是 恢复 公式 (4) 的 准确 度 的 余 项 , 有 如 下 的 形状 
1 六 ,~ a+b\? 
-3 /18(- 2 a 


“49)E 对 z 的 依赖 性 可 能 相当 复杂 ; 并 且 (z 的 ) 函数 
1 /A atb\” 
7 (se- oe) (4) 


这 样 , 我 们 得 到 


e+e) dz, 


显然 是 连续 的 , 因为 它 与 组 数 


/四 -7 )- (> 2) 7 (2) 


相同 . 特别 , 对 函数 (A) 取 积分 是 允许 的 . 


[325] 85.， 积分 的 近似 计算 . 129 . 


用 m 与 M 分 别 表示 连续 函数 f(x) 在 区 间 [a,8] 上 的 最 小 的 与 最 大 的 值 [85], 并 利用 被 积 
表达 式 中 第 二 个 因 式 不 改变 符号 这 一 事实 , 依 推广 中 值 定理 [304,10?], 可 以 写 出 


_1 ， a+b\” (6b—a)’ 
= 所/ (2- 2 ) d= 
其 中 j 包含 在 m 与 M 之 间 . 依照 已 知 的 连续 函数 的 性 质 [82 ], 在 [aa 上 可 以 找到 点 &*, 使 
得 /= 了 (&*), 因而 最 后 


人 一 as 


5 (人 ) (12) 


0 一 


Q 十 b 


附注 想 在 按 z 一 5 


汤 ， 即 应 用 公式 


的 寡 次 展开 函数 f(z) 时 , 展开 式 在 这 个 二 项 式 的 一 次 寡 就 已 经 截 

PN_ ,~ 
f(2) =f (TT) + (7 
是 自然 的 . 这 导致 积分 后 得 到 等 式 

b b 

/ f(r)dz= (bf (3 )+ / fr (= -2 ) dz, 

于 是 余 项 被 表 成 积 ， 
"= | 广 (6) (z- 3 ) az, 

它 仅仅 含有 一 阶 导数 (人. 但 此 处 的 被 积 函数 的 第 二 个 因子 在 区 间 [a, 中 内 改变 符号 , 从 而 为 了 


简化 p 的 表达 , 发 现 要 想 应 用 推广 的 积分 中 值 定理 是 不 可 能 的 . 在 泰勒 展开 中 再 加 上 与 等 式 (11) 
有 关 的 一 项 就 保证 了 我 们 的 成 功 . 


如 果 把 区 间 [ce, 可 分 成 n 个 相等 的 部 分 , 则 对 于 每 个 部 分 区 间 [zxi, zi+ll 即 有 准确 的 公式 


+1 b— 3 /11 7x 水 


把 这 些 等 式 ( 当 = 0,1,.… ,n 一 1 时) 按 项 相 加 起 来 , 在 通常 的 缩写 记号 下 得 到 


[Aa 


b 
b—a 
| ta = (ys tya + ty 4) + Rn, 


其 中 表达 式 
(ac 一 四 fF (866) + (Ef) + 二 + ff (1) 
247,2 7 
就 是 抵 形 公式 (1) 的 余 项 . 因为 表达 式 二 人 91 十 十 六 ten- 也 包含 在 m 与 M 之 间 , 所 以 
它 也 就 表示 着 函数 j(z) 的 值 中 的 一 个 . 

因此 最 后 有 


Rn = 


R= ple) (ao<e<d (13) 


当 n 增加 时 这 个 余 项 大 致 像 三 那样 减 小 @ 


我 们 说 大 致 , 是 因为 £ 也 可 以 随 nr 而 变化 . 这 应 当 在 以 后 记 住 . 


eT 第 九 章 定 积 [327] 


作为 例子 ,回头 来 计算 在 322 目 中 已 经 作 过 的 积分 由 人 5, 对 于 被 积 函 数 f(2) = 一 3 
2 
有 有 19) = 2 和 到)ji; 这 人 导数 在 区 间 [0 ]] 上 改变 符号, 但 结 对 信保 等 < 2 由 此 近代 


(13),|Rio| < 0.85 x 10 一 . 我们 计算 纵 坐 标 到 四 位 小 数 精确 到 0.000 05; 不 难看 出 , 纵 坐 标的 近似 
误差 可 以 被 包含 在 上 述 的 估计 以 内 号 . 真正 的 误差 , 实际 上 , 小 于 这 个 界限 . 


326. 梯形 公式 的 余 项 ”现在 对 于 也 数 f(x), 在 先前 的 假定 下 来 研究 公式 (6). 
应 用 带 有 余 项 的 拉 格 朗 日 插值 公式 [129,(7)], 我 们 可 以 写 出 [参看 (5)] 


ffz) = 只 人 二 六 全 zolz- 昌 (< 入 < 中 
从 a 到 5 积分 公式 (12), 我 们 得 到 


ee )dz = i A ee A 2) +3/ 人 


于 是 公式 (6) 的 余 项 将 是 
b 
一 3 ) 了 人 


像 上 面 那 样 推理 , 并 利用 被 积 函 数 中 第 二 个 因 式 在 这 儿 也 不 改变 符号 这 一 事实 . 找 出 


C= 


p=37°(7") (eo -bd = - 


(FW) (osn <. 


最 后 对 于 分 割 区 则 成 为 n 个 相等 部 分 的 情形 


这 就 是 梯形 公式 (2) 的 余 项 . 当 n 增加 时 它 也 大 致 像 广 一 样 碱 小 我们 看 出 , 应 用 梯形 公 
式 与 应 用 矩形 公式 所 引起 的 误差 是 同 级 的 . 


327. 辛 卜 森 公 式 的 余 项 ”最 后 回 到 公式 (8). 可 以 与 刚刚 所 作 的 相 类 似 , 仍旧 应 用 带 有 余 
项 的 拉 格 朗 日 插值 公式 [129,(7)], 并 令 [参看 (7)] 


f(a) = Be) + f(s 0) (2- 


al ) (一 日 (GC b). (15) 


我 们 在 这 里 遇 到 的 仍 担 是 这 样 的 情况 : 如 同 在 325 目 一 样 [参看 其 附注 ]. 即 , 积分 等 式 (15) 后 , 我 


们 不 可 能 借助 于 中 信 定 理 把 余 项 的 积分 的 表达 式 简化 ， 因 为 在 被 各 函数 中 的 表达 区 
Ga (= 一) (s 一 及 在 区 间 [, 相 上 已 经 牙 变 符号 . 因此 , 我 们 用 另 一 种 办 法 来 进行 


不 管 怎 样 的 数 KK, 表达 式 


Q 十 b 


P(z)+ K(z—a) (z- 2 ) (z 一 中 


re 
中 译 者 注 : 因为 实际 上 Rs = (一 全 售 pr(e3) < 0,81(G3) > 0 所 以 
18 


1 
el 
no. Sp 10 


[327] 、 积 分 的 近似 计算 :TT 


We 2 ”5 取 与 函数 f(z) 相同 的 值 . 现在 容易 这 样 选 择 数 K, 使 得 这 个 表达 式 的 导数 
在 z= 2 0 (2 _ 致 , 这 样 一 来 , 对 于 这 个 K 值 , 上 述 表 达 式 不 是 别 的 , 而 是 相应 


a ob 及 二 重 结 点 “地” b 的 挨 尔 米 特 插值 多 项 式 [1301. 假定 函数 f(z) 存在 直到 四 阶 
导数 , 利用 带 余 项 的 埃 尔 米 特 公式 [130,(11)], 我 们 得 到 : 


f(x)=P(z)+ K(r—a) € 一 | (2Z —5b) 
(4) / 2 a 
+ (so) (= 二 ) (z-b) (a<C<b). 
现在 从 a 到 5 积分 这 个 等 式 , 我 们 得 到 
| reas /+ (Se) + 0) 


[Oe eaam 
因为 


/ce-oe- 呈 Je-oz- 人 1 -等 ) -全 on。 


若 假设 f'4(x) 连续 , 则 与 上 面 的 情形 相像 , 公式 (8) 的 余 项 


= ji(CJ(z 一 oa) ) (2 — 2 (x — b)dz, 


利用 被 积 表 达 式 中 第 二 个 因 式 不 改变 符号 这 一 事实 , 可 以 表示 成 这 样 的 形状 ， 


2 i (Z 一 0) Ce 人 a (x — b)dz 
=- ) [人 - 人) -| 
24 2 2 4 


及 四 x OC")®, ) 
如 果 区 间 [co,g 被 分 成 n 个 相等 部 分 , 那么 一 一 对 于 辛 卜 森 公 式 (10) 一 一 得 到 下 面 形状 的 


余 项 


二 (6 一 oh) 4 
Rn = — Te © GE (16) 


当 n 增加 时 , 这 个 表达 式 大 致 像 = 一 样 减 小 ; 这 样 , 芋 卜 森 公 式 实 际 上 比 上 述 两 个 公式 更 
好 些 . 


重新 回 到 积 三 一 一 > 的 例子 . 为 了 要 避免 计算 公式 (16) 中 所 有 的 四 阶 导数 , 我 们 指出 ， 
函数 jz) = 


本 身 就 是 y = arctgz 的 导数 , 于 是 我 们 可 以 利用 116,8) 中 已 有 的 公式 . 按 
照 这 个 公式 


f(V(z ) 全 y(5) = 24 cos’ ysin5 (y+ 3) = 24cos” Y cos 5y: 


”” @ 如 果 f(z) 是 不 超过 三 次 的 多 项 式 , 则 显然 p 变 为 零 , 这 就 是 说 , 对 于 这 样 的 多 项 式 , 公式 
(8) 将 是 准确 的 (这 也 容易 直接 证 实 ) 


` 132. 第 九 章 定 积分 [328] 


这 个 表达 式 , 按 绝对 值 来 说 , 不 超过 24, 于 是 按照 公式 (16)|R2| < or < 0.000 6. 真正 的 误差 
如 我 们 见 过 的 , 大 大 地 小 于 这 个 界限 . 


附注 ”在 这 个 例子 上 一 望 而 知 , 依 我 们 的 公式 所 求 出 的 误差 的 界限 , 是 颇 为 粗略 的 . 可 惜 的 
是 .一 所 导出 的 公式 的 实用 上 的 缺点 就 在 这 上 面 类 似 的 情形 时 常会 遇 到 . 

但 是 伍 是 借助 子 这 些 公 式 , 毕竟 还 是 使 我 们 能 够 预先 估计 误差 , 因而 可 以 来 实行 定 积分 的 近 
做 计算 . 现在 来 讲 一 些 例子 . 

328. 例题 

1) 利用 矩形 公式 计算 积分 /? 空 = In2 精确 到 0.001 

因为 对 于 f(x) = = 有 0< f(z) = 三 < 2( 如 果 1<z < 2), 所 以 按照 公式 (11 


1 
0 一 -一 . 
< Rn < To 


如 果 取 n = 10, 则 我 们 的 公式 的 余 项 是 Rio < 二 < 0.84 x 10-3 ; 我 们 还 必须 加 进 由 于 
在 计算 函数 值 时 实行 四 舍 五 人 所 产生 的 误差 ; 设法 使 这 个 新 的 误差 的 界限 相差 小 于 0.16 x 10-3. 
为 了 这 个 目的 只 要 计算 = 的 值 到 四 位 小 数 精确 到 0.000 05 就 够 了 . 我 们 有 : 


Z1/2 二 1.05 Y1/2 一 0.952 4 
之 3/2 一 1.15 y3/2 一 0.869 6 
5/2 一 1.25 Ys5/2 一 0.8 
ZX7/2 一 1.35 y7/2 一 0.740 7 
9/2 二 1.45 y9/2 二 0.689 7 
= ， 6.928 4 
X11/2 二 1.55 Y11/2 二 0.645 2 10 一 0.692 84 


£13/2 = 1.65 y13/2 = 0.606 1 
715/2 = 1.75 yi15/2 = 0.571 4 
£17/2 = 1.85 Wi7/2 = 0.540 5 
Z19/2 = 1.95 yi9/2 = 0.512 8 

和 6.928 4 


考虑 到 对 于 每 一 维 坐 标 (因而 , 也 是 对 于 它们 的 算术 平均 值 ) 的 修正 数 被 包含 在 土 0.000 05 
之 间 , 也 注意 到 余 项 Rio 的 估 值 , 我 们 得 到 , ln 2 被 包含 在 界限 0.692 79 = 0.692 84 一 0.000 05 
与 0.693 73 = 0.692 84 十 0.000 05 + 0.000 84 之 间 , 因而 就 更 是 包含 在 0.692 与 0.694 之 间 . 这 
样 一 来 , In 2 = 0.693 士 0.001. 

2) 按照 梯形 公式 作 同 样 的 计算 . 

在 这 情形 下 , 依 公 式 (13) 


Rn < 0， 
Ra < 一 


672 


[328] §5， 积 分 的 近似 计算 . 133 ， 


在 这 儿 也 试 一 试 取 n = 10, 虽然 此 时 仅 可 以 保证 |Rio| < 0 < 1.7 x 10-3, 纵 坐 标 (计算 到 与 
上 面 同 一 的 精确 度 ) 是 


2Z1 一 1.1 v= 0.9091 zo 一 1.0 yo = 1.000 0 
rT2 = 1.2 wo = 0.8333 X10 = 2.0 yi10 一 0.500 0 
Z3 一 13 v3=0.7692 和 1.500 0 


Z4 一 1.4 wa = 0.7143 
Ts=1.5 vs = 0.666 7 
rz6=1.6 wvwe=0.6250 二 (二 
Z7 三 1.7 yz7=0.588 2 
Za 三 18 ys 三 0.555 6 
2Z9 一 1.9 wo = 0.526 3 
和 6.187 7 


十 6.187 7) = 0.693 77 


考虑 到 所 有 修正 数 之 后 , 我 们 得 到 , ln 2 被 包含 在 界限 0.692 02 = 0.693 77 一 0.000 05 一 
0.001 70 与 0.693 82 = 0.693 77 十 0.000 05 之 间 , 即 是 , 仍然 在 0.692 与 0.694 之 间 , 以 下 从 上 略 . 

3) 在 同村 兵 坐 标的 数目 下 ， 借助 于 辛 卜 森 公 式 可 以 得 到 更 精确 的 结果 . 因为 被 积 函 数 的 第 四 
阶 导数 是 5 所 以 依 公式 (16) 

R,<0 
于 有 24 2 
nl < 80 ny 7 15 7 (0n)® 

当 n= 二 5 时 (此 时 纵 坐 标的 数目 与 上 述 情形 是 同样 的 ) 有 |Rs| < 1.4 x 10-5. 实行 计算 到 五 

位 数字 , 精确 到 0.000 005 


Z1 二 1.2 Vy1 二 0.833 33 Z1/2 一 1.1 y1/2 = 0.909 09 
zx2 = 1.4 y2 = 0.714 29 X32 = 1.3 y3/2 = 0.769 23 
rz3=1.6 y3 = 0.625 00 Z5/2 = 1.5 ys/2 = 0.666 67 
74 一 1.8 y4 = 0.555 56 Z7/2 一 1.7 y7/2 = 0.588 24 
和 2.728 18x2 Z9/2 = 1.9 ye/2 = 0.526 32 

5.456 36 和 3.459 55 x 4 
| 13.838 20 


2Z0 三 1.0 yo 二 1.000 00 ] 
25 = 2.0 ys = 0.500 00 5050(1500 00 + 5.456 36 + 13.838 20) = 0.693 152 
和 1.500 00 


由 此 jn 2 被 包含 在 界限 
0.693 133 = 0.693 152 — 0.000 005 — 0.000 014 


与 0.693 157 = 0.693 152 + 0.000 005 
之 间 , 于 是 , 例如 , 可 以 令 In2 = 0.693 1540000 02. 
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< 


实际 上 In2 = 0.693 147 18..., 因而 真正 的 误差 就 小 于 0.000 005[ 参 看 上 目 未 了 的 附注 ]. 
4) 现在 提出 按照 辛 卜 森 公 式 计算 第 二 类 全 椭圆 积分 问题 全 


本 E 工 2 
人 =/ \/ 工 Tax 
精确 到 0.001. 


对 于 函数 f(z) = V1- ssin? z, 当 z 从 0 变 到 二 时 , 有 | 19| < 12 @, 因此 [参看 (16) 


3 2 1 


D A 
二 
取 n= 3, 于 是 |Rs| < 0.000 52. 在 这 情形 下 
zo = 0(0°) yo 三 1.000 0 
1/2 一 Ly 
入 4y12 = V12 + V12 = 3.932 4 
Ws 0 
a 未 ea | 
a (45°) 4y3/2 = V12 = 3.464 1 2*™ ia = 130 6063..- 
Ti 口 
Za 一 3(60 ) 2y2 = V10/2 = 1.581 1 


3 
75/2= 75(75°) dys/2 = V12~ Vi12 = 2.9216 
zs = 3 (90°) We Y2/ 2 二 人 707 
和 15.477 1 


对 于 所 得 到 的 结果 , 除 修正 数 有 Rs 外 , 还 应 当 加 进 由 于 对 小 \ 数 实行 四 舍 五 人 所 产生 的 ( 非 负 的 ) 修 
正 数 , 这 个 修正 数 不 超 过 0 < 0.000 03. 
1 证 二 = 水 


1.350 11 < 


-到 < 1.351 18, 
局 


并 且 可 以 断定 ,E ( 方 ) = 1.35140 001， 
(实际 上 在 所 得 结果 中 所 有 的 数字 都 是 正确 的 .) 
精确 到 0.000 1. 


5) 依 辛 卜 森 公式 计算 积 | 
W = | ez dz 
0 
中 参 看 315 目 脚注 . 


四 显然 ,y = f(z) > 微分 恒等式 y? =1— 3sin? z , 容易 依次 得 出 导数 yy yy 的 绝 
对 值 的 ( 比 真 值 稍 大 的 ) 估 值 


[328] $5， 积 分 的 近似 计算 . 135 . 


直接 算出 被 积 范 数 的 第 四 阶 导 数 之 后 , 可 看 出 其 绝对 值 不 超过 12; 因此 


12 
IRn| < 150 (On) 
取 n= 5 就 够 了 , 因为 |Rs| < 0.7 x 10-5. 我 们 有 
zo = 0.0 yo = 1.000 00 x1/2 = 0.1 yi1/2 = 0.990 05 
zs = 1.0 ys = 0.367 88 Z3/2 = 0.3 ya/2 = 0.913 93 
和 1.367 88 Xs/2 = 0.5 ys/2 = 0.776 80 
z7/2 一 0.7 .yr/2 = 0.612 63 
zl 一 0.2 vy1 = 0.960 79 x9/2 = 0.9 ye/2 = 0.444 86 
72 = 0.4 y2 = 0.852 14 和 3.740 27 x 4 
x3=0.6 ys = 0.697 68 14.961 08 
xz 一 0.8 vy4 = 0.527 29 
和 3.037 90 x2 ] 
0 55 (1-367 88 十 6.075 80 十 14.961 08) = 0.746 825 


0.746 813 < W < 0.746 837 
W =: 0.746 8+0.000 05. 


(在 这 儿 所 得 结果 中 所 有 六 位 数字 也 都 是 正确 的 !) 
6) 依 辛 卜 森 公式 求 积 分 [比较 314,6)] 


C= / arctgT 7 
了 0O L 


当 n= 5 时 , 计算 到 五 位 小 数 ; 


yo=1 yi/2 = 0.996 68 
ys = 0.785 40 y3/2 = 0.971 52 
和 178540 ys/z = 0.927 30 
y7/2 = 0.872 46 
yi = 0.986 98 ye/2 = 0.814 24 
y2 = 0.951 27 和 4.582 20 x 4 
ys = 0.900 70 18.328 80 
ya = 0.843 43 
和 3.682 38 x 2 
736476 
二 (1.785 40 + 7.364 76 + 18.328 80) = 0.915 965. 


30 
在 所 得 结果 中 所 有 数字 都 是 正确 的 . 按 公式 (16) 估计 误差 的 工作 留 给 读者 自己 去 作 . 值 G 有 时 
叫做 卡 塔 兰 (E.Catalan) 常数 [参看 440,6)(a)]. 


附注 最 后 三 个 例子 在 这 方面 是 使 人 感到 兴趣 的 : 相应 的 原 范 数 不 能 被 表示 成 有 限 形 状 , 于 
征 利用 原 函 数 来 计算 定 积分 就 是 不 可 能 的 . 
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相反 地 , 如 采 这 些 原 函数 , 表示 成 带 变动 的 积分 上 限 的 定 积分 的 形状 , 就 可 算出 对 应 于 一 列 积 
分 上 限 值 的 这 些 积分 的 值 . 由 此 , 从 原则 方面 , 前 明了 对 于 只 利用 积分 表达 式 而 给 出 的 函数 , 我 们 
也 可 以 作出 如 同 读者 对 于 初等 函数 所 熟知 的 那样 一 些 表 . 

用 这 个 方法 也 可 以 得 到 上 述 那 些 函 数 的 近似 表达 式 . 


第 十 章 “ 积分 学 在 几何 学 、 力 学 与 物理 学 
中 的 应 用 


81. 弧 长 
329， 则 线 长 的 计算 设 在 平面 上 用 参数 方程 
T= Pt), y= Vt) (to tT) (1) 


给 定 连 续 的 简单 曲线 4B. 在 第 一 卷 已 经 建立 了 曲线 长 的 概念 : 它 是 作为 内 接 于 曲 
线 的 折线 的 周 长 的 上 确 界 5 而 定义 的 : 


S = sup{p}. (2) 


假定 函数 (1) 有 连续 导数 , 已 证 明 [248], 曲线 是 可 求 长 的 , 即 曲 线 长 是 有 限 的 . 不 仅 
如 此 , 如 果 考 虑 不 定 弧 AM, 其 中 M 是 曲线 上 任意 一 点 , 这 点 相应 于 参数 上 那么 有 
弧 长 


AM = s = s(t) 
是 t 的 可 徽 冰 数 , 其 导数 可 表 为 : 
S 的 三 VIP 的 十 [族人 (的 ] 
或 更 傈 明 些 : 
= Vip + (3) 


[248,(10)], 并 且 显 然 它 也 是 连续 的 . 
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掌握 了 积分 概念 , 我 们 现在 能 来 计算 曲线 4B 的 长 . 按照 微 积分 基本 公式 , 立刻 


s(T)— s(to) = sadt 


人 5 
B=8- | Vatwa= 人 Vi 人 GOPde (9) 


前 面 所 说 的 不 定 弧 4M 的 长 度 , 易于 理解 , 可 用 公式 
t 
AM = s = s(t) | V2 + yi2dt (5) 
to 


表示 , 可 能 会 出 现 把 任意 内 点 Mo 取 为 计算 弧 长 的 起 始 总 的 情 志 . 如 果 加 仍然 即 是 
确定 此 点 (在 这 种 情况 下 to 已 不 是 区 间 的 端点 , 在 病 点 上 是 变动 的 ) 则 显然 公式 (5) 
给 出 带 有 符号 的 弧 4M 的 值 -一 若 t> to, 点 M 位 于 计算 弧 长 起 始点 Mo 的 正 侧 ， 
则 取 正 号 ; 大 t+<to, 点 M 位 于 计算 弧 长 起 始点 Mo 的 反 侧 , 则 到 仙 号 . 

厂 曲 线 在 直角 坐标 系 中 由 显 式 方程 给 出 : 


y= f(x) (xo < Zz < X), 
则 取 z 作为 参数 , 作为 特殊 情况 , 由 公式 (4) 得 
s=/ VS 人 TT Fa Ca 
最 后 , 曲线 是 以 极 坐标 的 形式 
r=0g(0) (G0 <0<0) 
给 定 的 ,如 所 知 , 同样 可 借助 于 一 般 变 换 公式 归结 为 参数 式 : 
z=7rcos0=g(g)cosby 一 rsinbg=g(g)sinb， 
这 里 9 起 着 参数 的 作用 , 对 这 种 情况 


© 9O 
s=/ Vir+ra= | Vo + Oa (46) 
bo0 00 


对 于 这 两 种 特殊 情形 , 容易 写 出 表示 不 定 弧 AM 量 值 的 表示 式 , 若 M 对 应 于 
横 坐 标 z 或 极 角 2, 则 


HM-=-s = 蝇 2 全 下 V1l+yrdr (52a,) 
或 , 相应 地 


9 
AM = s = s(0) = ) \V/7r2 十 Tid0. (56) 
bo 


[330] 8§1、， 弧 长 . 139 ， 


330. 定义 曲线 长 度 的 概念 及 计算 曲线 长 度 的 另 一 种 途径 ”在 定义 简单 连续 曲 

线 长 度 概 念 本 号 时 ,我 们 从 等 式 (2) 出 发 .现在 我 们 证 明 一 一 在 非 闭 曲线 的 情形 

一 一 其 长 度 9 不 仅 是 内 接 于 曲线 的 折线 长 的 集合 {p} 的 上 确 界 , 而 且 在 折线 (p) 所 

有 边 (或 更 确切 地 说 , 是 这 些 边 中 长 度 最 大 者 六) 趋 于 零 的 条 件 下 , 运 直 就 是 p 的 极 . 
PR: 

S = Lim PP， (6) 


同时 , 求 出 确定 曲线 上 折线 (p) 的 各 端点 位 置 的 参数 t 的 值 : 
to < < <ti<tiil< <t,=7 (7) 


并 假定 所 有 增 量 At; = ti+1 一 去 (或 者 更 确切 地 , 它们 中 的 最 大 者 和 = max Ati) 趋 于 
零 更 为 方便 . 245 目的 两 个 引 理 保证 了 极限 过 程 两 个 特性 的 等 价 性 . 这 样 , 应 当 证 明 
极限 关系 

5S= limwp (6*) 


入 一 0 
首先 指出 周 长 p 的 如 下 重要 性 质 : 若 p 对 应 于 区 间 [to,7T] 的 某 个 分 法 , 然后 我 
们 还 增补 一 个 新 的 分 点 
tk < t < bk+1) 
则 周 长 p 增加 , 但 同时 它 的 增加 不 超过 y(t) 与 y(t) 振幅 的 加 倍 和 . 事实 上 , 添加 新 
点 t, 是 把 一 项 ( 边 长 ) 


p(trt1) — ptr)]? + ptr) — wl tre)? (8) 
用 两 项 (两 边 长 度 之 和 ) 


[p(t) — ptr) + WE) — Pt) + yy [pleri) — P(E) + pltet1) — WO] (9) 


来 代 蔡 .(9) 式 在 任何 情况 下 都 不 小 于 (8) 式 . 
另 一 方面 , 任何 和 式 (9) 都 不 超过 和 


[p(t) — pte)| + w(t) — te) + [p(trr1) — pO + y(teri) 一 区 的 |， 


因此 周 长 p 的 增加 更 不 会 超过 这 个 数值 , p 的 增加 显然 小 于 上 面 提 到 的 振幅 的 加 
倍 和 . 

以 下 的 讨论 仅 限于 有 限 的 5 的 情况 . 对 任意 小 的 数 s > 0, 按 上 确 界 的 定义 , 存 
在 区 间 [to, 7T] 这 样 的 分 法 : 用 点 


to=to < <ty << =7 (10) 
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把 [to, 了 T] 分 割 成 部 分 , 使 得 相应 的 周 长 p* 满足 不 等 式 
po (11) 


由 于 晴 数 p(t) 与 w(t) 的 一 致 连续 性 , 存在 这 样 的 小 数 6 > 0, 使 得 只 要 |t{* 一 t <& 
就 有 
el) — (0) < ,We ) — WN < 天 

用 (7) 式 中 的 点 把 区 间 [to,7] 分 割 成 部 分 , 使 得 < 5( 即 所 有 的 At < 5), 组 成 相应 
的 和 六 

考虑 把 区 间 [to,7] 分 割 成 部 分 的 第 三 种 分 法 , 在 此 分 法 中 , 分 法 (7) 中 所 有 的 
点 右 及 分 法 (10) 中 所 有 的 点 克 都 是 分 点 , 设 与 此 分 法 相应 的 周 长 是 po. 因为 这 个 
分 法 是 从 (10), 用 增加 新 点 得 到 的 , 由 先前 所 说 的 


po 之 p. (12) 


男 一 方面 这 一 分 法 也 是 从 {7) 用 增加 点 娘 得 到 的 ， 增加 每 个 点 女 .p 增长 不 超 
过 相应 于 函数 y(t) 与 y(t) 振幅 的 加 倍 和 , 即 小 于 因为 这 个 过 程 不 超过 m 次 . 
于 是 po 超过 p 小 于 


Do < DT (13) 


iD | 


由 不 等 式 (13), (12), (11) 推出 
力 >> 一 5 


因此 0< SS-p<s, 由 此 推出 所 要 证 明 的 断言 (6*), 这 意味 着 (6) 式 成 立 . 
因为 由 (6) 式 可 反 推 出 (2) 式 , 于 是 等 式 (6) 可 看 作 与 前 述 曲线 长 定义 等 价 的 
定义 . 


附注 ”然而 不 难看 出 , 在 闭 曲 线 的 情形 下 , 这 样 的 


定义 却 不 能 无 条 件 地 采用 : 须知 即便 符合 了 所 指出 的 
条 件 , 也 毫 不 能 防止 折线 缩 癌 一 点 ， 而 其 周 长 趋 近 于 
4 0( 图 8). 其 中 的 要 点 就 在 于 : 开 曲 线 的 情形 下 ,只 要 折 


线 (p) 的 每 一 段 都 递减 以 至 于 0, 就 已 经 保证 了 每 一 段 


8 与 其 对 应 的 部 分 弧 越 来 越 靠 得 紧密 ; 正 是 基于 这 一 点 ， 
取 其 周 长 p 的 极限 作为 整个 的 弧 长 才 是 理 之 当然 . 而 
在 闭 曲线 的 情形 就 不 是 这 样 了 . 


[我 们 指出 , 若 代替 要 求 折 线 各 边 趋 于 0, 而 是 要 求 对 于 相应 各 弧 的 直径 趋 于 0， 
则 新 的 定义 可 同样 地 既 应 用 于 非 财 曲线 , 又 可 应 用 于 财 曲 线 .] 


[331] 81， 弧 长 “41: 


现在 我 们 证 明 由 定义 (6) 或 (6*) 可 直接 推出 曲线 长 的 表达 式 (4). 我 们 将 从 折 
线 长 p 的 现成 表达 式 出 发 [参看 248, (7)] 


p= Vp + Wp. At 
1 一 0O 


其 中 5, 却 是 区 间 [22 中 的 某 些 值 . 
如 若 在 根 号 下 的 第 二 项 中 , 把 去 一 一 换 成 1, 则 改造 成 的 表达 式 


r= 和 VIP 下 T 了 下 Ab 
2 一 0 


显然 正 是 积分 (4) 的 积分 和 . 当 和 趋 近 于 0 时 , 这 个 和 将 以 积分 (和 号 为 极限 . 为 了 
要 证 明 折线 周 长 p 也 趋 于 此 极限 , 只 省 表明 差 p - c 趋 近 于 0 即 可 
因此 , 我 们 对 这 个 差 进 行 佑 信 : 


p—ol< >IV| OO 
我 们 如 果 把 基本 不 等 式 
Va +b -Vath gl bl® 
分 别 应 用 到 以 上 所 写 的 和 中 的 每 一 项 , 便 得 


、 
sl OAS 


| 
根据 限 数 w(t) 2 对 于 任意 给 定 的 s > 0, 可 找 出 这 样 的 6 > 0, 使 得 只 
要 |t 一 看 <6, 即 有 |w(t) 一 ww (人 如 <s. 假如 取 入 < 6( 即 所 有 的 Ati; < 5), 则 |7i 一 己 | 
Fi | < =. 并且 


po ey Ati=e(T— to). 


这 就 证 明了 公式 (4). 
331， 例 
1) 悬 链 线 y= ach 一 (图 9). 


”0 的 存在 总 元 疑义 ,内 为 积分 配 下 的 本 数 是 连续 的 [第 298 目 省 
外 这 个 不 等 式 于 a = 0 时 是 显然 的 ; 而 各 a 产 0, 则 可 从 恒等式 


b++bl 
Va2 十 电 - Vao2 + 有 = 一 一 一 一 一 一 一 (化 一 六) 
Va2 +b2+ /a?+b? 


直接 推 得 , 因为 (b 一 51) 前 的 系数 绝对 值 小 于 1. 
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我 们 在 252, 1) 中 已 有 
V1l+y2= 
于 是 根据 公式 (5a), 如 果 取 曲线 顶点 4 作为 弧 的 起 算 点 , 则 


Ss A / a 
0 0 人 


我 们 回想 tga = 从 = sh 二 , 故我 们 又 有 s = atga. 这 


图 9 样 一 来 , 在 AMPS( 图 9) 中 直角 邻 边 MS = atga 恰 与 弧 
s 相等 (就 长 度 而 论 ) 我 们 便 得 出 了 测量 悬 链 线 弧 长 的 简单 
图 解法 
zx2 
2) 抛物 线 y= 一 


2p 
取 定 项 点 O(z = 0) 作为 弧 的 起 算 点 , 对 于 横 坐 标 为 z 的 任意 点 AM， 我们 有 


-一 一 ~ 本 1 1 2 = 
:07=- |/ A BeVEt+ ln(e+ 到 + 
0 


nh en eh 
2p 2 


= 


0 


3) 星 形 线 z = acos?t,y = asin’t. 
利用 已 经 计算 得 的 [第 224 目 4)]jz4 与 W 的 值 , 我 们 有 


V22 十 2 一 3asintcost (假设 0 < 
根据 公式 (4), 在 点 4(a,0) 与 B(0,a) 之 间 的 四 分 之 一 星 形 线 ,其 长 为 


和 3 
AB = so / sint costdt = 2 一 ， 
0 : < 


0 


于 是 整个 曲线 的 长 便 是 6a. 
4) 旋 轮 线 z=al sint),y = a(l 一 Cos 加. 
此 处 ( 当 0 芝 上 过 27 时 ) 


人 
根据 公式 (4), 旋 轮 线 的 一 拱 的 长 度 为 
27 


27 1 1 
2 | sin ~dt = —4a cos 一 一 8a. 
0 2 2 0 


5) 圆 的 渐 伸 线 z = altsint 十 cost),y = a(sint tcost). 
我 们 有 ( 当 上 > 0 时 ) 


VT =av(tcost)? + (tsint)? = at. 
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于 是 从 点 4( = 0) 到 任意 点 M(t > 0) 的 不 定 弧 4M 可 表 为 : 
2 


PE 2 
3 


当 t+ <0 时, 仅 需 在 上 式 右 端 加 一 负 号 . 
6) 阿 基 米 德 螺 线 7 = ab. 
根据 公式 (56), 计算 从 极点 O 到 任意 点 M( 对 应 于 0 角 ) 的 弧 长 , 我 们 得 出 


0 
OM = | 1 + 02d0 = [0V1 十 62 十 jn(9 十 V1l+02)]. 
0 


有 趣 的 是 , 此 处 代入 6 = 后 , 我 们 得 出 的 表达 式 形 
式 上 与 抛物 线 弧 长 表达 式 相 类 似 | 参看 2)]. 

7) 对 数 螺 线 7 = ae (图 10). 

因为 六 = mmr, 所 以 7+ = 二" 并 且 仍 根据 公式 
(56), 对 于 在 坐标 为 (ro,bo) 与 (r,0) 的 两 点 间 的 弧 
Mo 1, 我 们 有 


6 
,=m |/ Vr2 十 Ta2d0 
bo0 


假如 记 起 , 对 于 对 数 螺 线 tgw = 
改写 成 这 样 : 


Ss TC— 70 
s= MoM = —. 
COS Lo 


将 点 Mo 逼近 于 极点 O, 亦 即使 ro 趋向 0, 并 
取 此 时 所 得 的 Mo MM 弧 长 极限 作为 OM 弧 长 , 我 们 便 得 出 比较 更 简单 的 结果 


多 10 


了 


s=OM -= 


COSW 


借 此 公式 之 助 , 从 AMOT( 见 图 ) 中 就 不 难看 出 , 弧 长 s 等 于 极 坐标 中 的 切线 长 #,: 


OM = TM®. 
我 们 使 得 到 .了 对 煞 螺 线 测 长 的 最 简单 的 图 示 法 . 


I 


8) 椭圆 2 十 = 
不 过 较 方便 一 些 的 是 把 椭圆 方程 取 为 参数 型 z = asint,y = beost. 易 见 ， 
Vr + = Va?cosst+hsin t= Vo — (a —b2)sin?t = aV!1— e?sin?t, 


此 处 = = YX- 一 是 椭圆 离 心率 


马 对 数 螺 线 的 这 个 性 质 , 使 得 可 以 很 容易 地 做 出 这 样 的 命题 : 当 这 曲线 毫 无 滑动 地 沿 着 直线 MT 
滚动 时 , 极点 O( 假 如 认定 它 是 始终 和 曲线 连接 着 的 ) 就 描 出 了 某 一 条 直线 . 我 们 把 证 明 留 给 读者 . 
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目 短 轴 的 顶点 到 第 一 象限 中 它 的 任 一 点 , 计算 椭圆 的 弧 长 , 我 们 得 到 
-of 1 — e?2sin*t dt = able,t). 


这 样 一 来 , 椭圆 的 弧 长 就 被 表 成 了 椭圆 积分 的 第 二 种 类 型 [参看 第 293 目 及 第 305 目 ]; 如 曾 指出 
的 , 此 一 事实 正 是 “椭圆 ”积分 这 一 名 称 的 由 来 . 
特别 是 椭圆 周 的 四 分 之 一 的 长 度 可 表 成 全 椭圆 积分 


.|/ 1 一 ssin2t dt=aE(e). 
0 


而 整个 的 周 长 便 是 
S = 4aE(e). 

有 趣 的 是 注意 对 于 正弦 曲线 y = csin (此 处 c 一 0 的 一 个 波 的 长 , 恰 怡 一 丝 不 差 
地 也 得 到 这 样 的 结果 . 这 种 几何 上 的 契合 , 并 不 难 解 释 . 设想 一 个 正 圆柱 , 用 一 个 和 它 的 母线 相 倾 
和 斜 的 平面 截 一 下 , 柱 面 的 截 口 就 是 个 椭圆 ， 如 果 通 过 短 轴 的 一 端 , 顺 着 母线 把 柱 面 剖 开 , 并 展 平 ， 
则 椭圆 周 就 变 成 了 正弦 曲线 . 

类 似 的 , 双 曲 线 的 弧 长 计算 也 得 出 椭圆 积分 (两 类 ). 

9) 蜗 线 7 一 acos0 十 b. 

此 处 rs = 一 asin9, 并 日 

4ab ,20 

Cr sm = |. 
内 此 ( 当 5 关 a 时 ), 对 于 从 90==0 的 点 到 任意 的 0 < 的 点 的 弧 长 , 我 们 得 出 (第 二 种 类 型 ) 椭 圆 
只 分 形式 的 表达 式 : 


6 
:et 1/ V1- 一 sin2 9 dg 
(a + b)? 
-2 \/ 1 os sin’t dt = 2(a+b)E 日 (22 上 


r2 十 ro =a?+2abcos0+b? = 人 1 一 


整个 曲线 的 长 怀 表 成 了 全 李 圆 积分 
2Vab 
S=4(a+b)E (0 . 
然而 在 特种 情形 心脏 线 (5 = a), 问题 就 大 大 的 简化 了 . 此 时 


/ > 人 
7 十 ro 一 4a’ cos 5 


所 以 (0 < 9 冬夏) 
0 0 
& 全 2 COS 3d0 = 4a sin ph 
如 果 (图 11) 以 2a 为 半径 , 从 极点 O 作 弧 4Z, 与 向 径 OMM 的 延长 线 相交 , 则 易 见 AL 弦 即 等 
于 弧 s 二 AM. 


参看 第 315 目的 脚注 . 
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整个 心脏 线 的 长 就 是 8a. 

10) 双 纽 线 = 2a? cos 20. 

我 们 来 计算 双 纽 线 的 弧 长 , 从 顶点 (对 应 0 = 0) 到 任意 点 
( 极 角 0 < 7) 

我 们 有 


一 -一 2 1 
rrb 二 一 20“ sin 20， 由 此 75 = —20 sin20 


此 时 


并 且 根 据 公式 (56) 


图 11 


-| Fs V1—2sin’ 
我 们 就 又 一 次 得 出 了 (第 一 种 类 型) es 分 . 因为 sin*90 的 鸯 于 上 让 1 时 的 积分 表 已 经 算 
出 了 , 所 以 我 们 来 做 一 个 变量 变换 . 合 2sin* 9 = sin? $( 因 为 6 < 7 故 2sin20 < 1, 由 此 可 见 
角 确 是 可 以 定 出 的 ); 于 是 


l 1 
sin0 = —= sin 0@, cos 0a0 = 一 cos dw, 
0 


V2 
d0 = S90 /and cosd 
V2 1  ， 
1 一 7sin 9 


最 后 


大 
= 一 和 一 0 | 一 ,0 | 
1— jsin?4 V2 


在 极限 情形 @ 下 , 令 9 二 了 ， 而 $= 了 双 纽 线 的 四 分 之 一 的 长 度 就 表 成 了 全 椭圆 积分 . 


[全 
_。 / ~ kl) 
5 /1 Esin?g V? 
2 
整个 双 纽 线 的 长 度 便 是 S = 4aK (已 ) 
可 注意 的 是 : 求 曲线 弧 的 长 度 的 问题 时 常 正 巧 得 出 椭圆 积分 . 
11) 最 后 , 在 建立 曲线 渐 伸 线 [第 256 目 ] 方面 , 我 们 引 一 个 应 用 弧 长 公式 的 例子 . 


我 们 来 研究 悬 链 线 . 若 以 《7( 与 第 256 目 表 示 法 一 致 ) 表示 它 的 点 现在 的 坐标 , 以 o 表示 它 
的 弧 长 (从 项 点 起 算 ), 则 曲线 方程 可 写成 : 


pn = achs, 
a 


@ 我 们 不 得 不 把 这 个 情形 , 当 作 9 一 或 4 一 时 s 的 表达 式 取 极 限 的 情形 来 研究 , 因为 
0 = 时 导数 x = co, 于 是 公式 (55) 就 不 能 直接 应 用 
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而 弧 长 可 表 成 公式 [参看 1)]: 


go 
a 
由 此 ;上 与 可 直接 表 成 o 的 限 数 : 
é£=alln(o + Vo?+ao)—lnal,n= Vo?+a?. 


现在 根据 第 256 目 公 式 (17), 注意 到 此 处 [参看 (18)] 


Q . oO 
cos 有 一 ;sin 二 3 
VO“++a Vo 二 a 


就 可 写 出 任意 海 伸 线 的 参数 方程 


r=alin(o+ Vo*+a?)— lnal 


a, 
+(c—0o) i 


y= Voto + (0) rr a 


[6 A 


我 们 来 看 对 应 dc == 0 的 这 一 条 渐 伸 线 ; 它 从 
县 链 线 的 顶点 起 始 . 并 且 在 这 里 有 一 战 点 (图 12). 
消去 o, 此 曲线 ( 称 为 岛 物 线 ) 就 表 成 了 显 方程 


aln 一 一 一 — Va 一 321 


如 果 记 起 “切线 长 ”的 表达 式 为 [第 230 日 
(4)|: 


dz 
一 2 1/ 十 (至 
则 由 此 易 得 :t = a. 这 表示 出 了 电 物 线 的 很 值得 注意 的 特性 : 它 的 切线 长 为 一 常量 岂 
从 悬 链 线 的 性 质 中 , 也 很 容易 推出 这 个 结果 [参看 1) 中 悬 链 线 的 弧 长 的 求法 , 图 9 


332. 平面 曲线 的 内 莹 方程 ”以 曲线 上 的 点 的 (对 于 某 一 坐标 系 而 说 的 ) 坐标 之 
闻 的 方程 来 表示 曲线 , 撤 开 这 种 表示 法 的 全 部 功用 不 论 , 毕竟 是 时 常 具有 人 为 的 性 
质 , 因为 坐标 并 不 是 曲线 的 基本 几何 因素 . 反之 , 这 种 基本 因素 乃 是 曲线 (从 某 一 初 
始点 依 一 确定 方向 起 算 的 ) 弧 长 ， 及 曲率 半径 R (或 者 就 是 曲率 = =) 参看 第 
250 目 , 第 251 目 ]. 

对 于 每 一 条 曲线 , 都 可 以 在 这 两 个 因素 之 间 建 立 起 


了 二 十 


t=|SV1l+y 


F(s, R)=0 


中 忠 物 线 的 名 称 正 是 和 这 个 相关 连 着 的 (起 源 于 拉丁 文 的 动词 trahere- 一 引 , 点): 如 果 一 个 在 
水 平 线 上 移动 着 的 点 T, 用 TM 线 在 它 后 面 入 引 点 M, 则 点 M 就 会 恰好 摘出 了 中 物 线 . 
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形式 的 依从 关系 , 此 方程 即 称 为 曲线 的 内 蕴 方 程 @ . 
我 们 证 明 :有 具有 同一 内 得 方程 的 各 曲线 ,只 能 在 其 平面 上 的 位 置 上 有 所 不 同 , 于 
是 内 比方 程 便 完全 唯一 的 确定 了 曲线 的 形状 . 
议 (1) 与 (I) 两 条 曲线 具有 同一 内 药方 程 , 这 内 药方 程 我 们 取 成 下 列 形式 : 
1 
页 二 g(s). (14) 
为 了 要 证 这 两 条 曲线 全 等 , 首先 我 们 将 其 中 一 条 移动 一 下 , 使 得 两 条 曲线 上 的 弧 长 
起 算 点 重合 , 然后 再 将 这 条 曲线 转动 一 下 , 使 得 在 这 点 上 的 切线 正 向 重合 . 
我 们 用 指标 (1 与 2) 来 标记 对 应 于 同一 s 值 的 两 条 曲线 的 各 项 元 素 : 


动 点 的 坐标 :(zl, 1) 与 (za yo)， 
切线 与 z 贡 的 交角 :ai 与 ao， 
曲率 半径 : Ri 与 Ry. 


由 于 (14), 我 们 便 对 所 有 的 s 都 有 :地 - 无 亦 即 | 第 250 目 (2 
dQ1 da 
ds ds (15) 
不 仅 如 此 , 依 假 定 , 当 s = 0 时 
T1 = 22,Y1 = Y2, (16) 
并 且 
Q1 一 Q2. (17) 


根据 第 131 目 系 理 , 从 (15) 推 知 aa 与 ao 仅 差 一 常量 ; 但 是 我 们 已 经 看 见 , 当 s =0 
时 这 两 个 量 相同 , 因 之 等 式 (17) 总 是 成 立 的 ， 此 时 对 于 所 有 的 * 值 就 有 | 第 249 
目 ,(15)] 


Cl 一 COS CQ1 三 COS Q» = dz? 
ds + ”ds 
dy1 dy 


= SIN Q1 = Sin wo = 


ds ds 
由 此 以 类 似 的 方式 我 们 便 得 出 结论 ， 即 等 式 (16) 也 总 是 成 立 的 , 这 就 是 说 曲线 重 
合 了 . 
现在 我 们 来 说 明 , 如 何 根据 曲线 的 内 蕴 方 程 (14) 还 原 出 它 的 坐标 表示 法 来 首 
先 , 从 (14) 中 我 们 有 学 _ gfs) 于 是 


‘(~ .  6 a 


4 S ， 

a= | gs)ds tao, (18) 
| .0 .2 

” @ 德 文 术语 natiirliche Gleichung 的 译文 : 而 法 文 术语 kquation intrinseque ( 即 是 “固有 方程 ”) 亦 
磊 得 要 领 . 
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| 


此 处 ao 为 常量 , 然后 从 等 式 
dz = cosads, dy = Sin oads (19) 
出 发 ,做 积分 , 便 得 到 
z=/ cos cds + xXo,y = / sin ads + yo, (20) 


此 处 zo 与 wo 是 新 的 常量 . 

个 难 了 解 , 曲线 的 转动 牵连 常量 oo 的 变化 , 而 曲线 的 平移 牵连 常量 zo,w 的 变 
化 中 . 这 些 常 量 的 等 于 0, 显然 就 是 意味 着 曲线 的 位 置 是 这 样 的 : 起 算 弧 长 的 初始 点 
与 坐标 原点 重合 , 并 且 在 这 点 上 的 切线 的 正 向 与 x 轴 的 正 向 重合 . 

现在 设 方程 (14) 是 任意 取 定 的 | 我们 只 假定 函数 g(s) 是 连续 的 ]， 则 先 用 公式 
(18) 确定 了 m 再 以 方程 (20) 确定 了 z 与 y, 我 们 便 得 出 某 条 曲线 的 参数 表示 法 . 微 
分 (20), 就 回 到 了 (19), 从 (19) 我 们 首先 看 出 


ds” = dr” + dy’, 


于 是 ds 实际 上 就 是 这 条 曲线 的 弧 微分 , 而 s 就 是 弧 长 
(假如 适当 的 选择 起 算 的 初始 点 )， 其 次 等 式 (19) 还 导出 
结论 , 即 a 是 这 条 曲线 的 切线 与 x 轴 的 交角 . 最 后 , 微分 
(18), 我 们 便 得 出 , 曲率 即 等 于 
2 = g(s), 
并 且 由 此 可 见 , 方程 (14) 实际 上 就 是 我 们 曲线 的 内 萤 方 
程 ， 因 而 每 一 个 (14) 型 的 方程 (其 中 函数 g(s) 是 连续 
图 13 的 ), 可 以 看 成 是 某 条 曲线 的 内 列 方 程 . 
该 者 注意 , 由 于 曲线 弧 长 起 算 的 初始 点 与 方向 的 选 
择 , 可 能 在 曲线 的 内 蕴 方 程 中 引起 变化 (虽然 是 非 主 要 的 ). 
最 后 我 们 还 需 注 意 , 两 条 位 置 对 称 的 曲线 @( 图 13), 它们 的 (14) 型 的 内 药方 程 
仅 在 右 端 差 一 符号 


言 一 9(5) 与 二 = -9(s) (21) 
实际 上 , 对 称 的 选择 两 条 曲线 弧 长 的 起 算 初 始点 与 方向 时 , 它们 的 曲率 半径 符号 相 
反 . 反之 , 两 条 分 别 具 有 (21) 中 的 方程 的 曲线 , 可 借 平面 上 的 移动 化 成 对 称 的 位 置 
可 以 认为 这 样 的 两 条 曲线 在 形状 上 没有 基本 的 不 同 . 
了 将 这 些 断 言 稍 加 变通 , 不 难得 出 前 述 定 理 的 新 的 证 明 . 
电 在 平面 中 的 移动 是 不 可 能 把 它们 个 合 的 , 这 须 得 在 空间 中 转动 才 成 . 


[333] §1， 弧 长 


333, 例 ”1) 试 求 对 应 于 内 药方 程 R* = 2as 的 曲线 . 我 们 有 


do 1 [25 ® 0 2 
ds Jae a '3 329) 
于 是 ds = aada. 取 a 作为 参数 , 然后 我 们 便 得 到 


dz = cos ads = QQ cos ada, dy = sin ads = 2Q Sin cda， 
r=a(cosa+asina),y 一 alsina 一 Qcos Ch， 


曲线 就 成 了 圆 的 渐 伸 线 [第 225 目 ,8)]. 
2) 同样 的 问题 一 一 对 于 内 药方 程 R* 十 s = 16a” 


此 处 | | 
二 一 3 5? 一 arcsin 元 $ = 4a sina,ds 一 4acos aaa. 
于 是 


2 。 。 
QZ = Cos ads = 4a cos ada, dy = sin Qads = 4a sin a cos ada， 


并 且 做 积分 , 便 得 出 


1 
r=2a (a 十 了 Sin 20 = a(20 + sin 2a)， 


y=—acos20 = a—a(l+tcos20). 
如 采 换 成 参数 t = 2a 一 7, 则 得 出 的 曲线 方程 成 为 这 样 


T=Na+a(lt—sint),y=a—a(ll— cost), 


1 


我 们 便 得 到 了 旋 轮 线 [ 第 225 目 ,6)], 仅仅 与 它 的 通常 位 置 比较 起 来 是 移动 并 翻转 了 一 下 . 
3) 同样 的 问题 对 于 内 药方 程 R= ms. 


显 而 匈 见 
da 1 Ins 
— 二 一 -,Q 二 一 一 ,S$ 二 ee””,ds=me” da, 
ds ms mm 
dz = cosa.:me” “da,dy = sina: me™ da, 
并 且 最 后 
7 。 mC 
I 二 mcosattsinalje 
ARRS 
yy (msin a 一 cos Q)e ”. 


I+m 
我 们 化 为 极 坐标 . 首先 


mm 
rr 二 /X22 十 2 一 eE “9 . 
” Vii+m? 


中 因 为 我 们 只 知 求 出 一 条 曲线 即 可 , 所 以 选择 积分 常数 的 时 候 , 我 们 可 以 只 考虑 如 何 便利 . 这 个 


注 对 于 下 文 也 是 适用 的 . 
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然后 , 引信 以 条 件 tgw = = 所 确定 的 常量 角 w, 便 有 


1 
Ca 0 m = tg(@ — w), 
TT mcosattsna 1 十 一 tga 
m 


于 是 可 取 极 角 9 等 于 a 一 w, 由 此 a = w+ 十 0. 最 后 , 得 出 的 曲线 极 坐标 方程 就 是 这 样 : 


mm mw m0. 
V1T 十 和? 
此 系 对 数 螺 线 [226, 3)].e” 的 系数 的 大 小 不 起 作用 , 极 轴 转动 一 下 可 把 它 化 为 1. 
4) 现在 我 们 来 从 事 另 一 类 的 问题 : 从 给 定 的 曲线 出 发 , 确立 它 的 内 看 方程 . 
(a) 对 于 悬 链 线 , y = ach— 已 有 [331, 1): 252, 1)] 


2 
L y 

s=ash—- = Vy—o0,R= 7—,; 
a a 


2 
从 而 人 


的 开始 , 便 有 [参看 第 331 目 ,3)] 
3a, 


SE 这 sin2t 一 2 ,R= 3asintecost. 
3 3 3 3 2 
2 Q .2 0 2 Q 人 9a 2 
PR 本 0 4( 字 +s) (3 5 4s’, 


2 
并 且 最 后 , 星 形 线 的 内 蕴 方 程 可 以 写成 R? + 49? 一 “2 的 形状 


(a) 在 心脏 线 的 情形 下 , 我 们 已 有 [331, 9); 252, 6)] 


.0 4 0 
5 = 4asin ps 本 4 C05 5 


易 见 ,9R? 十 s* 一 16a7. 
(r) 上 两 个 结果 是 下 面 的 个 别 情形 . 对 于 圆 外 旋 轮 线 与 圆 内 旋 轮 线 [225,7)], 内 缠 方 程 为 


(二 下 3) 局 和 8 二 10m (14m oa”. 


(x) 不 难 重新 得 出 自 1) 至 3) 中 我 们 业已 知道 了 的 圆 的 渐 伸 线 、 旋 轮 线 与 对 数 螺 线 的 内 缠 方 
程 . 
5) 根据 曲线 的 内 药方 程 可 以 确定 它 的 渐 届 线 的 内 药方 程 , 我 们 已 有 关系 式 [255, 15)] 


aR 

假如 这 样 来 选择 渐 届 线 上 的 弧 长 起 算 初 始点 , 使 得 有 RR = o[ 参 看 255,2°], 则 从 这 两 个 关系 

式 与 给 定 的 曲线 的 内 药方 程 中 , 消去 RR 与 s, 便 得 出 p 与 o 之 间 的 依从 关系 , 也 就 是 得 出 了 渐 层 
线 的 内 蕴 方 程 . 


(22) 
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(a) 对 于 对 数 螺 线 R= ms; 于 是 p= 二 mR = mo. 我 们 便 在 符号 上 又 回 到 了 以 前 的 方程 ; 由 此 
我 们 作出 结论 , 渐 屈 线 也 是 这 样 一 根 对 数 螺 线 , 和 原来 的 对 数 螺 线 仅 在 位 置 上 不 同 [参看 254, 5)]. 
(6) 对 于 圆 的 渐 伸 线 


2 


go = R= V2as,s= 一 ， 

20 
dR /422-a 
ds | 3s of o 


(这 是 应 该 预料 到 的 结果 ). 

(8) 假如 曲线 的 内 药方 程 形 为 R* + is = c*, 则 其 渐 届 线 也 是 这 祥 的 曲线 ,但 在 长 度 上 增加 
到 大 倍 . 

实际 上 , 我 们 有 


oo= R= ve — ks? ,ks= vc 一 02， 


dR ks 加 kvVe? —02 
ds , \/c2 — kk2s2 CI ? 


并 且 最 后 ， 
D 三 一 0 Ye 一 kV-o? 或 pp? +k*o? = (kc)’. 
由 此 便 推出 了 前 述 的 断言 . 
所 得 到 的 结果 可 应 用 到 旋 轮 线 [参看 254,4)], 圆 外 旋 轮 线 与 圆 内 旋 轮 线 , 特别 言 之 , 可 应 用 到 
心脏 线 与 星 形 线 [参看 254,3)]. 


附注 “在 所 有 情形 下 , 所 指出 的 方法 仅仅 能 够 决定 痢 屈 线 的 形状 , 而 关于 它 的 位 置 的 问题 , 则 


334. 空间 的 曲线 的 弧 长 ”对 于 空间 的 曲线 
T= p(t),y = yt),z = Xx(t) 
(没有 重点 ), 可 用 和 对 平面 曲线 同样 的 形式 [249 目 , 附注 ], 给 出 弧 长 的 定义 . 此 处 也 
得 到 与 (4) 相 类 似 的 弧 长 公式 


T 
s=AB= | Zr + y+ zdt 
to 


以 及 其 他 等 等 ， 在 这 个 情形 下 , 差不多 可 以 训 无 变化 的 把 对 于 平面 曲线 所 讲 的 种 种 
都 移植 过 来 . 在 这 个 上 面 就 毋庸 元 言 ,我们 来 看 例子 . 


1) 螺旋 线 z = acost 2 一 asintz 一 ct. 


因为 此 处 
V2Zi2 十 妨 2 十 22 一 Va2 十 c2| 


所 以 曲线 从 点 A(t = 0) 到 点 M(t 为 任意 的 ) 的 弧 长 为 


t 
:= Q2 十 c2 中 一 Va2 十 c2 志 
0 


152 . 第 十 章 积分 学 在 几何 学 、 力 学 与 物理 学 中 的 应 用 [335) 


如 东 想 一 下 , 当 把 圆柱 面 展 平 时 , 它 上 面 的 螺旋 线 就 变 成 了 斜 的 直线 , 那么 这 便 是 显然 的 结果 了 。 
2) 维 维 亚 尼 曲 线 x = Rsin*t,y = Rsintcost,z 二 Reost. 
我 们 有 
Ve? + + 2 = RV1+ sin?t. 


此 时 曲线 的 全 长 可 用 第 二 种 类 型 的 全 椭圆 积分 表达 


3 的 
s=4R / Virsmidt =4n | \/ 1 十 cos2tct 
0 0 


到 1/ 
-ER / ] 一 工 sin2 tdt = 4V2RE ( 已 ， 
0 2 v2 


82. 面积 与 体积 


335. 面积 概念 的 定义 、 可 加 性 ” 介 于 一 条 或 数 条 封闭 折线 之 间 的 任意 有 限 (还 
可 能 是 个 相连 接 的 ) 平面 图 形 , 我 们 称 之 为 多 边 的 区 域 , 或 简称 多 边 形 . 对 于 这 种 图 
形 的 面积 概念 , 在 中 学 的 几何 课程 中 已 经 充分 研究 过 了 , 我 们 现在 把 它 当 作 基 础 47). 

现在 我 们 在 平面 上 , 取出 代表 一 个 有 界 封闭 区 域 的 任意 图 形 (P). 它 的 界线 或 


47) 因 为 平面 图 形 面积 的 一 般 定 义 依 赖 于 多 边 形 面积 的 概念 , 我 们 来 简短 地 讲 一 下 这 后 一 概念 . 

自 先 明确 多 边 形 的 定义 . 如 果 没 有 特殊 的 约定 , 那么 所 指 的 是 这 个 术语 的 最 宽泛 可 能 的 解释 , 这 
意味 着 把 多 边 形 理解 为 平面 上 任何 有 界 图 形 , 它 的 边界 点 含 于 某 个 有 限 的 一 组 线段 中 (从 而 容许 把 
日 己 相 交 的 及 退化 的 折线 作为 不 同类 型 的 边界 线 ; 此 外 空 集 同样 可 规定 为 多 边 形 ) 我 们 指出 , 原 
则 上 , 边界 点 可 以 属于 , 也 可 以 不 属于 多 边 形 , 或 者 部 分 地 属于 它 (例如 三 角形 可 以 是 开 的 、 闭 的 、 
包括 其 内 部 及 一 边 或 包括 其 内 部 及 半 条 边 , 等 等 ). 

在 初等 数学 教程 中 证 明 (读者 可 以 独立 地 进行 ): 平 面 图 形 , 当 且 仅 当 它 可 以 表 为 有 限 多 个 三 角形 
(可 能 有 退化 的 ) 的 并 时 是 多 边 形 .这 个 命题 是 计算 面积 的 “初等 方法 ”的 基础 . 由 定义 同样 易于 推 
出 , 两 个 任意 多 边 形 的 并 、 交 及 差 仍 是 多 边 形 . 这 一 事实 今后 不 止 一 次 会 用 到 . 

根据 中 学 的 几何 教程 ,具有 如 下 性 质 的 非 负数 S(P) 称 为 多 边 形 (P) 的 面积 : 

1) 车 多 边 形 (P) 被 分 割 成 (或 分 解 成 ) 两 个 多 边 形 (已 ) 与 (有 妃 )[ 这 意味 着 ,多边形 ( 户 ) 与 (Po) 
合成 多 边 形 (P) 并 且 没 有 共同 的 内 点 ], 则 S(P) = 5( 启 ) + S(CPz)( 面 积 的 可 加 性 )， 

2) 芳 (P) 是 边 长 为 a,b 的 给 形 , 则 S(P) = ab, 若 (P) = 8B( 空 集 ), 则 S(P) = 0. 

3)' 若 多 边 形 (P) 包含 于 多 边 形 ( 记 ) 与 (P) 的 并 , 则 S(P) 和 SP ) 上 +S(P); 若 (P) 包含 于 (PI) 
则 S(P) < S(PP)( 面 积 的 半 可 加 性 与 单调 性 )、 

4)' 相同 的 多 边 形 面 积 相等 . 

[此 处 性 质 3) 与 4) 加 了 撤 , 因为 它们 可 以 从 性 质 1),2) 推出 , 所 以 它们 不 一 定 要 加 在 定义 中 

所 述 定 义 的 适 定性 ( 换 名 话说 , 多 边 形 面积 的 存在 性 与 唯一 性 ) 可 能 要 借助 于 三 角 章 分 (任意 多 边 
形 分 割 成 三 角形 ) 来 建立 ; 类 似 的 证 明 通 常 在 (足够 完备 的 ) 初等 数学 教程 中 进行 . 

今后 , 所 有 谈 及 的 有 关 多 边 形 及 其 面积 都 在 没有 特殊 约定 的 情形 下 加 以 应 用 . 
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周 线 (K), 我 们 总 设想 是 (一 条 或 数 条 )@ 封闭 曲线 48). 

我 们 先 来 妍 究 所 有 可 能 的 整个 被 包含 在 (P) 里 
的 多 边 形 (4), 与 整个 包含 了 (P) 的 多 边 形 (B)( 图 
14). 在 4 与 B 分 别 代 表 它们 的 面积 , 则 永远 A < B. 
任意 一 个 B 都 是 数 集合 {4} 的 一 个 上 界 , 故 有 一 上 
确 界 已 [第 11 目 ], 并 且 已 < B. 同样 的 , 由 于 数 已， 
数 集合 {B} 有 下 界 , 故 有 一 下 确 界 P+ > 已 . 此 二 界 
数 的 第 一 个 可 称 为 图 形 (P) 的 内 面积 , 第 二 个 可 称 为 
图 形 (P) 的 外 面积 . | 14 

假若 两 个 界 数 P, = sup{ A} 与 P* = inf{B} 相 等 , 则 其 共同 值 P 称 为 图 形 (P) 的 
面积 . 此 时 图 形 (P) 称 为 可 求 积 的 . 

易 见 ,车 要 面积 存在 , 必要 而 且 只 要 : 对 于 任意 的 & > 0 可 找 出 这 样 的 两 个 多 边 
形 (4A) 与 (B), 使 得 B-A<e. 

实际 上 , 这 个 条 件 的 必要 性 从 确 界 的 基本 性 质 [第 11 目 ] 便 可 推 知 : 若 面积 P 
存在 , 则 可 找 得 A> 已 - 5 与 B < 了 +5. 充分 性 则 由 不 等 式 


立即 可 以 得 到 . 

现在 设 图 形 (P) 分 解 成 了 两 个 图 形 ( 记 ) 与 ( 马 )@ ; 例如 , 可 以 想象 这 是 借助 于 
连接 其 周 线 上 二 点 的 一 条 曲线 , 或 借助 于 整个 含 在 (P) 内 的 一 条 曲线 而 分 成 的 (图 
15,a 与 6). 我 们 证 明 : 


图 15 


从 这 三 个 图 形 (P), (局 ),( 肠 ) 中 两 个 是 可 求 积 的 ,可 以 推 知 第 三 个 也 是 可 求 积 的 ， 

并 且 永 远 
@ 在 本 节 中 ,， 讲 到 曲线 ,我 们 总 是 指 连续 曲线 ， 具 有 参数 表示 法 并 且 没 有 重点 . 如 若 尔 当 
(C.Jordan) 所 曾 证 明 的 , 这 样 类 型 的 封闭 曲线 永远 是 把 平面 分 为 两 个 区 域 , 内 部 的 与 外 部 的 , 而 


此 封闭 曲线 为 它们 的 公共 界线 . 
多 它 们 可 能 在 局 部 上 有 公共 界线 , 但 是 彼此 不 相 覆 姜 , 也 就 是 说 没有 公共 内 点 .. 


48) 当 定义 图 形 (P) 的 面积 时 , 其 有 界 性 的 假定 是 本 质 上 的 ; 有 关 (P) 的 闭合 性 及 边界 
(K) 一 一 的 形状 的 假定 , 仅仅 是 为 了 加 强 叙述 的 直观 性 . 


周 线 
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P=P 十 Ps,， (1) 


就 是 说 , 面积 有 可 加 性 . 
为 了 明确 起 见 , 假定 图 形 ( 记 ) 与 (PB) 有 面积 . 我 们 来 研究 对 应 于 它们 的 内 含 的 
与 外 包 的 多 边 形 (41), (Bi) 与 (42), (Bs). 由 彼此 不 相 覆 盖 的 多 边 形 (A1), (42) 组 成 
多 边 的 区 域 (4), 面积 为 4 = Ai + hz, 而 且 整 个 被 含 在 区 域 (P) 里 .再 由 多 边 形 
(Bi1) 与 (B2?)( 可 能 是 彼此 覆盖 的 ) 组 成 区 域 (B) , 面积 为 B < Bi + Bo, 而 且 整 个 包 
含 着 区 域 (P). 易 见 
A+A2=A<B< B+B,, 


因为 其 中 Bi 与 A1, Bs 与 42, 可 以 相差 任意 少 , 所 以 B 与 4 也 可 以 相差 任意 少 , 由 
此 便 推出 了 区 域 (P) 是 可 求 积 的 . 
为 一 方面 , 我 们 同时 有 


Al+A 2=A<P<B<B+B, 
以 及 
Ai+A2<P+Ph< B+B,, 
于 是 数 P 与 已 + 户 被 包含 在 同一 对 而 且 是 任意 近 的 界 数 4; 二 42 与 Bi 十 Bo 之 
旧 , 因此 , 这 两 个 数 是 相等 的 . 证 完 . 


336. 面积 看 作 极 限 前 目 所 述 的 可 求 积 的 条 件 可 以 改 述 如 次 : 
1) 为 了 要 使 图 形 (P) 是 可 求 积 的 , 必要 而 且 只 要 , 存在 这 样 的 两 个 多 边 形 序列 
{(An)} 与 {(Bn)} 分 别 是 被 包含 在 (P) 里 的 及 包含 着 (P) 的 , 其 面积 有 共同 的 极限 


lim An, = lim B, = P (2) 


这 个 极限 , 显而易见 , 就 是 图 形 (P) 的 面积 . 

有 时 不 用 多 边 形 , 而 用 男 外 一 些 已 知 是 可 求 积 的 图 形 , 倒 更 有 利 一 些 : 

2) 如 果 对 于 图 形 (P) 可 以 做 出 这 样 两 个 可 求 积 图 形 的 序列 {(Q%)} 与 {(Ra)} ,分 
别 是 被 包含 在 (P) 里 的 及 包含 着 (P) 的 , 其 面积 有 共同 的 极限 


lim Q» = lm P, = 书 (3) 


则 图 形 (P) 也 是 可 求 积 的 , 并 且 上 述 的 极限 即 是 它 的 面积 . 

这 从 前 一 个 命题 中 立即 可 以 推出 , 如 果 把 每 一 个 图 形 (Q;) 换 成 含 于 其 内 的 多 
边 形 (4;), 而 图 形 (RR) 换 成 包含 着 它 的 多 边 形 (B,); (4%), (Bn) 与 (Qn),(R,) 在 面 
积 上 是 如 此 的 相近 , 于 是 使 得 (2) 亦 即 同时 成 立 了 . 

虽然 在 实际 中 , 以 上 所 讲 的 两 个 定 则 所 提 到 的 图 形 (4;), (B%), (Qn), (R,), 选择 
起 来 并 不 困难 , 然而 廓 清关 于 这 些 选择 的 含糊 之 处 还 是 有 着 原则 性 的 兴趣 的 . 为 了 
这 个 目的 , 我 们 可 以 这 样 做 , 例如 : 
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”将 所 研究 的 图 形 (P) 放 在 某 个 边 与 坐标 轴 平 行 
的 矩形 (R) 内 , 借助 于 与 其 边 平行 的 线 族 , 分割 (也) 
为 若干 部 分 . 由 整个 含 在 区 域 (P) 内 的 诸 和 矩形 , 我 们 
组 成 了 图 形 (及 (在 图 16 中 它 是 画 了 级 线条 的 ), 并 由 一 MN 
与 (P) 有 公共 内 点 但 可 能 部 分 的 出 了 这 个 区 域 的 诸 — rh: 
矩形 , 组 成 了 图 形 (5)， 此 二 图 形 显 系 在 面积 概念 定 
义 中 谈 到 的 那些 多 边 形 (4) 与 (B) 的 一 个 特殊 情形 ; 图 16 
它们 的 面积 4 与 B 依赖 于 矩形 (R) 的 分 割 方法 . 我 
们 用 a 来 表示 诸 部 分 矩形 的 对 角 线 的 最 大 长 度 . 

3) 若 当 d 一 0 时 , 两 个 面积 4 与 B 趋 于 共同 的 极限 PP, 而 且 也 只 有 在 这 个 时 
候 , 区域 (P) 是 可 求 积 的 . 这 个 条 件 成 立时 ,所 说 的 极限 P 恰 是 图 形 (P) 的 面积 . 

读者 不 难 将 此 处 出 现 的 极限 概念 表 成 “e, 6 的 说 法 ”或 “序列 的 说 法 ” 

只 需 证 明 上 述 条 件 的 必要 性 即 可 . 我 们 假设 面积 P 存在 , 其 次 我 们 建立 


pT 
BS 必 国 本 加 
xc 


Fe 


lim A=limB=P. (4) 


根据 给 定 的 。 > 0 可 找到 | 第 335 目 上 这样 的 多 过 下 【与 .使得 5 -A < 
此 时 可 以 假定 它们 的 周 线 与 图 形 (P) 的 周 线 (K) 没有 公共 点 9) 我 们 以 6 表 此 二 多 
边 形 周 线 上 的 点 与 曲线 (K) 上 的 点 之 间 的 距离 的 最 小 者 @; 今 若 取 d < 5, 则 显然 每 
一 个 触及 (哪怕 只 是 在 一 个 点 上 ) 曲线 (K) 的 部 分 矩形 针 在 多 边 形 (4) 之 外 ， 9 
多 边 形 (B) 之 内 . 由 此 推出 


/ 


~ A 


A<A<P<BgB, 


于 是 PP-A<e 并 B-P<e, 这 就 引出 了 (4). 
十 分 清楚 , 可 以 在 等 式 (4) 上 作出 显然 与 前 者 等 价 的 面积 概念 定义 . 这 样 的 定义 
征 最 简单 的 与 最 自然 的 ; 然而 缺点 是 它 依赖 于 (当然 是 表面 上 ) 坐标 轴 的 方向 , 
包 灵 在 平面 上 我 们 有 两 条 有 限 的 连续 曲线 ; 比如 说 我 们 假定 它们 用 参数 给 成 


(D z= 0),y = Yt); (DZ 三 (= 信人 (0)， 
io 入 tt 入 工 voS&u&U 


此 处 y,y, gp*,w* 每 一 个 对 于 它 自己 的 变量 来 说 缘 为 连续 函数 , 于 是 这 两 条 曲线 上 任意 二 点 间 的 距 
离 
[p(t) — p* (wu)]? + w(t) — wp* (0)]? 


便 是 在 封闭 区 域 [to,T;wo,U] 上 的 (i,w) 的 连续 函数 , 因而 达到 它 的 最 小 值 [第 173 目 ]. 如 果 曲 线 
不 相交 , 则 这 个 最 小 距离 就 不 是 零 . 


49) 这 个 补充 假定 的 适 定性 的 正式 验证 可 能 要 求 读者 费 点 力气 . 
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337. 可 求 积 的 区 域 的 种 类 区域 (P) 的 周 线 曲线 (K), 是 这 个 区 域 的 求 积 问题 
中 的 要 点 . 

如 采 是 可 求 积 的 , 则 如 我 们 在 第 335 目 所 见 , 对 于 给 定 的 s > 0, 曲线 (K) 可 以 
饿 包 在 某 一 多 边 形 区 域 (B - 4) 之 内 , 此 区 域 是 界 于 两 个 多 边 形 (4) 与 (B) 之 间 的 
(参看 图 14), 并 其 面积 为 B 一 A <e. 

现在 反 过 来 , 我 们 设 周 线 (K) 可 以 被 包 在 具有 面积 C < e( 此 处 < 是 预先 给 定 
的 正 数 ) 的 多 边 形 区 域 (C) 之 内 . 这 时 可 以 假定 (并 不 减少 一 般 性 )(C) 没有 整个 盖 
住 图 形 (P). 于 是 区 域 (P) 中 不 在 (C) 内 的 点 组 成 了 多 边 形 区 域 (4), 含 于 (P) 之 
内 ; 如 果 将 (C) 与 (4) 合拢 来 , 便 得 到 多 边 形 区 域 (B), 包含 了 (P)5%)， 因 为 差 数 
B 一 A==C<e, 所 以 (根据 第 335 目的 准则 ) 由 此 推 知 区 域 (P) 是 可 求 积 的 . 

为 了 叙述 上 的 便利 我 们 规定 称 ( 闭 的 或 开 的 ) 曲线 (R) 的 面积 为 0, 若是 可 以 
os ; 所 直 主 ， 这 时 根据 以 上 所 论 , 便 可 叙 出 以 下 的 可 求 积 
詹 使 图 形 ([P ep 必要 而 且 只 要 , 其 周 线 (K) 面积 为 0. 

以 此 之 故 , 划 出 面积 为 0 的 曲线 的 广泛 族 类 就 有 了 重要 性 . 
首先 , 不 难 证 明 , 每 个 表 成 显 式 方程 


y 二 f(z) 或 z=g(y) (5) 
(agz&b) (csy<d) 
(f 与 9 为 连续 函数 ) 形式 的 连续 曲线 , 都 具备 这 个 性 质 . 
例如 假定 来 看 第 一 个 方程 ， 对 于 给 定 的 。 > 
0， 可 以 将 区 间 [a,9| 分 为 部 分 区 间 [zszirll(G = 
1 县 使 得 在 每 一 部 分 区 间 [zi, zi41] 中 , 匡 
数 f 的 振幅 w; < | 第 87 目 ]. 若 照 常 以 m; 与 
Mi 表示 第 i 个 区 间 内 函数 f 的 最 小 值 与 最 大 值 , 则 
” 由 多 边 形 


图 17 [zi Tit1; mi, Mi (0 0 ,nC—1) 
所 组 成 的 图 形 (参看 图 17)) 其 总 面积 为 


2_ (Mi — — mi)(Tit1 — Ts) > 一 一 一 2 = 
它 闭 住 了 我 们 整个 的 曲线 。 即 表明 所 欲 证 的 ， 就 是 说 ,曲线 (5) 的 面积 为 0。 由 此 
推 知 : 
50) 容 易 验 证 (利用 边界 点 的 定义 ), 无 论 区 域 (4) 的 边界 , 还 是 区 域 (B) 的 边界 都 是 区 域 (C) 边 
界 的 部 分 . 由 此 推出 [因为 (C) 的 边界 包含 于 线段 的 有 限 并 |],(4) 与 (B) 实际 上 都 是 多 边 形 区 域 
[参看 335 目 中 的 脚注 47)] 
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如 果 图 形 (P) 界 于 某 几 条 连续 曲线 之 间 , 而 其 中 每 一 条 都 分 别 可 表 成 显 式 方程 
(5)( 不 论 是 哪 一 种 ), 则 这 个 图 形 是 可 求 积 的 ， 
实际 上 , 所 述 曲 线 既 然 每 一 条 皆 面 积 为 0. 所 以 整个 周 线 显 见 也 是 面积 为 0. 
从 这 个 定 则 可 以 得 出 另 一 比较 个 别 性 的 定 则 , 然而 在 实际 中 它 倒是 更 方便 些 . 
我 们 称 参数 方程 
T= p(t),y = V(t) (6) 


(to<ts7) 
所 给 出 的 曲线 为 光滑 的 , 知 1) 在 整个 参数 变化 区 间 [to,7T] 中 , 函数 y 与 多 有 连续 
的 导数 , 并且 2) 曲线 上 既 没 有 可 除 的 奇异 点 , 也 没有 一 般 的 奇异 点 . 在 封闭 曲线 的 
情形 下 , 还 要 有 等 式 
2 (to) = 2 (T), w(to) = (IT). 


现在 我 们 来 确定 : 光滑 曲线 面积 为 0. 
在 曲线 上 取 任 意 的 参数 值 + 所 确定 的 点 好 ， 因 为 此 点 非 奇异 点 , 所 以 像 在 第 
223 目 中 看 到 过 的 一 样 , 存在 有 这 样 的 区 间 


5 一 人 一 0 十 9)， 


使 得 曲线 上 对 应 的 一 段 可 以 表 成 显 式 方程 . 

现在 把 博 雷 尔 引 理 [第 88 目 ] 应 用 到 区 间 [to,T] 与 覆盖 着 它 的 区 间 系 统 允 = 
{c} 就 从 所 有 的 区 间 中 分 出 了 有 限 个 这 样 的 区 间 , 使 得 曲线 断 成 有 限 部 分 , 每 一 部 
分 可 表 成 显 式 方程 (5)( 不 论 是 哪 一 种 ). 此 时 只 需 再 引用 以 上 所 证 者 即 可 . 于 是 

如 采 图 形 (P) 界 于 一 条 或 几 条 光滑 曲线 之 间 , 则 它 显 然 是 可 求 积 的 . 

在 这 种 场合 下 , 即 当 曲线 有 有 限 个 奇异 点 时 , 这 个 结论 依然 有 效 : 将 这 些 奇异 点 
用 任意 小 面积 的 邻 域 分 出 后 , 我 们 就 是 在 论 光滑 曲线 了 . 

338. 面积 的 积分 表达 式 ”现在 我 们 来 讨论 利用 积分 以 计算 平面 图 形 之 面积 . 

自 先 我 们 研究 (这 是 第 一 次 用 严格 的 叙述 ) 早已 
遇 到 过 的 关于 曲 边 梯形 4BCD (图 18) 面积 定义 的 
问题 . 此 图 形 上 以 曲线 DC 为 界 (曲线 DC 的 方程 为 


y = f(7), 


其 中 f(zx) 是 区 间 [a,b| 上 正 的 并 连续 的 函数 ); 下 以 > 
轴 上 的 区 间 4B 为 界 , 两 侧 以 纵 坐 标 线 4D 与 BC( 每 图 18 
一 条 纵 坐 标 线 都 可 能 退缩 成 一 个 点 ) 为 界 . 其 实 我 们 

所 人 研究 的 图 形 A4BCD 的 面积 的 存在 , 由 前 目 中 所 证 

者 立即 推 得 , 所 以 只 需 来 讲 它 的 计算 . 


: 158 ， 第 十 章 积分 学 在 几何 学 、 力学 与 物理 学 中 的 应 用 [338] 


为 了 这 个 目的 , 我 们 和 通常 一 样 , 在 a 与 5 之 间 插 入 点 列 
OE nb 


将 区 间 [a,4] 分 成 符 干 段 . 以 mi 与 Mi 分 别 表示 第 i 个 区 间 [zi, zi 人 = 0,1,…， 
n 一 1) 中 哺 数 f(z) 的 最 小 值 与 最 大 值 , 组 成 ( 达 布 ) 和 


安富 > mA -< >》 Mi Axi. 


显 而 多 见 , 它们 分 别 是 内 含 的 与 外 包 的 诸 和 矩形 所 做 成 的 阶梯 形 图 形 的 面积 ( 见 图 18). 
因此 


0 
但 当 差 Az; 中 的 最 大 者 趋向 于 零 时 , 二 个 和 皆 以 积分 ° f(z)dz 为 极限 @, 因 之 , 此 
积分 即 等 于 所 求 之 面积 
b b 
Se var= | f(z)dz. (7) 


假 耕 曲 边 梯 形 CDEF 下 面 与 上 面 丝 以 曲线 为 界 (图 19), 曲线 方程 为 
yi = f(z)y = faz) (a < x < Db), 


则 把 它 当 作 两 个 图 形 4BFE 与 4BDC 的 差 来 研究 , 所 述 的 四 边 形 的 面积 便 得 出 如 
下 的 形式 


b b 
P= | (ww)dz = / Te (8) 


9 A SN 
CC 


A 
Ny sp 人 KN 
Ee 


今 设 给 出 了 一 个 以 曲线 4B 及 两 个 向 径 04,OB( 其 中 每 一 向 径 皆 可 能 退缩 成 
一 点 ) 为 界 的 扇形 405( 图 20). 这 时 曲线 4B 是 用 极 坐 标 方程 + = /1(6) 给 出 的 , 其 


巴 由 于 第 336 目 1), 这 本 身 就 证 明了 曲 边 梯形 A4BCD 是 可 求 积 的 ; 为 了 要 得 出 那里 所 提 到 的 
图 形 序 列 , 例如 说 可 以 将 区 间 加 以 等 分 . 


[339] §2， 面 积 与 体积 . 159 . 


中 = 了 (9) 为 区 间 [la 8] 上 的 正 的 连续 函数 . 此 处 的 问题 也 仅 在 于 扇形 面积 P 的 计 
算 , 因为 图 形 的 周 线 的 性 质 已 确定 了 面积 的 存在 52. 
在 a 与 6 之 间 插 入 以 下 的 值 ( 见 图 20) 


C= < <0 .<< <1<:.…<0,=p, 


做 出 与 这 些 角 相对 应 的 向 径 ， 如 果 此 处 也 引用 函数 f(9) 在 [0;,0;j1] 中 的 最 小 值 与 
最 大 值 : ji 与 Mi 则 用 这 些 向 径 所 面 出 的 圆 扇形 对 于 图 形 40B, 就 分 别 是 内 含 的 
与 外 包 的 . 将 内 含 的 各 扇形 与 外 包 的 各 扇形 分 别 组 成 两 个 图 形 , 其 面积 便 是 


-5 与 = 3 5 MPAO, 


并 且 显 而 易 见 ， 
oo<P<2. 


很 容易 看 出 , 此 二 和 o 与 2 即 为 积分 = 5 [7 9)]?d6 的 达 布 和 ; 当 差 A9; 中 最 
大 者 趋向 于 零 时 , 它们 均 以 此 积分 为 极限 @， 对 


B b 
P= ;/ r2d0 = ; / |f (0)]*ad0. (9) 


(4 


339. 例 1) 试 确定 界 于 县 链 线 y = ach-, z 轴 及 对 应 于 横 标 0 与 z 的 两 条 纵 坐 标 线 之 间 
的 面积 已 (图 9). 
我 们 有 _ 
P= / ach 二 dz 一 a2sh 二 一 Qs, 
0 a a 
其 中 s 为 悬 链 线 的 AM 弧 长 [331,1)]. 这 样 一 来 , 所 要 找 的 面积 AOPM 就 和 线段 PS 与 SM ( 因 
为 SM = AM) 所 做 出 | 
2) 给 定 被 国 玉 十 三 二 1 及 其 上 一 点 M(z,y){ 图 21)， 试 确定 曲 边 梯形 BOKM 及 扇形 
OMB 的 面积 . 
从 椭圆 方程 中 , 我 们 得 到 y = 2 Va 所 以 根据 公式 (7) 


、\ 
二 面积 BokM= | V2?dz 
0 
ab .ZX b ab ,TX ZY 
二 一 arcsin 一 十 一 XVa* 一 ZX2 二 一 arcsin 一 十 一 . 


2 a 2a 2 a 2 
因为 最 后 一 项 是 人 OKM 的 面积 , 所 以 去 掉 它 我 们 便 得 出 扇形 面积 的 表达 式 
已 == 面积 OMB = 2% arcsin 二 
2 Q 
外 此 处 也 可 以 做 出 与 第 158 页 相 类 似 的 附注 , 但 这 次 是 根据 336,2). 


5 事实 上 容易 验证 , 曲 边 扇形 边界 的 面积 为 0( 类 似 于 对 曲 边 梯形 边界 所 作 的 ) 
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当 z= a 时 , 我 们 得 出 椭圆 的 四 分 之 一 的 面积 的 值 为 “号 , 于 是 整个 椭圆 面 积 就 是 二 xab 
对 村 大 0 二 区 三 下 便 又 得 出 我 们 熟知 的 公式 P= 7r’. 


3) 设 给 定 了 双 曲 线 三 = 1 及 其 上 一 点 M(x,y)( 图 22). 试 确定 曲 边 图 形 AKM,OAM 


4 


与 OAML 的 面积 . 


ALAN 
be 


A 
注 


图 21 图 22 
从 双 曲 线 方程 中 , 我 们 有 yy = 2 VT an Er = EE 
疡 一 面积 AKM = 2/ 7? — a?dz 


bp [1 < pe 
om 二 起 ”二 Mi 3) 
1 ab, z+vVr2—a? 


I 


a 


二 
A 
因为 一 一 = 人, 故此 表达 式 可 以 表 成 较 对 称 的 形式 
1 1 rT YY 
ya BLY 一 sw (= 十 
由 此 就 很 容易 得 到 
于 ab 2 
忆 = 面 积 OAM = 字 In (= 二 )， 
加 中 1 715 
已 二 面积 OAML = aTY+ 35% (= 十 人 


附注 “所 得 到 的 结果 可 以 使 我 们 深入 一 些 的 了 解 三 角 函 数 ( 圆 函 数 ) 与 双 曲 线 函 数 之 间 的 相 
似 性 . 我 们 来 把 单位 圆 : z2 + wy = 1 与 等 轴 双 曲线 : z 一 yy? = 1 作 一 对 照 (图 23,a 与 6). 此 二 
曲线 可 以 用 参数 表示 成 这 样 : 


同 : OP = x = cost, PM = » = sint, 
双 曲 线 : OP = x = cht, PM = » = sht. 
然而 在 圆 的 情形 下 ,t 的 几何 意义 虽 则 很 明显 的 就 是 这 圆心 角 AOM, 可 是 对 于 双 曲 线 , 就 不 


可 能 这 样 的 解释 参数 +t 了 . 不 过 对 于 圆 可 以 给 出 参数 tt 的 男 外 一 个 解释 , 即 : t 是 局 形 AOM 面积 
的 二 倍 ( 或 是 而 形 MOM 的 面积 ). 原来 , 这 个 解释 也 可 以 运用 到 双 曲 线 的 情形 中 去 . 
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M 
S 


NN 


~ 


a) 


确实 , 奉 点 M 坐标 为 


a 本 二 总 
一 cht 一 一 -一 一 ,7 一 ht = 
X=C 5 YW 5 


则 z+y=e 并 且 t= In(z 十 臣 . 如 果 记 起 以 上 所 求 得 的 忆 的 公式 并 在 其 中 设 a 二 5 二 1 我 
们 便 得 出 : 娃 于 扇形 AOM 面积 的 二 倍 ( 恰 与 在 圆 的 情形 中 一 样 ). 

这 样 , 在 圆 中 , 线段 PM 与 OP 表示 “ 圆 扇形 4OAM 面积 的 二 倍 ” 的 圆 正 弦 与 圆 余弦 , 而 对 
于 双 曲 线 , 此 二 线段 就 表示 “ 双 曲 线 遍 形 AOM 面积 的 二 倍 ” 的 双 曲 线 正 弦 与 双 曲 线 余弦 ， 双 曲 
线 级 数 在 对 双 曲 线 的 关系 上 的 地 位 和 圆 (三 角 ) 函数 在 对 圆 的 关系 上 的 地 位 完全 相仿 

反 双 曲 遇 数 的 符号 [参看 第 49 目 , 3) 与 4)] 5 


Arshz, Archz 等 等 


好 是 与 所 指出 的 双 曲 函数 的 自 变量 的 解释 (看 成 某 一 面积 ) 相 联系 着 的 , 其 中 字母 Ar 是 拉丁 字 
Area( 表 示 面 积 之 意 ) 的 字 头 . 
4) 斌 求 界 于 坐标 轴 与 抛物 线 


局 


之 间 的 图 形 的 面积 P. | | 
答案 P= ydz = so?.( 让 读者 自 己 来 作 图 .) 
5) 试 确定 被 封闭 在 两 条 全 等 的 抛物 线 y? = 2pz 七 z2 = 2prf 
之 间 的 图 形 面积 (图 24). 易 见 , 需 利 用 公式 (8), 设 其 中 


x2 


内》 天 三 2p7. 
图 24 
为 了 要 确定 积分 的 区 间 , 我 们 将 此 二 方程 联 立 求解 , 便 得 出 两 
条 抛物 线 的 交点 M( 非 原点 ) 的 横 标 : 它 等 于 2p . 我 们 有 
rx? 2 3 7 4 。” 
?= Vw- 第 ) = (3 - 徊 | = 大 
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6) 试 求 以 方程 


Ar*+2Bry+Cy=1 (A4C-B*>0,C>0) (10) 
给 出 的 椭圆 的 面积 P. 
解 ” 从 这 个 方程 中 ， 
-Bz— VBr?—C(Ar?—1) 
GC 
Br+ Bx? 一 C(4z2 一 1 
VY2 CO 二 ~， 
并 且 仅 对 于 满足 不 等 式 


C-(AC—B’)r >0 


的 zx, 亦 即 含 于 区 间 [一 a,a] 内 (此 sa = 4/ | 的 z,y1 及 y2 才 有 实 值 . 
于 是 所 要 求 的 面积 便 是 


p=| (y2 — Yi)drz = 2/ CC 一 (4C 一 有 B2)Z2d7 

TO 
= 三 AC s/ CQ? 7Z dz = AC—B DTC -万 

房 最 后 , 设 以 通 式 

az2 十 25zy 十 co 十 2dz 十 2ey 十 了 =0 

给 出 椭圆 , 欲求 其 面积 P. 
这 问题 可 以 简化 成 前 面 的 问题 . 
若 将 原点 移 至 所 确定 的 椭圆 的 心 (é,), 则 如 所 周知 ,由 方程 


at+bn+ad=0, 8 二 cn 十 e 王 0 (11) 
原 方程 即 成 为 如 下 形状 : 
ar? +2bry+cey +f =0, 
其 中 dt +en+f=f. (12) 
从 等 式 (11) 与 (12) 中 消去 &,n, 便 得 


a bd 
b cc e = 0, 
d ce —f 
由 此 
A a b dl 
f= 一 一 ,其 中 A 二 |b cc e 
ac—b? 
d ee ff 
了 显而易见 ,f' 与 A 缘 为 负 (否则 方程 就 不 代表 任何 实 曲 线 了 ). 
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行 设 a Be 
f ) f ; C f' ) 
则 所 得 到 的 方程 不 难 化 成 6) 中 所 研究 过 的 形状 . 
于 是 椭圆 面积 就 是 
A|f | TA 


本 Vac-b (ac— 0b2)3/2° 
8) 如 果 曲 边 梯 形 的 边界 曲线 是 用 参数 或 用 (6) 形 的 方程 给 出 的 , 在 这 种 情形 下 公式 (7) 仍 可 
利用 . 在 积分 (7) 中 进行 换 元 , 便 得 (假定 t=to 时 zx=a 并 t= 时 z= 0): 


T T 
r= yzxdt = 人 wtp (t)dt. (13) 
网 如 , 若是 在 椭圆 面积 的 计算 中 , 从 它 的 参数 表示 法 
r=acost,y= bsint 
出 发 , 并 考虑 到 当 t 由 7 减 至 0 时 ,z 由 一 a 增 至 a, 于 是 得 到 
P= a 5sint (~asint)dt = 205 | sin tdt = 7xab. 
0 


此 处 我 们 计算 了 椭 加 上面 一 半 的 面积 并 二 信之 . 
9) 类 似 的 , 计算 界 于 旋 轮 线 z = a(t 一 sint),y = afl 一 cost) 之 下 的 图 形 的 面积 . 根据 公式 
(13). 我 们 有 


27 


2 
| o2(1 ~ cost)?dt = a? (3t— 2sint+ 7 sin2t) 
2 4 0 


2 
一 37ra ， 


由 此 可 见 ， 所 求 的 面积 原来 等 于 母 贺 面积 的 


守信 


10) 试 求 阿 基 洲 德 螺 线 r = a6 一 环 的 面积 (图 
25). 
根据 公式 (9), 我 们 有 


而 半径 为 2ra 的 圆 面积 是 4r”*ao”. 螺 线 一 环 的 面积 
等 于 辆 面积 的 三 分 之 一 (这 个 结果 早 在 阿 基 米 德 就 


己 知 道 了 ). 
留 给 读者 来 证 明 , 界 于 相 邻 二 环 之 则 的 图 形 的 

面积 形成 一 等 差 级 数 , 公差 为 8Tya“”. 图 25 
11) 试 求 蜗 线 


t=acos0+b 
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当 b > a 时 的 面积 . 
根据 公式 (9), 我 们 有 


27 
P=3/ (acos0 +b)’ do 
2 Jo 


27 
= (0 + 202)， 


1 
二 二 16 十 p? ) 0 十 02 sin 20 + 2ab sin | 
0 


特别 言 之 ,心脏 线 (b = o) 的 面积 等 于 3ra?. 
12) 试 求 双 纽 线 r”= 2a” cos 26 的 面积 . 
只 要 把 右边 的 一 块 的 面积 二 倍 起 来 就 行 了 , 这 一 块 对 应 于 极 角 0 从 -了 变 到 了 


和 玫 
P=2. 3207 / cos 20d0 = 4a” | cos 2040 = 2a2. 
一 于 


0 
13) 试 求 备 卡 儿 叶 形 线 z* 十 一 3axy 二 0 的 面积 
化 成 极 坐 标 . 在 方程 中 命 z = rcos 90,y 二 7sin9, 约 去 7“ 就 得 出 以 下 的 极 坐 标 方程 : 


_ 3asin 0 cos 0 
sin30 十 cos36 


因为 曲线 的 环 对 应 于 极 角 9 从 0 变 到 =, 故 根据 公式 (9) 


工 
9a2 2 sin2 0 cos*0 


2 人 (sin3b 上 cos30)? 


以 tgbcosb 代替 sin 9, 积分 号 下 表达 式 就 成 为 如 下 形状 : 


tg20dtgO 
(1 十 tg30)2 
由 此 立刻 就 找到 了 原 函 数 
1 1 1 cos3 0 
“31 +tg30 3 sin30+cos30 
由 此 可 见 ， 


po 3a” coss 0 2 加 3a” 
本 2 sin 0 十 cos30|。 2 
14) 利用 极 坐 标 , 重新 来 解 问题 6). 
解 引用 极 坐 标 , 将 椭圆 的 方程 (10) 表 成 如 下 形状 : 
2 1 
7 二 
4cos20 二 2PBcosbsinb 十 Csin20 


于 是 根据 公式 (9) 立即 得 到 [309,9)] 


PoolI 记 ga 
2 5 Acos*0+2Bcos0sin0+ Csin0 VAG— B2 


此 处 我 们 使 整个 椭圆 面积 等 于 它 在 第 一 与 第 四 象限 部 分 的 面积 的 二 倍 . 假若 要 利用 第 288 日 
10) 的 结 采 来 直接 计算 整个 椭圆 的 面积 , 那么 就 会 遇 到 一 些 什么 困难 呢 ? 
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15) 公式 (9) 可 以 使 其 适合 于 曲线 在 以 形状 (6) 的 参数 方程 给 出 时 的 情形 . 因为 


r 二 x+y ,0= arctg 并 0= TF 
所 以 
5 “db = 5 (zy, 一 zry)dt. 
如 果 极 角 0 自 a 变 到 6 对 应 于 多 数 ， 自 to 变 到 全 , 则 
1 /7 1 /7 
p= | A- 3 / ow = w(t (9) 


但 让 9 
这 个 公式 由 于 比较 知 和 nd 人 例如 , 知 是 根据 它 来 计算 椭圆 的 面积 , 从 椭圆 
参数 方程 x = acosty = bsint 出发, 我们 就 得 到 


27 27 
r=-3/ cost bcost+osint bsint)dt = 3ob 上 Qt = rab. 
2 .0 2 0 

16) 我 们 再 根据 公式 (14) 来 计算 星 形 线 z = a cos’t,y 二 asin?t 的 面积 . 我 们 有 


27 
1 . 
P= 5 / [a cos’ t.3asin2tcost 十 3acos tsint.asin’ tlat 
0 


DN 、 > 

3 2 ，2 2 3 ?人 ( 2 人) ™ 
二 一 S tcos tat = —a’” [tC— 

2 / ™ 16 4 /|, 8 


340, 体积 概念 的 定义 及 其 特性 ”犹如 我 们 在 第 335 目 中 从 多 边 形 面积 概念 出 
发 而 建立 了 任意 平面 图 形 的 面积 概念 一 样 , 现在 我 们 依靠 多 面体 的 体积 来 给 出 立体 
的 体积 定义 52). 

那么 设 给 定 一 任意 形状 的 立体 (V), 也 就 是 说 三 维 空 间 的 一 个 有 界 封闭 区 域 . 立 
体 的 边界 (5) 设 为 一 封闭 面 吕 (或 几 个 封闭 面 ). 

我 们 来 研究 整个 被 含 在 这 立体 里 面 的 多 面体 (X) 的 体积 X, 以 及 包含 着 这 个 立 
体 的 多 面体 (Y) 的 体积 Y. 恒 存 在 X 的 上 确 界 V, 与 Y 的 下 确 界 V*; 并 有 VV 
它们 可 以 分 别称 之 为 立体 的 内 体积 与 外 体积 . 

如 果 两 个 界 数 

W = sup{ X}, SV, = inf{Y} 
相同 , 则 其 公共 值 V 称 为 立体 (V) 的 体积 . 

在 这 里 不 难看 出 ,要 体积 存在 , 必须 而 且 只 需 : 对 于 任意 的 e > 0 可 找到 这 样 两 

个 多 面体 (XX) 与 (Y), 使 Y- 针 <e. 
中 我 们 所 指 的 是 连续 面 , 有 参数 表示 法 , 并 且 没 有 重点 . 
52) 多 面体 体积 的 概念 , 基本 上 类 似 于 多 边 形 面积 的 概念 , 但 毕竟 十 分 复杂 . 由 于 这 一 原因 , 所 有 


与 体积 定义 及 计算 体积 一 般 公式 有 关 的 问题 , 在 传统 上 比 类 似 的 面积 理论 叙述 上 要 概略 得 多 . 与 
三 维和 多 维 空间 中 体积 有 关 的 一 系列 事实 是 在 测度 论 中 更 为 详细 加 以 研究 的 . 


“166 ， 第 十 章 积分 学 在 几何 学 、 力 学 与 物理 学 中 的 应 用 [341] 


更 进一步 : 
如 果 立 体 (V) 分 解 成 为 两 个 立体 (Vi) 与 (WW), 则 从 这 三 个 立体 中 的 两 个 的 体积 
存在 , 便 推 知 第 三 个 的 体积 也 存在 . 此 时 


VY 三 人 十 了 V2. 


这 也 就 是 说 体积 具有 可 加 性 . 
不 难 将 第 336 目 中 已 对 于 面积 证 明 过 了 的 定理 1),2),3) 按 其 大 意 对 于 体积 套用 
1) 为 要 立体 (V) 有 体积 , 必须 而 且 只 需 , 分 别 存 在 有 内 含 的 与 外 包 的 多 面体 的 
两 个 序列 { (Xi)} 与 {( 了 7)}, 它们 的 体积 有 共同 的 极限 


lim X», = limY,=V. 


这 个 极限 便 是 立体 (V) 的 体积 . 

注意 奋 将 此 定理 中 的 多 面体 换 成 任意 已 知 有 体积 的 立体 , 则 仍然 成 立 . 

2) 若 对 于 立体 (V)， 能 够 分 别 建 立 这 样 的 内 含 的 与 外 和 包 的 两 个 立体 的 序列 
{(7%)} 与 {(0n)}, 使 得 都 有 体积 , 并 且 这 些 体积 趋 于 共同 的 极限 . 


lim 7% = lim VU, = VV, 


则 立体 (V) 亦 有 体积 , 并 且 就 等 于 所 说 的 这 个 极限 . 

最 后 , 我 们 提出 以 “标准 ”方法 择 取 趋 近 于 要 研究 的 立体 的 多 面体 的 可 能 性 . 将 
这 个 立体 潜在 某 一 界面 与 坐标 面 平行 的 平行 六 面体 (W) 内 , 再 以 一 组 平行 于 其 界面 
的 平面 分 割 此 六 面体 成 为 若干 部 分 ， 我 们 将 含 于 (V) 内 的 小 平行 六 面体 组 成 立体 
(X), 然后 加 上 那些 局 部 突出 (V) 的 小 平行 六 面体 便 得 到 立体 (Y). 这 些 立 体力 是 以 
前 讲 过 的 那些 多 面体 (X) 与 (Y) 的 特殊 情形 . 我 们 用 a 表示 平行 六 面体 (W) 所 分 
解 成 的 小 平行 六 面体 对 角 线 中 之 最 大 者 . 

3) 若 当 d 一 0 时 , 体积 X 与 了 看 趋 于 共同 的 极限 V, 并 且 也 仅仅 是 当 这 时 候 ， 
立体 (V) 有 体积 ; 这 个 条 件 成 立时 , 立体 (V) 的 体积 就 是 所 说 的 极限 V. 

所 有 这 些 定理 的 证 明 , 我 们 留 给 读者 ; 它们 不 难 由 模仿 第 336 目 中 的 论证 而 得 
出 . 


341. 有 体积 的 立体 的 种 类 ”正和 在 面积 的 情形 中 一 样 , 立体 (V) 的 体积 存在 
与 否 完全 依赖 于 这 个 立体 的 边界 (5) 的 性 质 . 不 难 [参看 第 338 目 ] 做 出 这 样 的 准 
则 :要 立体 (V) 的 体积 存在 , 必须 而 且 只 需 , 它 的 边界 (5) 的 体积 为 0, 也 就 是 说 此 边 
和 界 可 以 装 在 体积 任意 小 的 多 面体 内 . 

首先 , 以 下 面 三 种 形式 


z= f(z,Yy), Y= 9(2,7), T=h(y,z) 


[342] 82， 面 积 与 体积 . 167 ， 


之 一 的 显 式 方程 表 出 的 曲面 , 是 体积 为 0 的 面 , 其 中 f,9,h 为 菜 有 界 区 域 中 的 二 元 

比如 说 , 在 含 于 和 矩形 (R) 中 的 区 域 (P) 上 , 给 定 第 一 种 形式 的 方程 . 根据 第 174 
目 定 理 , 无 论 s > 0 是 什么 样 的 , 总 可 将 这 移 形 分 成 如 此 之 小 的 一 些 和 矩形 (Ri)(i = 
1,2,… ,n), 以 使 在 区 域 (P) 的 含 于 (RR) 中 的 部 分 (PB) 上 , 函数 f 的 振幅 < 二 . 若 
mi 与 Mi 是 函数 f 在 (P) 中 的 最 小 值 与 最 大 值 , 则 我 们 的 曲面 可 以 整个 装 在 由 底 
面积 为 Ri 高 为 wi = Mi 一 mi 的 长 方 体 所 组 成 的 多 面体 之 内 . 这 个 多 面体 的 体积 为 


.六 < R= 


证 完 ， 
因此 ;如果 立体 (V) 界 于 某 几 个 连续 曲面 之 间 , 而 每 一 个 曲面 均 分 别 以 (三 种 形 
式 之 一 的 ) 显 方程 表 出 , 则 此 立体 有 体积 . . 
为 了 要 给 出 在 实际 中 通常 可 用 的 特殊 准则 , 我 们 建立 光滑 曲面 的 概念 . 
设 曲面 被 表 成 参数 方程 


T= Pu),Y = Yu,v),z = X(u,v), 


其 中 水 数 yp, vy.x 与 其 偏 导 数 在 uv 平面 的 某 一 有 界 封闭 区 域 (Q) 内 是 连续 的 . 这 个 
区 域 的 边界 (并 ) 我 们 设想 是 由 光滑 曲线 组 成 的 , 最 后 , 假定 这 个 曲面 没有 重点 及 其 
他 奇异 点 . 在 所 有 这 些 条 件 成 立时 , 此 曲面 即 称 为 光滑 的 . 

设 MM 是 曲面 上 由 参数 值 wu = v= 5 所 确定 的 任意 一 点 ; 因为 它 不 是 奇异 点 ， 
故 可 [参看 第 228 目 ]@ 把 点 (%,D) 在 wv 平面 上 用 这 样 一 个 领域 


环绕 起 来 , 使 得 在 曲面 上 的 对 应 区 域 被 表 成 了 显 式 方程 . 为 要 说 明 所 研究 的 光滑 曲 
面 可 以 分 解 成 有 限 部 分 , 每 一 部 分 丝 以 三 种 形式 之 一 的 显 式 方程 表 出 , 只 需 将 博 雷 尔 
引 理 [第 175 目 ] 应 用 到 封闭 区 域 (8) 及 和 覆盖 它 的 邻 域 系统 = {5} 即 可 . 由 此 一 一 
根据 以 上 一 一 推 知 , 光滑 曲面 体积 为 0. 

现在 显然 可 见 

界 于 一 个 或 几 个 光滑 曲面 之 间 的 立体 定 有 体积 

然而 , 也 准许 在 立体 的 界面 上 存在 有 限 个 奇异 点 ， 这 些 可 以 用 一 些 体积 任意 小 
的 邻 域 分 割 出 去 . 


342. 体积 的 积分 表达 式 ”我们 从 几乎 是 显然 的 一 点 开始 :高 为 也, 底 为 可 求 积 
的 平面 图 形 (P) 的 直立 柱 体 有 体积 , 等 于 底面 积 与 高 的 乘积 : V = PH. 


中 如 有 果 扩 (D0) 是 在 区 域 (8) 的 边界 (L) 上 , 则 对 于 它 所 指 的 应 是 第 262 目 中 所 讲 的 . 


168 ， 第 十 章 积分 学 在 几何 学 、 力 学 与 物理 学 中 的 应 用 [342] 


我 们 这 样 来 择 取 [第 336 目 ,1)] 分 别 含 于 (P) 内 的 与 包含 着 (P) 的 多 边 形 (4;) 
及 (B), 使 得 它们 的 面积 4 与 B 趋向 于 P. 如 果 在 这 些 多 边 形 上 建立 起 高 为 五 
的 直立 棱柱 体 (X;) 与 (7) 来 , 则 它们 的 体积 


Xn = AnHSY, = BnH 


就 趋向 共同 的 极限 V = PH, 由 于 第 340 目 1), 这 便 是 我 们 的 柱 体 的 体积 . 

现在 我 们 来 研究 含 于 平面 z = a 及 x =b 之 间 的 某 一 个 立体 (V), 并 开始 以 垂 
直 于 z 轴 的 一 些 平面 来 分 割 它 (图 26). 假定 所 有 这 些 截面 是 可 求 积 的 , 并 设 对 应 于 
模 坐 标 x 的 截面 面积 以 P(z) 表 之 一 一 是 x(a<zw<&<5b) 的 连续 函数 . 


图 26 


如 果 (不 牌 不 偏 的 ) 投影 两 个 同类 的 截面 到 某 一 垂直 x 轴 的 平面 上 , 则 它们 可 能 
或 是 一 个 含 在 另 一 个 里 面 (如 图 27,a), 或 是 局 部 的 一 个 在 男 一 个 之 上 或 是 彼此 完全 
分 开 (参看 图 27,6,B). 


图 27 


我 们 暂且 先 讨论 这 种 情形 : 即 两 个 截面 被 投射 在 垂直 于 z 轴 的 平面 上 ,永远 是 一 
个 含 在 另 一 个 的 里 面 . 
在 这 个 假定 下 , 可 以 断言 , 立体 (V) 有 体积 , 表 如 公式 
b 
V = / P(rz)dzx. (15) 
为 了 证 明 , 我 们 将 x 轴 上 的 区 间 [a,9] 用 点 


QQ 一 XZ0<ZI<…<2Zi<IiH< <rTn=b 


[342] 82. 面积 与 体积 . 169 . 


分 成 在 干部 分 , 并 用 通过 分 点 的 平面 x = zi; 将 整个 的 立体 分 割 成 若干 片 . 我 们 来 研 
窒 含 于 平面 =z 与 x 一 Ti+1(i 二 0,1,… ,nn 一 1) 之 则 的 第 i 片 . 在 区 间 [| 
中 , 昭 数 P(z) 有 最 大 值 Mi; 与 最 小 值 mi; 如 若 将 对 应 于 此 区 间 中 不 同 的 z 值 的 截 
面 放 在 一 个 平面 上 , 比如 说 是 x = zi, 则 它们 (在 所 作 的 假定 下 ) 就 都 被 包含 在 面积 
为 Mi 的 最 大 的 一 个 里 , 并 且 都 包含 着 面积 为 mi 的 最 小 的 一 个 . 如 果 在 这 些 最 大 的 
与 最 小 的 截面 上 , 建立 起 高 为 Azi = zitl 一 2; 的 直 柱 , 则 前 者 就 包含 了 我 们 立体 中 


体积 分 别 为 MA 本 MA 
内 含 的 各 柱 体 组 合成 立体 (T), 外 包 的 各 柱 体 组 合成 立体 (0); 它们 的 体积 分 别 
等 于 


>》 mi 人 Xz; 与 > AI; AZi， 
i i 


并 且 当 入 = maxAzi 趋向 于 零 时 , 有 共同 的 极限 (15). 由 第 340 目 ,2), 这 就 是 立体 
(V) 的 体积 号 . 

旋转 体 是 一 个 重要 的 特殊 情形 ,此 时 以 上 所 讲 的 关于 截面 相互 间 位 置 的 假定 显 
然 成 立 . 设想 在 zy 平面 上 以 方程 y = f(z)(a < x < 50) 给 定 一 条 曲线 , 此 处 f(z) 是 
连续 的 并 且 是 非 负 的 ; 我 们 开始 将 它 所 界 出 的 曲 边 梯形 环绕 x 轴 而 旋转 (图 28,a 与 
6). 显 而 多 见 , 所 得 出 的 立体 (V) 合 于 我 们 所 研究 的 情形 , 因为 它 的 截面 投射 到 垂直 
于 x 轴 的 平面 上 就 成 了 同心 圆 , 此 处 P(z) = zy? = [f(z)]2, 所 以 


本 三 y dz = apm (16) 


图 28 


例如 将 区 间 分 为 等 分 , 便 很 容易 的 选 出 来 了 在 所 引用 的 定理 中 讲 到 的 内 含 的 与 外 包 的 立体 的 
序列 . 


170 ， 第 十 章 积分 学 在 几何 学 、 力 学 与 物理 学 中 的 应 用 [343] 


如 打 曲 边 梯形 是 下 面 用 曲线 yi = 访 (z), 上 面 用 曲线 yo = 户 (z) 所 界 出 的 , 则 显 
而 多 多 


b b 
v=7 | 8 -yas =7 f {flo)]? ~ [lo Yd, (17) 


虽然 关于 截面 的 假定 在 这 里 可 能 并 不 成 立 ， 一般 来 说 , 所 证 得 的 结果 不 难 推 广 到 所 
有 由 满足 所 述 假 定 的 立体 的 相 加 或 相 减 而 得 的 立体 . 
在 一 般 情形 下 只 能 肯定 : 如 果 立 体 (V) 有 体积 也 , 则 可 表 成 公式 (15). 
事实 上 给 定 了 任意 的 。 > 0 之 后 , 我 们 可 以 在 平面 x = a 与 x = 之 间 做 这 样 
逢 个 由 若干 平行 六 面体 所 组 成 的 立体 ( 访 ) 与 (Y), 使 得 (X) 含 于 (V) 里 面 , 而 (Y) 
包含 着 (V), 并 且 还 有 交 一 六 < <. 因为 对 于 ( 文 ) 与 (了 Y), 我 们 的 公式 显然 合用 , 所 以 
用 4(z) 与 B(z) 表示 它们 横 截 面 的 面积 , 便 有 


~_ 


b b 
x= | 4(Z)d7， y= |/ B(z)dz. 
另 一 方面 , 因为 4(z) < P(x) < B(z), 所 以 又 有 


~ 


b b b 
x= | 4(zjazs | Pladz < |/ B(z)adzr = Y, 


因 之 体积 V 与 积分 /”P(z)dz 并 颖 含 于 同一 界限 X 与 Y 之 间 , 而 与 Y 相差 小 
于 e. 由 此 便 推出 我 们 所 要 的 结论 . 


343. 例 1) 试 计算 底 半径 为 7 与 高 为 h 的 圆锥 体 的 体积 V. 

过 锥 体 的 轴 作 一 截面 , 并 取 此 轴 作 为 x 轴 , 锥 体 的 
顶点 算 作 原点 ; 并 引 vy 轴 垂 直 锥 体 的 轴 (图 29)， 锥 体 
的 母线 方程 便 是 


7 
2 一 本 之 ) 


h 
并 且 一 一 根据 公式 (16) 一 一 我 们 得 到 


h 2 .3 | 
v=" ($9) = = 和 rr 
0 0 
S 和 这 个 结果 读者 在 中 学 谍 程 便 已 熟知 了 ， 
2) 设 椭圆 二 二 乞 = 1 绕 z 轴 旋 转 
a b2 
因为 
2_b ,2 ,2 
y= (0 一 开放 
所 以 我 们 得 出 旋转 椭 球体 的 体积 
Q p2 pb? Q bp2 3 4 4 
V = 人 (0 一 2 )dz = 2 二 / (a? — 2°)dz = 27 CE 一 | 一 了 Tt 


例如 , 用 一 个 或 几 个 光滑 曲面 [第 341 目 ] 所 界 出 的 立体 便 是 这 样 的 立体 . 


[343] 8$2. 面积 与 体积 he 


类 似 的 我 们 得 出 绕 y 轴 的 旋转 权 球 体 的 体积 表达 式 人 a?b. 在 这 公式 中 假定 a = b= 7 我 
们 便 得 到 半径 为 r 的 球体 体积 的 熟知 的 值 mr? 
3) 试 确定 界 于 对 应 点 0 与 z 的 截面 之 间 的 悬 链 线 y = ach> 绕 > 轴 旋 转 而 得 的 立体 的 体积 


我 们 有 
vno? | ch dz 一 ro / (1 十 ch dx 
a 2 b a 


a a ,2r.\ 1 字 
= oTa (2 站 3sh 卫 ) 二 Fa (az 十 an : ash— ) 


回忆 第 331 目 ,Dlash— 是 我 们 曲线 的 驱 长 s, 最 后 我 们 便 得 到 VV = sra(ag + sy). 
4) 同样 试 求 旋 轮 线 的 一 所 一 一 一 一 


(C00 te 27) 


经 x 轴 旋 转 所 得 出 的 立体 的 体积 . 
曲线 的 参数 方程 使 得 在 公式 


27a 
到 "| ydr 
0 


中 很 容易 做 一 变换 z = a(t 一 sint),dz = a(1l 一 cost). 即 


2 
v= | (1 — cost)’dt = ma’ (3t— hsint + 3 sin2t + sinst = 
外 0 


5) 同样 . 对 于 星 形 线 z4 + y$ 二 a3 
我 们 有 


2 二 (oi) v= (a 28) dr= era, 


建议 读者 由 星 形 线 的 参数 方程 出 发 , 并 用 换 元 法 (如 上 题 ), 重新 计算 一 回 . 

6) 试 求 抛物 面 2az = x? 十 yy 与 球面 z? 十 yy? 十 zz? = 3a2 的 公共 部 分 的 体积 53). 

解 ” 这 两 个 立体 及 它们 的 公共 部 分 皆 系 旋 绕 z 轴 的 旋转 体 . 所 说 的 这 两 个 曲面 的 截 口 是 在 平 
1 本 

垂直 于 z 轴 的 平面 截 我 们 所 研究 的 立体 成 为 圆 ; 当 z < a 时 这 些 圆 的 半径 平方 等 于 2az, 并 
只 当 z 变 得 > a 时 , 才 等 于 3a? - z?. 利用 类 似 (16) 的 公式 , 便 有 


a aV3 3 
=2ro | dst | (3a” — z2)dz = (6V3—5). 
0 a 


7) 试 求 球面 z? 十 十 z= R? 与 圆锥 面 z2 = yy 十 z2(x > 0) 的 公共 部 分 的 体积 53)， 


提示 此 二 曲面 的 截 品系 在 平面 = = -上 . 我 们 有 


V2 
v=7 | ‘vast | (BR ~ zo)dz = (2 ~ V3). 
0 及 


V2 
59) 显 然 上 述 方程 仅仅 给 出 了 所 应 求 公共 部 分 体积 的 区 域 的 边界 
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直到 这 里 为 止 , 我 们 侠 究 的 是 特殊 公式 (16) 的 应 用 例子 . 现在 我 们 来 看 一 般 的 公式 (15). 因 
为 在 所 有 的 场合 下 , 体积 的 存在 可 以 毫 无 困难 的 加 以 论证 , 例如 可 以 根据 第 341 目 中 的 论证 , 因 
此 我 们 就 不 来 讲 体 积 的 存在 , 而 只 单 是 计算 体积 . 

8) 试 确定 圆柱 弓形 体 的 体积 . 用 通过 底 的 直径 的 平面 , 从 直 圆 柱 上 切 下 来 的 几何 的 立体 , 称 
作 圆 柱 号 形体 (图 30). 

假设 , 圆柱 的 底 是 半径 为 a 的 圆 : 

zZ2 vy < a 
截面 通过 直径 AA' 并 且 与 底面 作成 角 a. 我 们 来 确定 垂直 于 x 轴 并 且 与 之 区 于 点 M(z) 的 截面 
面积 . 这 个 截面 是 直角 三 角形 ; 显然 
P(xz) = MNP 的 面积 = sy tga = (a ~ x’)tga, 
于 是 根据 公式 (15) 
2 


1 2 
V = ItgQ fe 一 Z2)dz 一 30 tgo 一 soh, 


其 中 h = 二 KL 是 圆柱 与 形体 的 高 . 


图 30 图 31 


有 趣 的 是 : 注意 若 使 y 轴 来 起 z 轴 一 向 所 起 的 作用 , 这 就 是 次 , 用 垂直 y 轴 的 平面 米 截 这 个 
立体 , 也 一 样 可 以 得 出 这 体积 (图 31). 通过 纵 坐 标 为 y 的 点 M 所 引出 的 这 样 的 平面 , 鹤 我 们 的 
了 立体 于 短 形 S@, 其 面积 为 


P(y) 一 2zytga = 2tgaQ .yyVa2 — yy. 


因此 , 类 似 公式 (15)， 
V 一 2tga / y Va’ — ydy = -Stga(o? 一 vy) 二 Soatga 
0 0 
9) 试 求 以 标准 方程 


[343] $2. 面积 与 体积 5: 


所 给 出 的 三 维 椭 球体 的 体积 (图 32). 
垂直 于 zx 轴 并 通过 此 轴 上 的 M(x) 点 的 平面 , 截 椭 球体 成 樟 圆 ; 在 yz 平面 上 的 (不 偏 科 的) 
投影 方程 是 这 样 的 : 


由 此 显 见 其 半 轴 分 别 为 


而 面积 [参看 第 339 目 ,2),8),15)] 就 表 成 了 这 样 : 
人 
Pn (1 一 光 = ee 二 


因此 , 根据 公式 (15), 欲求 之 体积 


10) 试 求 位 于 中 心 的 椭 球 体 
Azx’ + By + Cz +2Fyz+2Gzr+2Hry= 1 


的 体积 . 
解 ” 如 果 固 定 z, 则 对 应 的 截 口 方程 (或 是 一 一 更 精确 些 一 一 它 在 zy 平面 上 的 投影 ) 为 


ar + 2bry + cy +2dr+2ey+f=0, 
其 中 攻 
a= A,b=H,c=B,d=Gz,e= Fz,f =0z— | 
根据 第 339 目 7), 此 截面 的 面积 等 于 


万 人 


P(z) = “(AB — Ha 
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人 ”表示 行列 式 


其 中 


替换 之 , 便 得 


显 而 多 见 ,z 只 能 在 
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H B Fz = Az* — (AB — H?), 


> 
|| 
QTx 
> 
TO 


TT 


P(z) = (AB — HB) 


[Az ~ (AB— H?). 


2 好 到 人 H? 
从 一 


界限 内 变化 ; 在 这 个 界限 内 积分 ， 最 后 全 得” 


4 1 
V = 3 VA 
11) 我 们 来 看 两 个 半径 为 7, 其 轴 相 交 成 直角 的 圆柱 ， 
并 来 确定 它们 所 界定 的 立体 的 体积 . 


> 图 33 上 所 绘 出 的 立体 O4BCD 是 我 们 所 注意 的 立 


-| 体 的 八 分 之 一 . 通过 两 个 圆柱 的 轴 的 交点 O, 引 x 轴 重 
-| 水 、、 直 这 两 个 轴 . 于 是 用 距 O 为 z, 垂直 z 轴 的 平面 来 截 制 
DS AN 立体 OABCD, 便 得 出 正方 形 KLMN, 它 的 边 MN = 


图 33 


,2 dA v=8/ 0 -2 )dz= 本 7 


V7? 一 22, 所 以 P(z) = 7? - z2?. 于 是 根据 公式 (15) 
16 3 


12) 最 后 , 我 们 来 解决 这 同一 问题 , 但 假定 圆柱 有 不 
同 的 半径 :r 与 忆 > 7. 

和 前 者 相 比 较 , 所 不 同 者 仅 在 于 : 以 距 O 为 z 的 平 
面 来 截 割 我 们 所 研究 的 立体 时 , 得 出 的 不 是 正方 形 , 而 是 


边 长 为 Vr? 一 z2 与 VR2 一 x2 的 长 方形 . 这 样 一 来 , 此 时 体积 Y 就 表 成 了 椭圆 积分 


一 v=8/ VE — 722)(r2 — 7x?2)dz 


或 是 , 奋 作 代 换 z = rsin yp 并 命 上 = 三 


的 
V = sm 上 cos2 pw. 1-— k?2 sin? pdy = 8Rr* .7 
0 


我 们 来 把 积分 7 化 成 两 种 形式 的 全 椭圆 积分 . 首先 


2 。 2 
7 一 COS” dp - £2 sin 


1 一 K2 sin2 Op 0 ] 一 K2 sin2 wy 


2 COS” 
一 上 dp = + 1. 


[344] §2， 面 积 与 体积 .175. 


2 1 一 sin2 12 -1 1 


De 
/0 1 — k?sin* wp 2 1 
和 1 ] 
3 V1—k?sin’ wdy = (1- 豆 ) K(k) + Ta E(k). 
0 


男 一 方面 , 作 分 部 积分 , 便 有 


1 .2 1 i 2 .2 
本 sin2pdV1—k2sin 一 一 Sn PPV1 一 12sSinew 
2 2 
瑟 
-/ cos25V1 — k?2sin’? pad 
0 
“了 
a (1 — 2cos? p) V1 — k?2sin? pdy = E(k) 一 27. 
0 


0 


由 此 
HC | 


-0 于 十 二 出 二 在 0 克 半 


这 样 一 来 , 最 后 
V 


344. 旋转 曲面 的 面积 ”假设 在 zy 平面 的 上 部 ( 即 在 上 半 平 面 中 ) 有 某 一 条 曲 

线 4B( 图 34), 以 形状 如 (6) 的 方程 给 出 , 其 中 y,w 是 有 连续 导数 p/w' 的 连续 函 

数 . 假设 曲线 上 没有 奇异 点 与 重点 , 我 们 可 将 从 点 A(to) 起 算 的 弧 长 s 引 为 参数 , 并 
且 换 成 表示 法 . 

A RA (18) 


如 以 5 表示 整个 曲线 4B 的 长 度 , 此 处 参数 s 的 变化 便 是 从 0 到 5. 

假若 曲线 环绕 x 轴 而 旋转 , 那么 它 就 描 出 了 某 一 个 旋转 面 ， 让 我 们 来 研究 这 个 
问题 一 一 计算 这 曲面 的 面积 . 

此 处 我 们 不 谈 在 一 般 形式 中 建立 “ 曲 ” (就 是 说 不 是 平 的 ) 面 面 积 概念 的 可 能 性 ; 
这 要 等 到 第 三 卷 中 去 作 . 现在 我 们 特别 对 于 旋转 面 来 确定 这 一 概念 ， 并 学 会 计算 它 
的 面积 , 而 且 我 们 将 以 早 在 中 学 课程 中 所 给 定 的 柱 体 、 锥 体 、 斜 截 锥 体 的 侧面 计算 法 
则 作为 根据 ， 以 后 我 们 会 亲眼 看 到 , 我 们 所 得 出 的 公式 是 作为 一 个 特殊 情形 而 被 包 
含 在 曲面 面积 的 一 般 公 式 里 的 . 

在 曲线 4B 上 依照 从 4 到 B 的 方向 选取 点 列 ( 见 图 ) 


Ao 人 De eV ps = Bb (19) 
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并 来 研究 内 接 于 曲线 的 折线 A0A41… hn_1B. 
我 们 起 始 用 这 条 折线 代 蔡 曲线 , 环绕 zx 轴 而 旋 
转 ; 它 就 描 出 了 某 一 个 面 ， 根 据 初 等 几何 的 法 
则 我 们 会 确定 它 的 面积 .我 们 规定 将 曲线 所 描 
成 的 曲面 的 面积 ， 了解 成 当 部 分 弧 中 最 大 者 趋 
近 于 零 时 , 折线 所 接 成 的 曲面 的 面积 @ 的 极限 
P. 这 个 旋转 面 的 面积 定义 就 给 了 我 们 它 的 计算 
法 的 钥匙 . 

我 们 已 经 知道 , 可 以 根据 插 于 0 与 9 之 局 
的 一 串 递 增 的 s 值 


0 三 S0<S1<S2< :<3Si<Ssifl< <Ssn_ li<sn 一 9 


而 得 出 点 列 (19). 折线 的 每 一 段 当 环绕 x 轴 而 旋转 时 都 描 出 圆 台 的 侧面 @ 来 . 如 以 
yi 与 Vi+fl 分 别 表示 点 4; 与 4 的 纵 坐 标 , 而 以 4; 表示 线段 A; 4 的 长 度 , 则 第 


i 段 所 摘出 的 曲面 的 面积 ; 
pL + Vitl ! 


&。 


整个 折线 所 摘出 的 曲面 的 面积 便 是 


n—l 十 1 
4 一 0 


所 得 到 的 和 可 以 分 解 成 两 个 和 , 如 以 下 形状 : 
nC—1l n—1l 
C = 27 > Yilit+” >》 (yiri — Yi)li. 
2 一 0 i 二 0 


因为 图 数 y = Y(s) 是 连续 的 , 所 以 (根据 一 致 连续 的 性 质 ) 可 以 假定 我 们 的 曲 
线 分 成 了 这 样 小 的 部 分 , 以 使 所 有 的 差 w+l 一 yi 的 绝对 值 皆 不 超出 任意 小 的 正 数 < 
于 是 


nC—1l1 也 一 


TY (Yitl — Yi)li| < en > li < EnD; 
i 二 0 i=0 
由 此 可 见 , 这 个 和 当 max 和 5; 一 0 时 趋 近 于 零 . 
至 于 和 
n—1 
2T >, Yili 
i=0 


中 特别 来 说 , 这 个 曲面 可 能 退化 成 锥 面 或 是 柱 面 ; 然而 , 即使 在 这 种 情形 下 , 它 的 面积 仍 可 根据 
求 圆 合 的 侧面 的 一 般 公 式 来 计算 . 


- [344] 82， 面积 与 体积 . 177 、 
8 


则 可 分 之 为 两 个 和 
nC— 多 一 】 
27 >》 YiA Si 一 2 元 >》 yi(Asi 一 5). 
?一 U 2 一 0 


因为 限 数 亚 (s) 是 连续 的 , 所 以 它 是 有 界 的 , 于 是 所 有 的 |y| < M, 其 中 M 是 某 一 常 
数 . 用 7 表示 后 一 个 和 , 我 们 有 


> yi(ASi — 1) 
?一 (0 

当 曲 线 所 分 成 的 各 个 部 分 越 来 越 小 时 , 根据 弧 长 是 内 接 折线 周 长 极 限 的 定义 @， 
老 


多 一 工 
17| = 27 sau (s- 54). 


2 一 (0 


n—l 
S- 》 1 

i=0 

应 当 趋 近 于 零 . 然则 了 亦 一 0. 

余下 的 和 
nC—1 
0 = 27 > ViAs; 

i=0 

是 积分 


S 
27 / yds 
0 


的 积分 和 . 而 此 积分 由 于 函数 y = 亚 (5) 的 连续 性 , 是 存在 的 , 所 以 当 max As; 0 
时 , 和 o 趋同 此 积 
在 所 作 的 假定 之 下 , 最 后 我 们 得 出 : 旋转 面 的 面积 存在 并 且 表 如 公式 


S S 
P= 2r | yds = 2r / V(s)ds. (20) 
0 0 


如 条 我 们 返回 到 我 们 的 曲线 的 一 般 参 数 表示 法 (6), 则 在 以 上 积分 中 进行 换 元 
[参看 第 313 目 ,(9)], 变 之 为 以 下 形式 : 


7 了 
P= 2n / yr ydt = on / y(t Vp OE + tw Dat. (21) 


0 


特 和 | 言 之 , 如 果 曲 线 是 用 显 式 方程 y = f(z)(a < z < 5) 给 出 的 , 于 是 z 就 相当 于 参 
数 , 我 们 便 有 


b b 
P= 2r / VyVIT+2Wz2adz = 2r | jzZ)VIL 二 [AZz)]j2adz， (22) 


中 内 为 弧 的 直径 显然 不 超过 弧 长 , 所 以 当 max As; -0 时 , 部 分 弧 直 径 的 最 大 者 也 趋 近 于 零 


178 : 第 十 章 积分 学 在 几何 学 、 力 学 与 物理 学 中 的 应 用 [345] 
oo 和 


345. 例 ”1) 试 求 球 带 面 的 面积 . 设 环绕 原点 以 半径 > 作 半圆, 绕 x 轴 旋 转 , 从 圆 的 方程 中 
我 们 有 y= Vr? 一 22; 以 及 3 
ys 一 一 V1+y = 


7 


a 3'YV! 十 2z2 =7. 
此 时 由 端点 具 横 坐标 zi 与 za > zi 的 弧 所 描 出 的 带 面 面积 , 根据 公式 (22), 为 


2 
3 2 nan 2 = 2nrh 
Xl 


其 中 hh 为 带 的 高 , 这 样 一 来 , 球 带 面 的 面积 便 等 于 最 大 圆 的 圆周 与 带 的 高 的 乘积 
特别 在 zl = 一 7, 7x2 二 7 时 , 就 是 在 h = 2r 时 ， 我 们 得 到 整个 球面 的 面积 P= 47r?. 
2) 试 求 由 端点 横 坐 标 为 0 与 x 的 悬 链 线 y = ach— 的 弧 旋 转 所 产生 的 曲面 的 面积 . 


因为 V1+y2 = ch 所 以 根据 公式 (22) 
2 zr 7 0 
0 亿 亿 


其 中 V 为 对 应 的 旋转 体 的 体积 [参看 第 343 目 ,3)]. 

3) 同样 的 , 对 于 星 形 线 z = a cos? ty = asin3t. 

只 要 把 星 形 线 在 第 一 象限 (0 < 1 < 3) 的 弧 所 描 出 的 曲面 的 面积 加 一 倍 即 可 . 我 们 已 有 
Vz 十 YW? = 3a sintcost; 此 时 根据 公式 (2 


TT 


分 2 
所 2 / asinst. 30sintcostdt = 12ro’ sin’ tcos tat 
0 0 
12 ，» 
一 —7Q.. 


5 


= 
2 sins ti 四 
5 


三 TO 


0 
4) 同样 的 , 对 于 旋 轮 线 z = a(t -sint),y = a(1 ~ cost). 
因为 y = 2a sin* ds 一 2asin 了 dt 所 以 


2T Tn 
P=2on / 4a” sin3 dt = 16na’ / sin” wd 
0 0 


” .64 3 
一 一 个 QQ ， 


3 
一 16ra? | 一 COS 本 
3 0 


5) 试 求 心脏 线 7 = a(1 十 cos 9) 围绕 极 轴 旋转 所 产生 的 曲面 的 面积 
从 基本 公式 (21) 出 发 , 变 成 极 坐标 : 


pb 
= 2 yds = 2 | 7 Sin O\/72 十 792d0. (23) 
0 ox 


在 我 们 的 情形 中 a = 0, 6 = 7#, 并 且 


3 


0 
y=7?sin0=a(l+tcos0)sing = 4acos 5 sin ,ds 一 2Q COS db, 


因此 


P=2r.80 | COS ‘sin 2d0 = ra 


[345] 82.， 面积 与 体积 .179 . 


6) 同样 的 , 对 于 双 纽 线 7? = 24? cos 20. 


此 处 y = aV2Vecos 20 sin 0, ds = Lo 所 以 根据 公式 (23) 


下 
P=2.2r 2o2 上 sin gdb 一 8Ta” (1- 2) 二 7.361a”. 
0 


最 后 ， CHE 
7) 斌 证 放 半 和 球体 的 表面 各 不 论 是 eh 的 ( 肩 球 ) 


假使 梢 圆 - 一 ;十 汪 二 1 围绕 zx 轴 而 旋转 , 并 且 a > 5b, 则 我 们 便 依 序 


bz 2 1， 


yV1+y?= VY +(y)? = ?一 + 


b ob 
a Q2 


然而 a? 一 b? = c2 此 处 c 是 焦点 至 心 的 距离 并 且 = 等 于 椭圆 的 离心 率 e. 这样 一 来 ， 
yV1+y = 2V 02 — e272, 


»p 'Q 
P= 27 | v: — E27zx2dx = 4 — 2 Ve — £272d7 


b /1 
= 47 2 jp 一 E222 十 2 arcsin 2)| 
a 


2 
一 2r 2(oV/ 一 E202 十 一 arcsin E); 
但 是 o -seo =o 一 o= 巡 ,所 以 最 后 我 们 有 
P=2nb (2 十 arcsin =】 
£ 


假使 椭圆 环绕 短 轴 旋转 , 则 因 利 用 已 经 做 过 的 计算 更 为 便捷 , 所 以 将 > 轴 作 为 短 轴 .于 是 在 
所 得 出 的 yy 1 十 Y? 的 表达 陈 中 仅 需 把 a 与 5 的 位 置 对 调 一 下 即 可 , 那么 现在 


2_—_b2 2 
yV1+y?= pV + 可 2Z2 = PVP + 


72. 


并 且 


0 


此 时 


/p32 5 
=2ra (VERTG+ EI s+) 


. 180 . 第 十 章 积分 学 在 几何 学 、 力 学 与 物理 学 中 的 应 用 [346] 


然而 V 刀 十 C2 二 a,c 二 ea, 所 以 最 后 P 的 表达 式 就 是 这 样 : 


2 2 
p=2ra(at Inete =2ra at Linite). 
2c ae 2a 5 l—e 


346. 柱 面 面 积 ”我 们 再 来 研究 一 种 特殊 形式 的 曲面 , 对 于 它 , 我 们 也 于 此 处 (在 
那个 以 后 才 给 出 的 一 般 定义 之 先 ) 定义 出 面积 概念 . 我 们 所 指 的 是 柱 面 . 

我 们 返回 到 在 第 344 目 中 所 讲 到 的 
zy 平面 上 请 的 曲线 4B. 取 它 作为 准 线 ， 
设想 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 (图 35). 在 
这 个 面 上 引 曲 线 CD, 交 每 一 条 母线 于 一 
点 ; 如 果 在 方程 组 (6) 中 加 上 第 三 个 方程 


z=x(t) (x>0) (24) 


这 条 曲线 就 确定 了 . 问题 是 在 于 计算 “这 
条 曲线 下 ”的 柱 面部 分 的 面积 P. 

如 同 在 第 344 目 中 一 样 , 我 们 引 弧 
长 s 作为 参数 ; 于 是 不 仅 是 曲线 4B 的 
方程 组 (6) 变 成 了 方程 组 (18), 而 且 方 程 
式 (24) 也 化 为 


2 XX(8). 


在 曲线 4B 上 内 接 一 条 折线 A441… 4A;_1B, 并 且 与 此 对 应 的 在 曲线 CD 上 作 折 线 
COCO1.… On_1D( 见 图 35), 由 梯形 4;Ai11Ci410; 组 成 棱柱 面 , 内 接 于 我 们 所 研究 的 柱 
面 之 中 .我 们 在 此 处 就 把 这 柱 面 的 面积 理解 为 所 提 的 棱柱 面 的 面积 Q 的 极限 P. 

设 zx = 4.Cu 我 们 有 (其 余 保持 原 符号 ) 让 


nn—1 
二 > Git oti 
5 i=0 0 
依靠 与 第 344 目 中 同样 的 理由 (读者 可 以 自己 把 它们 完全 做 出 ), 问题 就 化 为 计算 和 


一 1 


> 2 人 Si 


?2 一 0 


的 极限 , 不 难看 出 , 这 是 一 个 积分 和 , 最 后 


| S 
四 3 pA | X(s)dso. 
0 10 


@ 如 果 设 想 柱 面 展 成 平面 , 则 所 研究 的 图 形 便 化 为 “ 曲 边 梯形 "这 个 结果 就 变 成 完全 直观 的 了 了. 


人 
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回 到 任意 的 参数 上 不 难得 出 一 般 的 公式 
2 2 
- eVap + y= | x Vi OP + wa (25) 


最 末 , 在 曲线 4B 的 显 式 给 出 y = f(z)(a < x < 0) 的 情形 下 , 这 个 公式 就 变 成 
这 样 : 
b b 
要 2V1T 二 ?32az 加 X(T)V1+ [f(z)|2dzx. (26) 


347. 例 1) 设 图 36 中 的 曲线 4B 是 以 B 点 为 顶点 的 抛物 线 , 它 的 方程 (在 谭 中 的 标记 
之 人 是 


在 它 的 上 面 建立 起 柱 面 与 方程 为 
Cc 


之 二 一 之 
a 


的 平面 OBC 相 截 . 试 求 柱 面 的 4BC 部 分 的 面积 P. 

解 ”根据 公式 (26) 

= | iri 一 入 24 十 45272a7 

， 0 

sp Ei a 

一 os (0 db 2 | 

2) 假使 曲线 是 四 分 之 一 圆周 y = Va? 一 7x3(0 < 
zZ < a), 则 公式 (26) 不 能 无 条 件 地 应 用 , 因为 当 z =a 
时 导数 y 趋 于 oo. 采用 参数 表示 法 图 36 


T= Qcost,y=asint (人 了 ) ， 


和 
我 们 根据 一 般 公 式 (25); 便 有 


2 
pe=/: se aoc cos tdt = ac. 
0 


如 采 运 回 到 第 343 目 8) 所 讲 的 圆柱 弓形 体 , 则 其 侧面 由 刚才 得 出 的 结果 推 知 , 原来 等 于 
2ah (Bh); 
3) 最 后 假定 曲线 4B 是 四 分 之 一 椭圆 


z=acost,y=bsint (0<t< > 
[此 处 由 于 和 以 上 同一 的 原因 , 不 能 利用 显 式 方程 ], 我 们 来 解决 同样 的 问题 
(a) 首先 设 a > b. 引入 椭圆 离 心率 6 二 , 根据 公式 (25), 便 得 


六 Q 
已 一 ec A costV a? sin* t+ b? cos?tdt = Ce / b2 + e2u2du 
Q 
/0 0 
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(替换 w= 二 a sint), 并 且 最 后 


2 
p= Jac{i+t! < nlite). 


2 25 1l—e 
(6) 在 a < 的 情形 下 , 离心 率 = = Y 一 全， 并 且 


于 
p= | V1— e?sin?tcostdt = 2 {Vi 一 62 十 -arcsine} 
E 
0 


4) 我 们 来 研究 柱 面 z2 + y2 = Rz 被 球面 z2 十 妇 十 2 = R? 所 界 出 的 部 分 , 在 截 口上 得 出 
的 曲线 [ 维 维 亚 尼 曲线 , 见 第 229 目 ,1)], 我 们 知道 可 以 用 参数 表 成 这 样 : 


+= Rsin’t,y = Rsintcost,z = Reost. 


如 果 是 限制 在 第 一 卦 限 , 则 此 处 t 就 应 该 从 0 变 到 可 显而易见 , 头 两 个 方程 相当 于 方程 组 (6)， 
而 后 一 个 方程 相当 于 方程 (24). 
根据 公式 (25), 所 提出 的 曲面 的 面积 便 是 


Lg 


五 
P=ar / costdt = 4R°. 
/0 


5) 两 个 圆柱 , 半径 为 7, 轴 相 交 成 直角 [参看 第 343 月,11)], 试 确定 其 公共 部 分 的 立体 的 表面 
面积 . 我 们 引 坐 标 系 , 如 图 33. 
先 限于 一 个 圆柱 面 , 在 第 一 卦 限 我 们 便 有 


了 一 7Ycost 2 一 7Sint 


而 最 后 
2 一 AVWV72 一 022 一 Sint (osts 了 ) ， 
根据 公式 (25), 二 分 之 一 的 待 求 面 积 等 于 


TT 


豆 
JP=a / sintdt = 8r”, 所 以 P = 1677. 
0 


6) 同样 的 问题 , 但 在 圆柱 具有 不 同 的 半径 7 与 R > + 的 情形 下 [参看 第 343 目 .12)| 
我 们 先 来 计算 半径 为 7 的 柱 面部 分 的 面积 , 我 们 有 


r=rsint,y =7cost (0 <t< 5 ) ， 
z= VR -r= VR -rsin t= RVI- ksint (k= 到) ， 
根据 公式 (25) 
Pi = 8Rr 上 1 一 K2sin2tot = 8RrE(k). 
现在 我 们 来 看 半径 为 R 的 柱 面 ， 将 2 轴 与 y 轴 的 地 位 对 调 . 这 一 次 
t= Rsint,z= Reost, 


1 一 V72 一 72 一 V72 一 及 2sin2t 一 7A/ 1 一 已 sin2t (k= 元 )， 


[348] §3， 力 学 与 物理 学 的 数量 的 计算 . 183 ， 


并 且 二 只 能 (如 果 和 历来 一 样 , 限于 第 一 卦 限 ) 从 0 变 到 arcsin k. 于 是 根据 与 (25) 相 类 似 的 公 


式 , 便 得 
arcsin 天 arcsin k 1 
| 2 st at= Rr 上 (A 
/0 0 k 
符 换 
sintl = ksinw, dt 一 人 
A Wy 2 1 


其 中 o 由 0 变 到 便 给 出 


arcsin 大 王 2 
2 
et os vd 
0 k 0 V1l— k?sin?w 


最 后 一 个 积分 我 们 在 第 343 目 ,12) 就 已 经 遇见 过 了 ; 它 等 于 


P= 8R {E(k) — (1 — kK(K)}. 
P=P+bB=8R(R+7r)/{E(R) - (1- FAK(K)). 


定 积 分 的 最 商 单 的 几何 应 用 且 即 止 于 此 . 在 第 三 卷 中 我 们 还 会 磁 到 在 更 复杂 
叉 更 普 让 的 情形 下 的 几何 范围 内 的 计算 . 


§3. 力学 与 物理 学 的 数量 的 计算 


348. 定 积 分 应 用 的 大 意 在 进入 到 定 积 分 于 力学、 物理 学 与 机 械 学 范畴 中 的 
应 用 以 前 , 先 将 在 实用 问题 中 通常 遵循 而 导致 定 积分 的 途径 弄 清 楚 , 是 有 好 处 的 . 为 
了 这 个 目的 , 我 们 略 述 定 积分 应 用 的 一 般 大 意 , 今 以 已 经 研究 过 的 几何 问题 的 例子 
让 我 们 来 设想 , 要 求 确 定 某 一 个 系 陡 区 间 [a,9| 的 (几何 的 或 其 他 的 ) 常量 9. 此 
时 命 每 一 个 含 于 [a,0| 之 内 的 子 区 间 [a, 8] 对 应 于 量 Q 的 某 一 部 分 , 使 得 区 间 [a, 问 

分 解 成 耕 干 子 区 间 时 便 引 起 量 @ 分 解 成 对 应 的 部 分 . 
更 精确 些 讲 , 此 人 处 指 的 是 某 一 个 具备 “可 加 性 ”的 “区 则 通 数 ”"Q(|a, 有 1), 即 若 区 

则 [a, 8] 是 由 子 区 间 [a,y] 与 [y, 8] 组 成 的 , 那么 便 有 


Q([a, £1) = Ql[a, Y)) + Q(y, A)). 
题 束 是 要 计算 它 的 对 应 于 整个 区 间 fa,0| 的 值 . 
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我 们 在 平面 上 取 曲 线 y = f(x)(a < x < 5) 作为 例子 (图 37), 于 是 1) 曲线 AB 的 长 度 S,2) 
它 的 曲 边 梯形 44'B'B 所 界 出 的 面积 已 以 及 3) 这 个 四 边 形 环 绕 x 轴 旋 转 所 得 到 的 立体 的 体积 
V, 这 三 个 全 属于 前 所 指出 的 类 型 的 量 . 不 难 了 解 , 它们 所 产生 的 是 怎样 的 “区 间 函 数 ”. 

我 们 来 研究 对 应 于 “元 素 区 间 ”[x, zx 十 Ax|] 的 
量 & 的 “元 素 "AQ， 根 据 问题 的 条 件 ， 想 方法 
找 一 个 AQ 的 近似 表达 式 , 形 如 g(x)Ax， 对 于 
Az 是 一 次 的 , 使 得 它 与 AQ 只 差 一 个 较 Az 高 


阶 的 无 穷 小 , 换 句 话说 ,从 无 穷 小 的 ( 当 Az 一 0 
时 ) 元素"AQ 中 分 离 出 它 的 主要 部 分 来 . 那么 很 
明显 的 , 近似 等 式 

AQ = dtzlAz (1) 


的 相对 误差 便 与 Az 同 趋 于 零 . 
例如 说 , 在 上 例 1) 中 , 可 以 用 切线 线段 MK 来 代 
蔡 弧 的 元 素 MMi, 因 之 从 AS 中 便 分 出 了 一 次 的 部 分 


图 37 1+ yrAz = Vit+[f’(r))?Az. 
在 例 2) 中 , 元 素 的 狭 条 AP 自然 就 以 面积 
WE A 
的 内 含 矩形 来 代替 . 最 后 , 在 例 3) 中 , 从 元 素 的 薄片 AV 中 分 出 它 的 主要 部 分 , 就 是 体积 为 
ny Az= rlf(r) Az 

的 内 含 圆柱 体 . 

在 所 有 这 三 种 情形 中 不 难 证 明 , 由 于 这 样 的 替换 所 生 的 误差 , 是 较 Az 为 高 阶 的 无 穷 小 . 就 
是 今 情形 1) 中 误差 小 于 KMi = Ay - dy, 情形 2) 中 小 于 AzAy, 而 在 情形 3) 中 小 于 r(2y 十 


Ay)AzAYy. " 
只 要 作 了 这 个 , 就 可 以 断言 , 待 求 的 量 8 恰恰 表 如 积分 


b 
QQ a q(x)ax. (2) 
为 了 要 说 明 这 个 3 我 们 将 区 间 [la,o| 用 点 TX1,T2,** ,Tn1 分 成 元 素 区 间 


[a, zl|， [wi 四 [2 证 | b|. 


中 函数 f(z) 假定 为 连续 的 , 并 具有 连续 的 导数 . 为 了 确切 起 见 , 我 们 假定 这 曲线 永远 向 上 走 , 并 
且 是 四 形 的 向 上 , 
@ 在 脚注 中 所 作 的 假定 之 下 . 


54) 对 等 式 (2) 更 为 正式 的 解释 , 读者 可 在 本 目 末 尾 找到 . 
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因为 每 一 个 区 间 [a a | 或 | 人 加 Azil 对 应 于 我 们 的 量 的 元 素 部 分 ， 近似 地 等 于 
q(zi)Axi, 所 以 整个 的 待 求 的 量 9 便 近 似 的 表 成 和 


CO 二 0 (2 


部 分 区 间 愈 小 , 所 得 出 的 数值 准确 程度 愈 高 , 于 是 电 而 易 见 8 便 题 上 述 和 的 极限 , 这 
就 是 说 , 真正 的 表 成 了 定 积分 | q(x)dx. 

这 番 话 对 所 有 我 们 研究 过 的 三 个 例子 都 成 立 ， 至 于 以 前 我 们 用 另外 一 些 方法 来 求 量 S, P,V 
的 公式 , 那 是 因为 我 们 当时 的 问题 不 仅 在 于 计算 它们 , 而 且 在 于 要 按照 先前 所 给 的 定义 证 明 它 们 
的 存在 ， 

因此 , 所 有 的 问题 就 归结 到 建立 近似 等 式 (1), 同时 通常 以 dz 和 dQ 代替 Az 与 
A@; 写 甩 形 苞 

中 要 (3) 

其 后 只 需 对 这 些 元 素 “ 求 和 ”, 而 这 就 导 引 到 公式 (2). 

我 们 着 重 指出 , 此 处 用 积分 以 代替 普通 的 和 是 极端 重要 的 . 和 只 能 给 出 9 的 近 
似 表达 式 , 因为 个 别 的 (3) 型 的 等 式 的 误差 会 影响 到 它 ; 而 极限 过 程 ( 借 助 于 此 ,从 和 
得 出 了 积分 ) 却 消 灾 了 误差 并 导致 完全 正确 的 结果 . 总 之 , 在 开始 时 为 了 想 要 简单 , 在 
元 素 dQ 的 表达 式 中 舍弃 了 高 阶 无 穷 小 而 分 出 了 主要 部 分 ,但 其 后 为 了 想 要 精确 , 便 
以 积分 来 代 蔡 求 和 . 而 所 得 到 的 结果 就 纯粹 成 为 精确 的 了 . 

不 过 这 问题 可 以 用 另 一 个 观点 来 处 理 ， 我们 用 Q(x) 来 表示 对 应 于 区 间 [a, 
的 量 @ 的 变动 部 分 . 而 Q(a) 自然 设 其 等 于 零 . 不 难看 出 , 以 上 所 讨论 的 “区 间 范 
数 *"Q([a, 3j), 应 以 什么 方式 , 通过 这 个 “点 函数 "Q(z) 而 表示 出 来 


wa 四 =QU2 一 Q(o) 


在 我 们 的 例子 里 , 点 函数 就 是 1) 不 定 弧 4M,2) 可 变 四 边 形 44'M'M 的 面积 , 而 最 后 3) 该 
四 边 形 所 旋转 出 来 的 立体 的 体积 . 

量 AQ 是 轴 数 Q(x) 的 任意 增 量 , 而 表示 其 主要 部 分 的 乘积 g(x)Az 不 是 别 的 ， 
正 是 这 个 函数 的 微分 [第 103 目 , 第 104 目 ]. 这 样 一 来 , 以 微分 符号 写 出 的 等 式 (3)， 
如 麻将 dQ 融 了 解 作 dQ(z), 事实 上 就 并 非 是 近似 的 , 而 是 精确 的 了 . 由 此 也 立刻 得 
到 了 所 要 求 的 结 


b 
| als)dz = Q(0) -Qlo) =Q(lo,W) = 8. 


然而 我 们 仍 要 指出 , 在 应 用 中 更 便利 和 更 有 效 的 还 是 无 穷 小 元 素 求 和 的 观点 


349. 曲线 的 静 力 矩 与 重心 的 求法 5) ”如 所 周知 , 质量 为 m 的 质点 M 对 于 某 一 个 轴 的 静 
力矩 , 等 于 质量 m 与 点 到 轴 的 距离 d 的 乘积 . 在 一 个 有 轴 的 平面 上 , 质量 为 ml, m2,.… ,mw, 与 
”55) 导 出 与 诸 物 理 量 有 关 的 数学 公式 必须 利用 物理 方面 的 讨论 ， 
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轴 的 距离 分 别 为 di, d2,… ,an 的 n 个 质点 组 的 情形 下 , 静 力 和 矩 便 表 成 和 
MN > midi. 


此 时 轴 的 一 侧 的 点 的 距离 取 作 正 号 , 而 轴 的 另 一 侧 的 点 的 距离 取 作 负 号 . 
假使 质量 不 是 集中 在 效 别 几 点 , 而 是 全 面 的 布 满 了 一 条 曲线 或 一 个 平面 图 形 , 那么 就 要 用 积 
分 代替 和 以 表达 静 力 矩 . 
我 们 来 讲 沿 着 某 一 平面 曲线 4B( 图 38) 而 分 布 的 
?1 大 质量 , 对 于 z 轴 的 静 力矩 的 定义 , 此 时 我 们 假定 曲线 是 
均匀 的 , 于 是 它 的 线 密度 p( 就 是 在 单位 长 度 上 所 占有 的 
质量 ) 是 一 常量 ; 为 了 简单 起 见 , 更 假定 p = 1( 不 然 的 


人 话 , 只 需 在 所 得 的 结果 上 乘 以 p 即 可 ). 在 这 些 假定 之 下 
:| "8 我 们 的 曲线 的 任意 一 段 弧 的 质量 , 就 直接 以 它 的 长 度 来 

人 度量 , 并 且 静 力矩 的 概念 获得 了 单纯 的 几何 性 质 . 一般 

地 指出 , 当 说 到 曲线 的 静 力矩 (或 重心 ) 而 不 提 质 量 沿 


| | x ”着 它 的 分 布 情形 时 则 永远 是 指 恰恰 在 上 述 假 定之 下 而 
定义 出 来 的 静 力 矩 (重心 ) 而 言 . 
图 38 我 们 选 定 曲 线 的 任 一 元 素 ds( 其 质量 也 以 数 ds 来 
表示 ). 将 此 元 素 近 似 地 当 作 与 轴 相 距 y 处 的 一 个 质点 ， 
我 们 便 得 出 了 它 的 静 力 矩 的 表达 式 


dMsy ds: 
把 这 些 元 素 的 静 力 矩 加 在 一 起 , 并 取 从 点 4 起 算 的 弧 长 s 作为 自 变 量 , 我 们 便 得 到 
S 
全 1/ yds. (4) 
0 
类 似 的 , 对 于 y 轴 的 静 力 和 矩 也 表 成 了 
Ss 
ee ,| 2 (5) 
0 


当然 , 此 处 假定 y( 或 x) 是 通过 s 表达 的 . 实际 上 , 这 些 公 式 中 的 s 是 通过 曲线 的 分 析 表 示 法 的 
目 变 量 (t,x 或 0) 而 表达 的 . 
曲线 的 静 力 矩 Ma 与 My 使 得 可 以 很 容易 地 确定 出 它 的 重心 C(&,n) 的 位 置 . 点 C 具备 这 
样 的 性 质 , 就 是 假如 把 曲线 的 全 部 “质量 "5S( 这 个 数 也 表示 长 度 ) 都 集中 到 它 上 面 , 则 此 质量 对 于 
任何 的 一 个 轴 的 静 力 矩 , 蕴 与 曲线 对 此 轴 的 静 力 矩 相 同 ; 若 特别 讨论 曲线 对 于 坐标 轴 的 静 力 矩 , 便 
得 到 。 x 
SE NM, a mde se ) yds, 
0 0 


”由 此 
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从 重心 纵 标 9 的 公式 里 , 我 们 得 到 了 很 重要 的 几何 结果 . 事实 上 , 我 们 有 
S S 
We 三 ) yds, 由 此 27n5 = 2 yds:; 
0 0 


然而 这 个 等 式 的 右 侧 部 分 是 曲线 AB 旋转 出 来 的 曲面 的 面积 P[ 参 看 第 344 目 ,(20)], 等 式 的 左 
侧 部 分 ,2xm 表示 曲线 绕 z 轴 旋 转 时 其 重心 所 描 出 的 圆周 的 长 度 , 而 5 是 我 们 的 曲线 的 长 度 . 这 
样 一 来 , 我 们 便 导致 以 下 的 古 尔 丹 (P. Guldin) 定 理 : 

曲线 绕 某 一 条 不 与 其 相交 的 轴 旋 转 , 所 得 出 的 曲面 的 大 小 , 等 于 此 曲线 的 弧 长 乘 上 曲线 重心 
C 所 描 出 的 圆周 的 长 (图 38) 

Ta 

这 个 定理 使 得 如 果 已 知 曲线 长 5 与 它 所 描 出 的 旋转 面 的 面积 P, 就 可 以 很 容易 地 确定 曲线 

重心 的 纵 坐 标 mn， 


350. 例 “1) 试 求 梢 加 写 + 殷 = 1( 假 定 a > 只 的 周 线 对 于 z 轴 的 静 力 抵 
对 于 上 (或 下 ) 半 个 椭圆 , 这 静 力矩 只 比 对 应 的 旋转 面 的 大 小 少 一 个 因数 2r. 因此 [参看 第 
345 目 ,7)] 
MVM- 26 € 十 arcsin 3 | 
2) 如 果 我 们 所 研究 的 弧 对 于 某 条 直线 是 对 称 的 , 那么 弧 的 重心 就 必须 在 这 条 直线 上 . 
为 了 要 证 明 起 见 , 我 们 取 对 称 轴 当 作 y 轴 , 并 取 其 与 曲线 的 交点 当 作 弧 长 计算 的 初始 点 , 于 是 
函数 > = 和 (8) 就 成 为 s 的 奇 函数 , 并 且 如 果 在 这 一 次 用 25 来 表示 整个 曲线 的 长 , 我 们 便 有 [ 参 


看 第 314 目 ,9)] 
Ss 
Wy 和 / vue ==0, 
—S 
基尼 二 :0 


3) 利用 古 尔 丹 定理 , 试 确定 半径 为 7 的 圆 弧 4B 
的 重心 位 置 (图 39). 

因为 这 个 弧 对 称 于 通过 它 的 中 点 M 的 半径 OM， 
所 以 它 的 重心 C 在 这 条 半径 上 , 并 且 为 了 要 完全 确定 
重心 的 位 置 , 仅 需求 它 与 心 O 的 距离 n. 取 轴 如 图 所 示 ， 
并 以 s 表示 弧 4AB 的 长 , 以 d 表示 弦 AB(= A'B”) 
的 长 , 我们 所 研究 的 弧 环绕 > 轴 而 旋转 , 就 得 出 了 球 
带 , 它 的 表面 积 已 如 我 们 所 知 [第 345 目 ,1)], 是 等 于 
2xrd， 根据 古 尔 丹 定理 , 这 个 表面 积 又 等 于 2rms, 所 图 39 
| 

特别 对 于 半圆 而 言 ,d 二 2r, s = rr 并且 


We 2 = 0.6377. 
T 
4) 试 确定 旋 轮 线 的 一 拱 


t=a(t—sint),y=a(l—cost) (0<t< 27) 
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的 重心 . 

如 果 注 意 到 对 称 性 , 那么 便 立 即 很 明显 地 上 = 
Ta, 再 考虑 到 第 345 目 例 4) 的 结果 , 跟着 又 很 容 
易 地 得 到 n= Sa 

5) 在 预先 知道 了 重心 位 置 的 场合 下 , 可 以 利 
用 古 尔 丹 定理 来 确定 旋转 面 的 面积 . 比如 说 假设 
要 求 确定 环 面 (环形 圆 纹 曲 面 , 亦 即 圆 绕 不 与 其 相 
图 40 交 的 轴 旋 转 而 产生 的 立体 的 表面 ) 的 大 小 (图 40). 
因为 圆周 的 重心 显而易见 是 在 圆心 . 所 以 (在 图 中 


的 标记 之 下 ) 我 们 便 有 
P= 2rr .27d = 4r27rd. 


351. 平面 图 形 的 静 力 矩 与 重心 的 求法 ”我们 来 研究 显 式 方程 y = f(z) 所 给 出 的 曲线 AB 
之 下 所 界定 的 平面 图 形 4A'B'B( 图 41)， 假 定 质量 是 沿 着 这 个 图 形 均 义 分 布 的 , 于 是 它 的 面 密 
度 p( 就 是 说 每 单位 面积 所 占有 的 质量 ) 就 是 个 常量 ,那么 可 以 取 p = 1, 这 就 是 说 我 们 的 图 形 的 
任何 一 部 分 的 质量 以 其 面积 来 度量 ， 而 在 本 质 上 并 没有 减低 一 般 性 . 如 果 说 到 平面 图 形 的 静 力 和 矩 
(或 重心 ) 不 附加 说 明 , 号 永远 指 的 是 这 种 情形 . 


为 了 想 要 确定 这 图 形 对 于 坐标 轴 的 静 力 
矩 MX。 M,, 我 们 和 通常 一 样 , 将 我 们 的 图 形 
的 任意 元 素 选 成 无 限 窄 的 竖 条 (参看 图 )、 近 
似 的 把 这 个 小 条 看 成 矩形 , 即 见 其 质量 (面积 
也 以 这 同一 个 数 来 表示 ) 为 ydz. 为 了 要 确定 
对 应 的 元 素 的 静 力 矩 4M;, diM, 我 们 假定 这 
小 条 的 全 部 质量 都 集中 在 它 的 重心 ( 即 矩 形 的 
中 心 ), 那么 如 所 周知 , 静 力矩 的 大 小 不 变 . 所 
疝 汪 得 到 的 质点 与 > 轴 的 距离 为 2y, 与 y 轴 的 距 
离 为 (z+ 5dz); 后 一 个 表达 式 可 以 简单 地 

换 成 x, 因为 所 舍弃 的 量 dz 乘 上 质量 yadz 给 出 了 二 阶 无 穷 小 . 因而 我 们 便 有 


0 = 392dz， aMy: = mya. 
将 这 些 元 素 的 静 力 矩 加 在 一 起 , 便 得 到 结果 
] /? b 
J ;/ ydz， M, = Tydz, (7) 
这 里 的 y 当然 是 了 解 作 曲线 4B 的 方程 中 出 现 的 函数 f(z). 
和 在 曲线 的 情形 中 一 样 , 根据 所 研究 的 图 形 对 于 坐标 轴 的 这 两 个 静 力 矩 , 现在 就 不 难 确定 出 
图 形 重心 的 坐标 &,n. 如 果 以 已 表示 图 形 的 面积 (因而 也 是 质量 ), 则 根据 重心 的 基本 性 质 


b b 
1 
| wvan Pn= Me = / y dz. 
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由 此 


b b 
Ad 由 AIz l 
Ce = 5/ ZUVQZ， 二 ydz. (8) 


并 且 在 这 个 情形 中 , 我 们 从 重心 纵 坐 标 7 的 公式 得 到 J 了 重要 的 几何 结果 . 事实 上 , 从 这 个 公式 
我 们 有 
二 作 人 “二 / yd7. 


这 个 等 式 的 右 侧 部 分 表示 平面 图 形 44A’'B'B 环绕 zx 轴 旋 转 所 得 到 的 立体 的 体积 [第 342 
目 (16)], 而 左 侧 部 分 表示 这 个 图 形 的 面积 已 与 2xn( 图 形 重心 所 描 出 的 圆周 长 ) 的 乘积 . 由 此 便 
有 主 尔 丹 第 二 定理 a 本 
”平面 图 彩 缀 : 积 等 于 此 图 形 的 面积 与 图 形 重心 :所 描 出 的 国 周 长 的 i 
:来 积 : ; 
Pm 
注意 , 公式 (7),(8) 可 推广 到 上 下 皆 以 曲线 为 界 的 图 形 (图 19) 的 情形 ， 比 方 说 , 对 于 这 种 


mo 
人 


b : b 
Ms = ;/ (2 一 四 )dz， My,= 区 oY yd (7a) 
因此 公式 (8) 应 如 何 改造 就 已 经 很 明显 了 ， 如 果 同 想 第 338 目 公 式 (8), 那么 就 不 难看 出 , 古 尔 
丹 定理 对 于 这 种 情形 也 是 正确 的 . 


352, 例 1) 试 求 界 于 抛物 线 y* = 2pz,z 轴 , 与 对 应 于 横 标 z 的 纵 标 之 间 的 图 形 的 静 力 和 矩 
YA 与 重心 坐标 
因为 y = V357z. 所 以 根据 公式 (7) 


另 一 方面 , 面积 [第 338 目 (7)] 
4 vw | rzdx 一 2 9 
0 


此 时 根据 公式 (8) , ， 
和 = 一 3V2p7 一 3 

利用 数值 < 与 bp 很 容易 求 得 “根据 十 尔 丹 定理 所 研究 的 图 形 绕 坐 标 轴 或 绕 最 后 

的 纵 坐 标的 旋转 体 体积 . 例如 车 就 后 一 种 情形 而 论 , 则 因 重 心 与 旋转 轴 的 距离 为 <z, 所 以 要 求 的 

体积 便 是 


8 
二 ET Y. 


Se 2 2 
0 
根据 十 尔 丹 定理 ,é = 3 和 = 全 


3 
3) 如 果 图 形 具 有 对 亲征 那么 图 形 的 重心 就 必须 在 此 轴 上 . 


:190 . 第 十 章 积分 学 在 几何 学 、 力 学 与 物理 学 中 的 应 用 [353] 


我 们 在 图 形 为 上 以 曲线 yi = 天 (z) 为 界 , 下 以 曲线 ya = fo(zx) 为 界 的 情形 下 来 证 明 此 事 . 假 
如 取 对 称 轴 作 为 y 轴 , 则 函数 yy 与 yz 就 都 成 了 偶 函 数 ; 此 时 z 的 变化 区 间 便 形 如 [-a, al. 于 是 
根据 公式 (7a) 中 的 第 二 个 [参看 第 314 目 ,9)] 


M, = | Zz(y2 一 1)dzx = 0, 连 市 看 上 也 = 0. 


4) 试 求 旋 轮 线 z = a(t 一 sint),y = all -cos 办 的 一 拱 与 x 轴 所 界 出 的 图 形 的 重心 . 
利用 第 339 目 ,9) 与 第 343 目 , 4), 根据 古 尔 丹 定理 其 易 确 定 :” = aa 由 于 对 称 性 ,上 = ra， 
5) 同样 的 , 对 于 两 条 抛物 线 多” = 2pz 与 zx? = 2py 所 界 出 的 图 形 (参看 图 24). 

回想 第 339 目 例 5), 便 由 公式 (7a) 得 到 


6 3 
2p zx2 —D 
1 5 9 
二 二 二 i 
3 


6) 和 吝 尔 丹 第 一 定理 一 样 [参看 第 350 目 ,5)], 第 二 定理 也 可 以 应 用 于 这 种 场合 , 就 是 当 重 
心 的 位 置 知道 了 而 要 想 确定 对 应 的 旋转 体 体 积 的 时 候 . 例如 , 对 于 环形 圆 纹 曲面 (图 40), 便 得 到 
体积 V 一 2727r2d. 


353， 力 尝 上 的 功 ”从 初等 力学 中 读者 业已 熟知 ,如 果 加 于 动 点 M 的 力 保持 常量 ,并 与 
点 的 运动 方向 保持 常 角 , 则 这 个 力 在 点 的 位 移 s 上 的 功 4 就 以 乘积 下 cos( 书 s) .s 来 表示 , 其 中 
(Fs) 表示 力 的 方向 与 点 的 运动 方向 之 间 的 角 . 显而易见 , 乘积 Fs = 下 cos( 忆 s) 是 力 下 在 位 移 
s 上 的 投影 ; 引用 这 个 投影 , 功 的 表达 式 可 以 表 成 4 = Fss 的 形状 , 如 果 力 的 方向 与 点 的 运动 方 
癌 相 同 , 则 4 = Fs; 而 在 两 个 方向 恰恰 相反 的 情形 下 ,A = 一 Fs 

然而 一 般 说 来 , 力 的 大 小 玉 及 其 与 运动 方向 间 的 角 (了 s) 
不 能 始终 是 个 常数 , 即使 这 两 个 量 中 的 一 个 连续 而 变化 , 要 表 
达 功 的 大 小 仍 必须 采用 定 积分 . 

设 点 所 行经 的 路 程 s 为 独立 变量 : 此 时 我 们 假定 . 这 个 点 
的 初始 位 置 4 对 应 值 s = so, 而 终点 B 对 应 值 s = _ 5( 图 
42). 区 间 (so, S) 中 的 每 一 个 值 s 对 应 于 动 点 的 一 个 确定 的 
位 置 , 而 也 对 应 于 量 FF 与 量 cos( 书 s) 的 确定 的 值 , 因 之 这 两 
个 量 可 以 看 作 s 的 函数 . 在 由 路 程 的 值 s 所 确定 的 任何 一 个 
位 置 上 , 取 点 M, 现在 我 们 来 找 与 路 程 由 s 到 s + ds( 此 时 点 
AM 就 走 到 邻近 的 点 M', 见 图 42) 的 增 量 ds 相对 应 的 功 的 元 
素 的 近似 表达 式 . 在 M 处 , 定 力 FF 以 定 角 (五 s) 作用 在 点 
上 ; 因为 :一 一 在 小 的 ds 之 下 一 一 点 由 M 过 渡 到 AM“ 时 ， 
这 些 量 的 变化 也 很 小 , 我 们 便 忽 略 了 这 些 变化 , 而 认为 力 下 与 
图 42 角 (Fs) 近似 地 是 个 常量 , 就 得 出 了 在 位 移 ds 上 的 功 元 素 的 
台 表达 式 


dA = Fcos(F,s).:ds, 
因 之 全 部 功 4 被 表 成 积 2 
A= / Fcos(F,s).ds. (9) 
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从 这 个 力 环 的 功 的 一 般 表 达 式 中 , 很 清楚 可 以 看 出 , 当 (Fs) = 时 , 功 变 成 为 零 ; 实际 上 ， 
此 时 cos(s) = 0, 于 是 被 积 函 数 就 成 为 零 了 . 因此 垂直 于 运动 方向 的 力 不 产 生 力 学 上 的 功 . 

如 将 点 上 的 作用 力 F 依照 途径 的 切线 方向 ( 即 运动 方向 ) 及 法 线 方向 (根据 平行 四 边 形 法 则 ) 
分 成 两 个 分 力 , 则 按 以 上 所 述 , 只 有 切线 分 力 = Fcos(Fs) 才 产 生 功 : 


站 
4= Fds. (9a) 
30 


现在 我 们 假定 , F 是 所 有 加 在 点 上 的 力 的 合力 ; 于 是 根据 牛顿 运动 定律 , 切线 分 量 Fs 等 于 点 
的 质量 m 与 其 加 速度 a 的 乘积 . 因而 功 4 的 表达 式 可 以 写成 


S 
4=/ 7 .QQs. 
50 


现在 回想 : oe 
dv 5 J， dvds dv . 
Gd a 
此 时 即 得 
S J 
如 圭 人 mu af 5mo2) = sm = 5 让 mnt， 
vO 


其 中 vo 与 Y 分 别 表示 在 路 程 的 起 点 与 终点 处 速度 的 值 

如 所 周知 ， smo? 是 点 的 活力 或 动能 ; 因而 我 们 便 引 出 了 重要 的 定理 ; 使 点 发 生 运动 的 力 , 其 
所 做 的 力学 上 的 功 A 就 等 于 点 的 动能 的 增 量 .( 当 然 , 功 4 与 功能 增 量 可 以 都 是 负 的 .) 这 条 原理 
可 以 推广 到 质点 组 以 至 整个 的 物体 , 在 力学 与 物理 学 中 占 非常 重要 的 位 置 , 称 之 为 “活力 定律 


354. 例 1) 作为 例子 , 我 们 把 公式 (9) 用 来 计算 拉 伸 (或 压缩 ) 一 端 固定 的 弹 得 的 功 (图 
43); 例如 在 火车 缓冲 器 的 计算 中 , 就 必须 涉及 这 个 问题 . 
大 家 都 知道 , 弹簧 的 伸 长 s( 只 要 弹簧 不 是 拉 过 了 度 ) 做 
的 张力 p, 其 大 小 比例 于 伸 长 量 , 于 是 p = cs, 其 中 c 是 
某 盖 常量 , 依赖 于 弹簧 的 弹性 ( 弹 答 的“ 刚性”).， 拉 弹簧 的 
力 应 该 胜 过 这 个 张力 . 如 若 只 计算 作用 力 在 这 上 面 所 耗费 掉 
的 部 分 , 则 当 伸 长 量 由 0 增 至 5 时 , 它 的 功 表 成 这 样 : 


。 . 到 | cs” 
4= | rds=e | sds 一 C 一 | = ——. 图 43 
2 
0 0 i 


用 P 表示 张力 (或 克服 它 的 力 ) 的 最 大 值 , 它 对 应 于 弹 自 的 伸 长 量 5( 就 等 于 c5), 我 们 可 以 
把 功 的 表达 式 表 成 以 下 形状 : 


1 
4= of 


如 若 力 PP 一 下 子 就 加 到 了 弹 得 自由 的 一 端 (例如 挂 上 一 个 重 物 ), 则 在 它 的 位 移 S 上 就 产生 
了 两 倍 大 的 功 PS. 我 们 知道 , 其 中 只 有 一 半 是 耗费 在 弹簧 的 伸 长 上 面 ; 而 为 一 半 化 为 弹簧 与 所 挂 
重 物 的 动能 了 . 

2) 假设 有 某 一 定量 的 气体 (蒸汽 ) 含 于 汽缸 内 活塞 的 一 侧 (图 44), 还 假定 这 气体 膨胀 了 并 推 
动 活塞 向 右 . 我 们 的 目的 是 要 确定 此 时 气体 所 做 的 功 . 倘 使 以 sl 与 s2 表示 活塞 和 汽 包 左 方 的 底 
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的 初始 与 最 终 距离 , 以 p 表示 (活塞 单位 面积 上 的 ) 压力 , 而 以 Q 表示 活塞 面积 , 那么 所 有 作用 在 
活塞 上 的 力 便 是 pP@, 而 功 则 如 所 尽 知 , 表 如 积 


S52 
A= o 1/ pds. 
31 


以 Y 表示 我 们 所 研究 的 气体 的 体积 , 显 见 即 有 V = Qs. 现在 很 容易 地 就 从 变量 s 转 到 变量 
VV 了; 我们 得 出 


V2 
4= 上 pdyv, (10) 


Vi 
其 中 Vi 与 说 表示 体积 V 初始 的 与 最 终 的 值 . 

如 果 压 力 p 是 当 作 体积 V 的 一 个 函数 而 为 我 们 所 已 知 ， 
则 功 A 即 由 此 被 确定 . 我 们 先 假定 当 气体 膨胀 时 , 其 温度 保 
持 不 变 , 那么 它 要 膨胀 就 必须 由 外 面 输入 热能 ; 此 时 称 之 为 等 
温 过 程 . 假想 这 气体 是 “理想 的 ”, 由 波 义 耳 - 马 略 特定 律 便 有 
和 pV 二 c 二 常量 , 所 以 p = 并 且 我 们 得 到 功 的 值 


Vo 


Vo 加 
4= | ya = enY 


ai 


V1 


如 果 以 pi 与 ps 表示 过 程 开始 与 过 程 最 终 时 的 压力 , 则 piVi = p2Va, 妈 它 = 全 因此 在 从 
压力 pi 到 压力 pz < pi 的 过 程 上 ， 膨胀 的 功 也 可 以 表 如 次 形 
A 二 Ci EL 
D2 
最 后 , 在 这 些 公式 中 可 将 c 换 为 乘积 pi Vi. 
然而 时 常 是 更 自然 地 假定 在 膨胀 时 , 气体 与 周围 环境 之 间 没有 热 的 流通 , 而 气体 的 能 量 只 消 
耗 在 作 功 上 , 此 时 它 的 温度 就 降低 了 : 这 种 过 程 称 之 为 绝热 过 程 , 在 这 样 的 场合 下 , 我 们 所 研究 的 
气体 的 压力 p 与 体积 V 之 间 的 关系 有 以 下 形状 


Ek 


pV* 一 < 一 


量 ， 
[这 个 关系 将 在 以 下 的 第 361 目 ，3) 中 推出 ], 其 中 是 每 一 种 气体 (蒸汽 ) 的 特征 常数 , 永远 大 
于 1. 因此 p= 二 cvV“ 并且 
V2 


V2 
7—k 5 1—k C il—k tri~k\  _5C L 加 i ) 
a CT 人 es Vi ) =- 了 ( 坟 3 Ve . 
1 Vi 


倘若 回忆 cVi“ = pi1,cVz“ = p2, 则 此 结果 可 以 表 成 更 简便 的 形式 ; 作 替 换 , 便 引出 以 下 功 
的 表达 式 


2 二 和 

我 们 只 不 过 是 为 了 简单 明了 起 见 , 才 假定 气体 是 在 汽缸 里 膨胀 . 基本 公式 (10) 以 及 由 它 而 推 
得 的 各 特殊 公式 , 与 当时 所 研究 的 气体 的 形状 无 关 , 总 是 有 效 的 . 当然 , 那些 公式 也 表示 了 气体 由 
体积 他 压缩 到 体积 VW < 人 (伴随 着 压力 由 ps 升 高 到 pl > p2) 的 功 , 亦 即 迫使 气体 紧缩 的 外 力 
的 功 ; 而 气体 本 身 的 功 此 时 就 是 负 的 了 ! 
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355. 平面 轴 基 的 摩擦 力 的 功 “” 一 般 称 垂直 旋转 轴 的 支撑 部 分 为 轴 基 ; 轴 在 它 上 面 旋转 而 它 
本 身 固 定 不 动 的 支撑 部 分 称 为 轴承 . 在 本 目 中 , 我 们 研究 关于 消耗 在 克服 轴 基 摩擦 的 能 的 问题 , 以 
最 简单 的 情形 平面 轴 基 为 限 . 

圆柱 体 以 平底 而 立 在 轴承 上 , 便 是 平面 轴 基 (图 45). 
这 个 底 一 般 为 圆 环形 , 外 半径 为 RR, 内 半径 为 ro; 在 特殊 
情形 下 , 当 ro = 0 时 , 我 们 就 得 到 实心 的 圆 截面 ， 

我 们 用 已 表示 轴 基 所 传导 的 全 部 压力 , 用 w(1/ 秒 ) 
表示 轴 旋 转 的 角速度 , 用 jy 表示 摩擦 系数 , 最 后 用 p 表 
示 在 所 研究 的 点 处 轴 基 单位 面积 所 受 压 力 . 暂且 不 谈 压 
力 的 分 布 问题 , 我 们 只 注意 一 个 显然 情形 : 轴 基 上 与 其 中 
心 O 等 距离 的 点 系 处 于 同一 条 件 之 下 , 它们 所 受 压力 也 
就 应 该 一 样 . 因此 p 一 般 可 以 认 作 是 向 径 > 的 函数 .以 
下 将 述 出 通常 对 于 此 函数 所 作 的 假定 ; 然而 无 论 如 何 它 
总 得 满足 一 项 条 件 , 即 轴 基 所 受 的 全 部 压力 应 与 轴 方 面 
的 压力 P 相抵 . 

为 了 要 计算 这 个 全 压力 , 我 们 仍 遵 循 第 348 目的 途 
径 采 用 无 穷 小 量 求 和 的 办 法 , 并 取 半 径 7 作为 独立 变 
从 ro 变 到 五 . 将 此 区 间 分 成 若干 段 , 同时 也 就 将 整个 圆 
环 分 成 奉 干 元 素 的 同心 环 , 于 是 对 应 于 各 别 元 素 环 形 的 
元 素 压 力 加 在 一 起 就 是 整个 的 压力 P. 现在 我 们 来 研究 图 45 
从 于 半径 为 >” 及 半径 为 7 十 dr 的 圆 之 间 的 环形 (在 图 
45,6 上 七 画 了 细 线 条 ). 这 个 环形 的 面积 为 r(r + 好 ) - rr2 = 2xrdr 十 7(dr)?; 弃 去 二 阶 无 穷 
小 x(dr)*, 可 以 近似 地 取 这 个 面积 等 于 2rrdr. 如 果 p 是 在 与 中 心 相距 为 7 的 点 处 的 (单位 面积 
上 上 的) 压力 , 则 所 研究 的 环形 对 应 于 元 素 压 力 


Ub 全 
所 以 总 加 在 一 起 便 得 到 等 式 
Rn | pradr. (11) 


我 们 重复 指出 , 它 也 表明 这 一 事实 , 即 轴 基 所 受 的 总 压力 等 于 轴 方 面 的 压力 . 
现在 我 们 来 确定 , 对 旋转 轴 而 旋转 着 的 轴 基 之 上 的 摩擦 力矩 M. 我 们 重新 研究 上 面 讲 过 的 元 
素 环 形 ; 在 它 上 面 所 发 生 的 抵抗 旋转 的 摩擦 力 为 


war = 20 
所 以 与 之 对 应 的 元 素 力 和 矩 dM 就 表 成 了 这 个 力 与 (环形 上 所 有 的 点 的 共同 的 ) 力 辟 > 的 乘积 : 
dM = 2r upr’dr. 


因此 全 部 的 摩擦 力矩 便 是 。 
M = 271 1 py dr. (12) 


0 
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从 力学 中 知道 ， 在 一 秒 钟 之 内 ， 由 这 向 功 A, 系 由 转 朱 AM 与 旋转 角速度 
w(1/ 秒 ) 相 乘 而 得 : 
A 


为 了 要 把 功 4 的 计算 搞 彻 底 , 现在 必须 对 于 和 Cid 分 布 规律 作出 某 种 假定 . 最 简单 
的 是 假定 讨 力 均匀 分 布 , 就 是 说 p = c= 常量 量 由 条 件 (11) 来 确定 . 不 过 此 时 可 直接 看 
若 压 力 P 是 均匀 的 分 布 在 环形 的 面积 xx(R? 一 区 下 则 单位 面积 所 得 压力 p = c= 二 一 本 
Ee 0 
于 (12) 中 以 这 个 值 代替 p, 便 进而 得 出 


民 3 3 

2 2 2 R — To 

WV dr = =—4P 
“F(R 人 “i R?2— 7rd 


特别 对 于 实心 的 轴 基 便 有 :M = 
然而 这 些 结果 只 能 用 到 新 的 , 尚未 诡 损 的 轴 基 上 去 . 问题 是 在 于 当 轴 旋转 时 , 轴 基 上 面 的 点 离 
中 心 O 越 远 , 运动 速度 就 越 大 , 在 它 上 面 的 摩 控 功 就 越 大 ， 内 而 无 论 是 轴 基 还 基 轴承 ， 磨损 得 也 就 
更 厉害 . 由 于 这 个 道理 , 受 讨 力 的 部 分 就 转移 到 了 轴 基 上 距 中 心 较 近 的 部 分 . 对 于 旧 的 , 损耗 了 的 
有 通常 设 其 压力 分 布 是 这 样 的 , 即 (单位 面积 上 的 ) 摩擦 功 以 及 随 之 而 生 的 损耗 、 处 处 保持 - 
量 . 将 元 素 的 功 d4 = wdAy 分 配 到 元 素 环形 的 面积 2rrdr 上 . 我 们 的 假设 便 可 写成 这 样 . 


wHor = 常量 , 因而 也 就 是 pr = c = 常量; 


这 样 , 我 们 就 假定 了 p 是 按照 其 与 中 心 的 距离 x 成 反比 而 变 的 . 于 条 件 (11) 中 以 ec 蔡 换 pr, 全 
求 得 这 个 常量 的 值 
.R 六 
P=2re 上 人 dr 一 2rc( 忆 一 7o) 由 此 c 三 


最 后 , 在 (12) 中 将 pr 换 成 所 得 到 的 表达 式 , 就 得 出 这 样 的 结 ; 
P ; 1 
Wa 0 a 2 HP(R+ ro). 


而 对 于 实心 的 轴 基 , M = 1 PR vb 
易 见 , 在 耗损 了 的 轴 基 的 情形 中 , 损失 于 摩擦 上 的 能 较 在 新 轴 基 的 情形 中 为 少 . 


356. 无 穷 小 元 素 求 和 的 问题 ”我 们 青 引 一 些 应 用 无 穷 小 元 率 求 和 的 方法 来 解决 的 问题 . 

1) 试 求 物体 (V) 对 于 给 定 的 平面 的 静 力矩 M 的 表达 式 , 假设 已 知 其 与 此 平面 平行 的 模 断 面 
面积 (是 与 该 平面 的 距离 z 的 某 一 限 数 ). 密度 假定 等 于 1. 

在 第 343 目 中 的 符号 之 下 , 与 平面 相距 > 处 , 物体 的 元 素 薄片 的 质量 (体积 ) 是 p(x)qdz, 其 
静 力 矩 dM = xP(x)dzx, 于 是 总 加 在 一 堆 , 便 得 到 


b 
m= | % (Ld 
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物体 的 重心 与 给 定 的 平面 的 距离 £ 表 成 这 样 : 
eM Me 太志 a 
V Pl(z 
特别 对 于 旋转 体 
人 Ty dx 
一 人 . 
假使 将 这 个 结果 应 用 到 (a) 圆锥 与 (6) 半球 , 则 得 出 重心 与 底 的 距离 为 (a 2) 高 (6) 
2) 试 求 旋转 曲面 对 于 垂直 旋转 轴 的 平面 的 静 力 矩 M 的 表达 式 .“ 面 密度 ”假定 等 于 1. 
取 旋 转轴 作为 x 轴 , 并 取 其 与 上 述 平面 的 交点 作为 坐标 原点 . 在 第 344 目的 符号 之 下 , 距 弧 
长 初始 点 s 处 的 元 紊 环形 片 的 质量 (面积 ) 为 2ryas, 其 静 力 矩 dM = 2rzyds, 并 且 最 后 


半径 ， 


Co | 


S 
m=2n 上 coas=2r 上 中 (5) 亚 (5)as. 
0 


0 
特别 知 旋 转 的 曲线 以 显 式 方程 y = jz)(o 乏 7 芯 虽 给 出 , 则 
b b 
M.S 2 这 7 rtsar =27 | Tf f(s) dx. 


a 


旋转 面 的 重心 与 给 定 的 平面 的 距离 上 即 为 


a M a Tyds fy 1 + yzdz 
y yds fy 1 + ydr 


试 应 用 最 后 一 个 公式 到 (a) 圆锥 面 .(6) 半球 面 . 答案 ”重心 与 底 的 距离 等 于 (a)3 高 
半径 . 

3) 试 确定 柱 面 [第 346 目 , 图 35] 对 于 坐标 平面 的 静 力 矩 Ms, Mss, Mzy, 以 及 其 重心 之 位 
置 . 并 将 所 得 公式 应 用 于 圆柱 马 形体 | 第 343 目 ,8)] 的 侧面 

答案 “一般 公式 是 


S S 1 /3 
Mlss S| BS Ns Ey Vds, Ma = i / zds, 
0 0 2 ho 
Ty 


M,; Mss _ M 
Pp PP 


局 ,(6) 


DD|C 一 


= pT 


其 中 忆 为 表面 积 在 所 提 到 的 例子 中 上 = 0,n = a,C = 二 h. 
4) 质量 m 与 自 点 至 轴 (平面 ) 的 距离 d 的 平方 的 乘积 , 称 
ot m 的 质点 对 该 轴 (或 平面 ) 的 转动 惯量 (或 平方 矩 )， 
由 此 出 发 , 试 求 一 个 平面 图 形 41Bi1B2A2( 图 46) 对 于 y 轴 转 
动 惯量 I 的 表达 式 , 假定 质量 分 布 的 “ 面 密度 ”是 1. 
我 们 有 


dly = x (y2 — yi)dz, 
% b 图 46 
i 


例如 , 在 图 47 所 通 的 情形 中 , 我 们 得 到 : 
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pa 
(BW) YE = 
5 bh3 
三 “生计 
y ) rt dr=be hi 17 ， 
特别 在 c=0 时 , 便 有 工 = 了 7 


(有 人 全 2 = 
兴 
~ 元 ) 
tps BB) de ; 


特别 在 c 一 0 时 , 便 有 I = 人 


和 5) 试 确定 在 问题 1) 中 所 研究 的 物体 (V) 

1 0) 对 于 前 述 的 那个 平面 的 转动 惯量 ， 并 应 用 所 得 

| 公式 计算 (a) 圆锥 ,(6) 半球 , 对 于 底 平面 的 转 
Te 动 惯量 . 

管 革 ”了 全: 22P(z)dz 特别 是 (a) 了 = 


en a es Rs. 
图 47 6) 在 液 面 下 深 h( 米 ) 的 某 一 平面 上 , 液体 


的 压力 等 于 以 此 平面 为 底 .高 为 沪 的 整个 液 柱 
的 重量 . 因此 若 以 y 表示 液体 的 比重 (千克 / 米 “), 在 深度 h( 米 ) 处 单位 面积 上 所 得 的 压力 ( 千 
克 / 米 “) 就 等 于 hy. 
今 假定 将 一 平面 图 形 A1B1B2A2( 图 46) 垂直 的 沉 和 人 液体 内 咏 . 
试 求 在 此 图 形 上 的 全 部 流体 静 压 力 W 以 及 它 的 和 矩 M( 对 于 自由 液 面 而 言 )， 
元 素面 积 dp = (ya 一 可 )dx 受到 压力 dW = yzlya 一 训 )dz, 它 对 于 y 轴 的 和 矩 等 于 dM = 
yz (Wy2 一 让 )dzx. 由 此 


b 
W = 7/ Z(22 一 Yi)dz, 


M -7 | 2 (ya — Yi)dz. 


显而易见 , 第 一 个 积分 乃 是 图 形 对 于 yy 轴 的 静 力 矩 M,; 而 第 二 个 积分 给 出 了 图 形 对 于 该 轴 的 转动 
惯量 刀 . 
假如 & 是 图 形 重心 C 与 自由 液 面 的 距离 , 而 P 是 图 形 面积 , 则 可 写 出 W = yP&. 压力 中 心 ， 
就 是 说 全 部 压力 的 合力 的 作用 点 , 与 自由 液 面相 去 的 距离 
A AI hy 
WwW Peé 
我 们 把 这 些 公式 运用 到 图 47 所 画 的 情形 上 . 
在 情形 3): € 二 c,P = bh 并且 W = Ybhc， 不 仅 如 此 , 因为 在 4) 中 我 们 已 经 计算 出 了 
万 = bch 十 “所 以 我 们 可 以 立即 写 出 
h> 
上 ”一 C 十 a 


中 我 们 将 y 轴 取 在 自由 液 面 上 . 
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特别 若是 = (就 是 说 矩形 的 上 边 在 液 面 上 ), 我 们 便 有 、 
a 1 2 pk 2 
W = 50h ,€* = 3h. 


在 情形 ,6):£ = c, 书 =Tr ”并且 W = Yerr2. 此 处 = nr?2c? 十 本 六 4)]. 由 此 
ES 

7) 如 果 在 一 个 灌 满 了 水 的 容器 的 壁 上 , 于 水 平面 下 深 h( 米 ) 处 有 一 条 水 平 的 裂缝 , 那么 水 就 
会 以 速度 ( 米 / 秒 ) 


¢* =c+ 


v= V2gho 
由 这 里 流出 . 现在 假定 在 容器 的 壁 上 , 有 一 个 长 方形 的 窗 隆 (图 
48). 要 求 确定 水 的 流量 , 也 就 是 说 一 秒 钟 内 所 流出 的 水 的 体积 
Q( 米 3). 
在 深度 为 zx 处 ， 宽度 为 dz 的 元 素 窄 条 对 应 于 速度 v = 
V29z; 因为 它 的 面积 是 bdz, 所 以 水 通过 这 个 罕 条 的 流量 就 表 
成 了 这 样 :dQ = V29z .5dz, 总 加 在 一 起 , 便 得 到 


3 
Qo= Vag | sidaz = 3V29 (Wh) 
ho 


实际 的 流量 比 所 计算 出 的 要 少 一 些 , 因为 液体 内 有 摩擦 而 图 48 
且 澈 流 有 压缩 的 缘故 , 通常 总 是 用 某 一 经 验 系 数 j; < 1 来 照顾 
这 些 因 素 的 影响 . 而 将 公式 写成 这 样 
D 吕 
Q = sh Vg (ns -A ) 
当 ho = 0 时 , 由 此 便 得 到 通过 和 矩形 水 门 的 水 流量 
2 e! 
QW = 5HV 2g9bh?. 
8) 在 人 研究 电磁 场 时 , 毕 奥 与 萨 伐 尔 得 到 了 一 个 结果 ， 即 电流 作用 在 磁极 上 的 力 可 以 看 作 是 由 


个 别 无 穷 小 “电流 元 素 ” 所 发 生 的 力 的 合力 . 按照 他 们 所 建立 的 定律 , 电流 元 素 ds (图 49) 以 力 
Tm Sin pds gw 
3 


de 


作用 于 点 O 处 的 磁性 质量 m, 其 中 了 是 电流 强度 ,7 是 距离 OM, 而 yp 是 角 (ds,7). 

这 个 力 的 方向 是 垂直 于 通过 O 及 ds 的 平面 , 并 且 一 一 在 图 中 所 画 的 情形 下 一 一 是 在 读 

要 想 确定 有 限 的 一 段 电 流 在 磁极 上 的 作用 , 必须 将 这 些 元 素 力 总 加 在 一 起 . 

例如 我 们 来 确定 一 段 直线 的 电流 BC( 图 50), 在 图 中 所 标明 的 符号 之 下 , 作用 于 单位 磁性 质 
蘑 此 的 力 ， 
-这 个 公式 是 在 流体 力学 中 证 明 的 , 称 作 托 里 拆 利 公式 . 注意 , 它 与 一 个 有 重量 的 质点 从 高 处 
落下 时 的 速度 公式 有 同样 的 形状 . 

久 仅 在 适当 的 选择 单位 时 , 公式 方 具 此 形 (例如 说 力 表 成 达 因 , 距离 表 成 米 , 磁性 质量 与 电流 强 

度 表 成 电磁 单位 ). 


/ 
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因为 sin yp = sin LOMA = 所 以 dF 可 以 表 成 这 样 形状 ， 


alds 本 Q7CsS 


7r3 (a2 + s2)3 


此 处 元 素 力 可 以 直接 相 加 , 因为 它们 丝 具 有 同一 方向 . 因此 


= 


$2 I 
a 


ds I 3 
F=al EE 
二 (Q2 在 32 ) 2 Qa VS2 十 Q? 


31 


$4. 最 简单 的 微分 方程 
357. 基本 概念 、 一 阶 方程 ”在 第 八 章 中 , 我 们 研究 了 由 给 定 的 导数 


y= (2) (1 


[或 者 是 同样 的 一 一 由 微分 dy = jz)dz] 来 确定 函数 y = y(zx) 的 问题 , 并 且 学 了 作 积 分 
或 求 积 的 运算 法 , 由 此 而 问题 得 以 解决 ， 


二 /az+ce， (2) 


在 这 个 通 解 中 出 现 有 常数 C. 如 我 们 在 [第 263 目 , 第 264 目 ] 例子 中 所 见 过 的 , 假使 给 了 
初始 条 件 
当 z = zo 时 y = ?0. (3) 
则 借 此 即 确定 了 常数 的 具体 的 值 C = Co. 代 到 (2) 里 面 去 , 我 们 便 得 出 了 我 们 的 问题 的 特 解 , 亦 
即 具体 的 函数 y = y(z), 它 不 仅 具有 预先 所 给 定 的 导数 , 而 且 还 满足 初始 条 件 (3)， 


 @ 在 本 节 中 , 我 们 将 符号 | f(z)dz 了 解 成 虽然 是 任意 的 , 然而 却 是 确定 的 原 函数 , 所 以 我 们 不 把 
积分 常数 包含 在 这 个 符号 里 而 另外 写 出 . 
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然而 , 时 常 需要 从 更 复杂 的 , 联系 着 自 变量 x 的 值 与 未 知 阔 数 y 以 及 其 导数 yy ，.…. 的 值 
的 天 系 式 
F(x,y,y,Y, ) 一 0 
中 来 确定 函数 y = y(x). 这 种 类 型 的 关系 式 一 般 就 称 作 微分 方程 . 
我 们 且 来 看 只 包含 有 一 阶 导数 yy 的 一 阶 方程 


F(zx,y,y)=0. (4) 
任意 一 个 函数 y = y(z), 车 对 于 z 而 言 恒 满足 以 上 方程 , 就 是 它 的 一 个 解 . 可 以 证 明 (在 对 


于 函数 FF 的 某 种 假定 之 下 ), 和 开头 所 提 的 最 简单 的 情形 一 样 , 它 的 通 解 里 也 包含 有 任意 常量 C， 
不 是 说 具有 形状 

y = PCZ,C) (5) 
不 过 有 了 时候 这 个 解 可 以 成 隐 式 而 得 到 : 


B(z,y,C) =0 或 yzY) =C. (6) 


求 微分 方程 (不 论 是 什么 形式 的 ) 的 通 解 称 为 方程 的 积分 

例如 , 我 们 来 研究 这 样 的 问题 ;求法 距 不 变 的 曲线 . 假如 用 显 式 方程 y 二 y(z) 表示 这 样 的 曲 
线 , 那么 问题 就 化 为 求 这 样 的 函数 , 使 得 满足 条 件 yy' = p, 其 中 p = 常量 第 230 目 , (3)]. 将 它 
改写 成 (y2)' = 2p 形状 ; 现在 很 明显 的 , 它 的 通 解 便 是 


y 二 2pz 十 C 或 y= 土 V2pz+C (7) 


因此 , 整个 的 抛物 线 族 (彼此 可 由 平行 于 x 轴 的 移动 而 得 到 ) 都 满足 所 给 的 要 求 . 

因为 是 要 找 所 有 县 上 述 性 质 的 曲线 , 故此 处 通 解 恰 恰 就 给 出 了 问题 的 答案 . 如 果 在 问题 中 附 
市 指出 , 曲线 应 通过 给 定 的 点 (zxo, yo), 则 将 这 些 zx 和 ? 的 值 代 和 人 所 得 到 的 方程 (7) 中 , 我 们 就 可 
以 确定 出 C 的 值 : 

Co = wy — 2pro. 

于 (7) 中 命 C = Co, 我 们 得 出 特 解 y = 2pz 十 Co, 就 表示 了 具体 的 曲线 . 

应 该 说 明 , 最 常 发 生 的 正 是 这 样 , 即 导 出 微分 方程 的 问题 要 求 一 些 具体 的 特 解 . 这 通常 名 以 问 
题 本 喘 所 提出 的 (3) 型 的 初始 条 件 来 确定 . 根据 这 些 条 件 , 和 刚才 一 样 , 第 一 步 可 以 定 出 具体 的 值 
C = Co; 这 可 由 通 解 (5)[ 或 (6)] 中 命 z = zo,y = yo 所 得 出 的 方程 来 确定 . 今 若 于 此 通 解 中 , 以 
所 得 到 的 解 Co 和 苦 换 C, 那么 就 得 出 了 满足 问题 的 那个 特 解 . 


358， 导 数 的 一 次 方程 、 分 离 变 量 ”现在 我 们 假定 , 在 方程 (4) 中 导数 yy 是 一 次 的 , 就 是 说 
方程 的 形状 有 如 
Pl(z,y) 十 Q(z,y)y 一 0， 
其 中 P,Q 是 z 与 y 的 函数 此 处 令 y = 号, 方程 即 可 表 成 这 个 形式 
P(x,y)dz + Q(z,y)dy = 0， (8) 


这 个 形式 通常 是 比较 方便 些 . 
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此 处 我 们 只 详细 讲 一 下 方程 (8) 的 最 简单 情形 ， 即 当 其 积分 可 直接 化 成 求 积 的 时 候 ; 这 样 
一 来 , 关于 这 些 情 形 的 研究 便 成 为 第 八 章 的 很 自然 的 补充 材料 
倘 春 在 方程 (8) 中 ,系数 P 事实 上 只 依赖 于 x, 而 系数 @ 只 依赖 于 y， 就 是 说 方程 的 形 
状 有 如 
P(z)dz+Q()ay = 0， (9) 
那么 就 说 ,变量 被 分 离 了 . 此 时 作 积 分 异常 简单 . 
假定 , 函数 P(z) 在 区 间 [o, 吕 中 是 连续 的 , 而 函数 Q(y) 在 区 间 [c,d] 中 是 连续 的 ， 于 是 
P(z)dz 是 函数 P(z) = [ P(z)dz 的 微分 , 而 Q(y)dy 是 函数 G(y) = / Q(y)ay 的 微分 , 即使 是 
把 y 了 解 成 满足 方程 (9) 的 函数 y(z) 亦 然 @. 此 时 方程 (9) 的 左 侧 部 分 就 成 了 和 BB(z) + G(y) 
的 微分 . 因为 这 个 微分 等 于 0 (由 于 方程 (9)), 所 以 函数 本 身 就 成 了 常量 


P(z) + Q(Y) =C. (10) 


匈 见 , 反之 如 吞 函 数 y = y(z) 满足 这 个 方程 (对 于 任意 的 z), 则 亦 满 足 方程 (9). 等 式 (10) 便 
给 出 了 方程 (9) 的 通 解 . 
在 解 方程 (9) 时 , 有 时 宁可 将 带 dz 与 dy 的 项 放 在 方程 的 两 边 ， 


QU)dy = —P(r)dz. (11) 


每 边 分 别 积分 之 , 并 且 不 要 忘记 了 任意 常数 , 这 只 要 加 在 一 个 积分 上 就 够 了 , 便 得 出 和 以 上 所 得 的 


全 同 的 结果 
| etwas= - /Penan+ GC. 


假定 要 求 满足 初始 条 件 (3). 不 开头 找 通 解 再 来 选择 常数 C, 而 由 这 些 条 件 出 发 , 可 以 作 得 
比较 简单 : 将 元 素 的 量 (11) “总 加 在 一 起 ”, 右边 在 zo 与 x 之 间 , 而 左边 在 它们 的 对 应 值 yo 与 y 


之 间 . 我 们 得 出 等 式 
[ Qly s/f P(z)dz, 


这 就 给 出 了 所 要 求 的 特 解 ; 它 的 形状 的 本 身 就 有 力 地 显示 出 , 它 在 xz = zo 与 y = yo 时 显然 成 立 . 
读者 自己 很 容易 搞 明 白 , 这 个 方法 和 以 前 的 只 是 形式 上 不 同 . 
例 1) 设 给 定 方程 


. dy 
sinzdz 二 一 = 二 0. 
VY 


. dy 
snadz 十 | 一 一 C 或 一 cosz 十 2VYy = 0, 
/ / 党 VY 


由 此 
_ (cosz + 0O)? 
这 即 是 所 提出 的 方程 的 通 解 . 如 若 给 了 初始 条 件 , 比如 说 ， 


当 ri 二 0 时 VY 一 1 ， 
中 由 于 微分 形式 的 不 变性 [第 106 目 ]. 
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那么 代入 这 些 值 , 立即 得 到 C = 1 就 引出 了 特 解 2 


(1 + cos x)” 
WE 


如 前 所 指出 者 , 在 这 个 情形 下 可 以 不 必 先 写 出 通 解 , 而 立即 写 出 


也 dy 人 
一 二 二 一 sin zZdz， 亦 即 2(Vy 一 也 一 cosz 一 1 
| . 


由 此 


1 + cosz 1 十 cosYAN2? 
VW = 3 y= ( 2 2 


时 常 发 生 这 种 情形 , 即 方 程 (8) 虽 不 具有 形式 (9), 但 能 够 变换 成 这 种 形式 , 其 后 再 和 以 上 所 
讲 的 一 样 进行 积分 . 这 种 变换 即 叫 作 分 离 变量 . 在 这 样 的 场合 下 , 即 当 系数 已 与 Q 是 一 些 每 一 
个 只 依赖 于 一 个 变量 的 因子 的 乘积 时 ， 


P(x,y) = P(rz)P(Y), Q(z,Y) = Qi1(7)Q2(Y), 
变量 是 很 容易 分 离 的 . 实际 上 用 已 (y)Q1(z) 除 方程 
Pi(z)P(y)dr + Qi1(7)Q2(Yy)dy =0 (12) 


的 两 端 即 可 , 由 此 变量 就 已 经 分 离开 了 : 
Pi(7) ， 四 Q2(y) 


Oi) Faly) 


例 2) ysin 二 dz — cos 5dy 0 
方程 有 (12) 的 形状 ; 分 离 变量 


dy = 0. 


并 积分 之 
lny = —2 ln cos 5 十 CC. 
取 成 指数 , 由 此 即 确定 出 了 yy, es 
他 各 


人 ， 
cos? 5 ] 二 cosz 


再 议 C = 2e“, 通 解 就 变 成 这 个 形状 


CO 


一 1 十 cosz 


359. 问题 “我们 来 研究 一 些 从 不 同 知 识 范畴 中 出 来 的 问题 , 它们 直接 导出 可 分 离 变 量 的 微 
分 方程 . 

1) 试 求法 线 长 (到 与 z 轴 的 交点 )n 保持 一 常量 7 的 曲线 . 

回想 n 的 表达 式 [第 230 目 , (4)], 以 微分 方程 的 形式 写 下 未 知 函 数 y(z 的 函数 ) 所 应 满足 


的 条 件 
yVity?|=7 或 (1 +)=7? 


202 ， 第 十 章 积分 学 在 几何 学 、 力 学 与 物理 学 中 的 应 用 [359] 
| 


由 此 
;_ dy VT7 一 2 ‘ydy 
7 一 
积分 之 : 


-V7 一 六 二 土 (I 十 C) 或 (z+C) 二 只 2 王 7 
采 然 不 出 所 料 , 我 们 得 出 了 半径 为 7, 圆心 在 x 轴 上 的 圆周 族 . 
2) 试 求 (到 与 x 轴 的 交点 的 ) 切线 长 t 保持 一 常量 a 的 曲线 . 
由 于 第 230 目 (4), 这 问题 的 微分 方程 的 形状 有 如 
vy 


了 l+y 


一 4. 


7 d SA = yg — Pa 、 
命 y 二 二 很 容易 的 就 把 它 变 为 这 样 : 


/a2 — yy? 
dz = 土 一 dy. 
4 


积分 之 : 
十 C= 二 土 


aln eH Vo 一 ! 一人 [aa -可 
我 们 得 出 了 上 忠 物 线 族 [参看 第 331 目 ,11)]. 

3) 冷 却 定律 ” 设 温度 为 9 所 的 物体 逐渐 冷却 , 周围 环境 温度 为 0 %C. 牛顿 曾 建 立 了 一 个 定律 ， 
根据 这 个 定律 , 冷却 的 速度 与 其 温度 9 成 比例 , 就 是 说 


CO 
ar 一 —k0, 
其 中 是 个 正 的 常数 . 试 确定 物体 温度 减退 的 规律 . 
我 们 有 
= —kdt, 


积分 之 , 从 而 便 得 出 
nb= 一 寻 十 lnCO. 


显而易见 ， 
0= Oe *t 


在 此 处 设 t= 0, 便 看 出 C 不 是 别 的 , 正 是 初始 温度 90. 蔡 换 之 , 便 得 出 最 后 的 公式 
0 = boe™*t, 
只 要 是 初始 一 瞬间 的 温度 (90) 知道 了 , 这 公式 便 确 定 出 了 任何 一 瞬 刻 的 物体 温度 . 
中 预见 到 要 取 作 指 数 , 为 了 方便 起 见 , 我 们 便 直接 将 常数 取 成 InC 的 形式 . 
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系数 依赖 于 物体 与 环境 的 性 质 ; 它 是 由 实验 的 办 法 来 确定 的 . 

4) 断路 与 通路 的 瞬时 电流 “如 果 一 固定 的 电压 V 作用 于 一 电路 , 那么 用 RR 表 电 路 的 电阻 
用 7 表 电 流 强度 , 根据 欧姆 定律 就 有 V 二 RI. 而 当 电压 V 改变 时 (在 固定 电压 的 电流 断 开 或 连 
通 的 一 瞬间 也 是 这 样 ), 多 数 情形 下 会 发 生 自 感 现象 , 它 使 得 有 额外 的 电动 势 呈 现 , 与 电流 强度 改 
变速 度 纪 成 比例 而 具 相反 的 符号 . 因此 , 这 个 自 感 电动 势 的 大 小 可 以 表 成 


al 
了 
其 中 工 为 “ 自 感 系数 ”(L > 0). 
倘 使 有 自 感 , 那么 当 电流 断 开 时 , 它 的 电流 强度 并 不 立即 下 降 到 零 , 而 当 连 通 时 , 亦 不 立即 达 
到 它 正 常 的 大 小 .我 们 来 分 析 地 研究 这 些 现象. 
此 时 欧姆 定律 采取 以 下 形式 : 
al dl RR V 


一 了 一 一 ey 
V Ly RI 或 Ee (13) 


(a) 设 强度 为 10 的 常 电流 于 瞬时 t = 0 被 断 开 了 . 因为 此 时 V = 0, 所 以 我 们 有 


CC 页 dl a 


即 (与 3) 类 似 ) 
et 
只 在 自 感 电动 势 的 单纯 作用 之 下 , 电路 中 所 通过 的 电流 称 为 断路 的 瞬时 电流 . 随 着 t 的 增加 ， 
它 的 强度 很 快 就 趋 近 于 0, 并 且 经 过 一 个 很 短 的 时 间 就 变 得 觉察 不 出 了 . 
(6) 如 果 电 路 于 瞬时 上 = 0 连通 , 并 且 其 中 常 电压 V 开始 作用 , 则 从 方程 (13) 中 重新 分 离 
变量 , 即 得 


一 Rd7 R R 
a a A ee 
2 (Ry 


RE 


常数 C 由 初始 条 件 t= 0 时 7 = 0 来 确定 , 易 见 , C = V, 所 以 最 后 
V 一 到 


我 们 看 出 , 与 对 应 于 欧姆 定律 的 电流 站 同时 , 在 相反 方向 还 流 过 电流 


eB 

这 叉 是 通路 的 瞬时 电流 ; 它 的 强度 也 随 着 t 的 增加 而 很 快 地 减 小 . 

5) 化 学 反应 方程 我 们 来 研究 交互 作用 着 的 物质 A, B,…. 变化 为 物质 M, N,，… 所 做 成 的 
化 学 过 程 . 为 了 要 计算 参与 反应 的 物质 的 数量 , 一 般 缘 将 其 表 成 克 分 子 或 摩尔 . 某 项 物质 若 其 所 
称 得 的 量 表 成 克 数 时 等 于 其 分 子 量 , 则 称 此 量 为 该 物质 的 一 个 摩尔 . 任意 物质 的 一 摩尔 中 永远 包 
含 同样 数量 的 分 子 , 与 物质 无 关 . 
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倘若 假定 , 在 交互 作用 中 , 一 物质 的 每 一 个 分 子 对 另 一 物质 的 一 个 分 子 , 那么 一 物质 的 每 个 座 
尔 就 对 另 一 物质 的 一 个 摩尔 . 从 反应 开始 起 , 到 时 间 # 的 终了 之 后 , 每 交互 作用 的 物质 各 以 同样 
的 z 摩尔 的 量 参与 了 反应 . z 对 于 时 间 的 增加 速度 , 即 导数 之 , 称 为 化 学 反应 速度 

设 有 两 个 物质 4 及 B 参与 过 程 , 以 a 及 5b( 此 时 比如 说 设 b> o) 表 它们 原来 的 量 (摩尔 ) 
经 过 一 段 时 间 t, 物质 4 的 量 为 a z 而 物质 B 的 量 为 5 z. 很 自然 的 , 假定 在 时 间 + 的 化 学 
反应 速度 是 与 反应 着 的 质量 的 乘积 ( 亦 即 还 未 经 转化 的 反应 物 的 量 的 乘积 ) 成 比例 .这 便 导 出 了 
如 下 的 微分 方程 


dz dz 
A =k(a— 7z)(b— zx) 或 (a—z)(b— 2) = kat. 
积分 之 , 便 得 : 
az 
因为 当主 = 0 时 我 们 应 有 z 一 0, 所 以 C = 一 In 4. 代入 C 的 这 个 值 : 
(G36 a $s 
ln 人 k(b— a)t, 
此 后 不 难 求 得 
| eK(b—a)t 
人 


六 一 ae 一 kb 一 oa)t 
当 上 增加 时 , 所 示 之 表达 式 趋 近 于 0; 经 过 有 限 的 一 段 时 间 后 , 它 就 变 得 如 此 之 小 , 以 至 + 与 a 
已 没有 什么 区 别 了 , 即 反应 实际 上 完成 了 . 

6) 数学 摆 ” 设 将 一 质量 为 m 的 质点 悬挂 在 一 无 
伸缩 性 长 为 1 的 线 上 或 枢 轴 上 (其 重量 可 以 忽略 不 计 )， 
使 之 可 沿 一 圆 绝 运动 (图 51). 此 体系 称 为 数学 摆 . 将 
摆 从 平衡 位 置 04 引 至 位 置 0B.(a < 再 ) 然后 使 其 
自由 , 不 给 予 任何 初速 度 . | 

摆 运 动 到 对 称 位 置 0B', 然后 又 返回 到 位 置 OB， 
如 此 往复 运动 . 问题 是 在 于 要 确定 摆 的 振动 的 性 质 , 也 
束 是 说 要 阅 明 (规定 摆 的 位 置 的 ) 极 角 9 = <4OM 与 
(从 运动 开始 所 经 过 的 ) 时 间 t 之 间 的 依赖 关系 . 为 了 
确定 起 见 , 考虑 点 M 沿 弧 4B 的 运动 , 计算 从 点 4 
走 过 的 路 程 s = AM = 19, 而 时 间 上 是 摆 从 平衡 位 置 
通过 的 时 刻 . 

将 作用 在 点 上 的 重力 忆 = mo, 如 图 所 示 , 加 以 
| 分 解 , 即 见 其 切线 方向 分 力 f, = 一 mg .sin 9, 而 法 
线 方向 分 力 就 被 线 或 枢 轴 的 反作用 力 抵消 了 . 车 用 v 表示 点 M 的 速度 , 则 它 在 所 考虑 位 置 的 动 
能 为 Smo?, 且 当 M 到 达 B 时 变 为 0. 另 一 方面 , 在 路 程 MB 上 的 力 FP 所 产生 的 功 4 的 大 
小 , 我 们 有 表达 式 [第 352 目 , (9a)] 


S 
4=-- 上/ 70g :Sin 0as 


马力 指 疝 运动 的 相反 方向 . 
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(这 里 5 = AB) 或 者 , 换 成 变量 9， 
A= -mt sin 4d0 = —mgl(cos0 — cosoa). 
6 
于 是 根据 活力 定律 [第 352 目 ] 便 有 


zm? = mgl(cos0 — cosa),v = Vogl 2(cos0 一 cos a)， 


Was 
= /2 V2teos6 一 COS 0) 


EN 
9 2(cosb — cogs a) 
至 此 变量 已 经 分 离开 了 . 


人 


me — ~ ee — a 


或 


- 
让 / A \ (4 
1 /2( /2(cos 0 — cosa) 一 cos a) 四 
然而 这 一 回 的 求 积 却 得 不 出 有 限 形 其 束 ， 右 侧 的 积 ! 分 归结 到 第 一 -类 椭圆 积 / 
入 则 下 玫 二 
人 sin2& — sin2 
令 sm 了 = kt(0 < 有 < 1), 按 如 下 公式 引入 新 的 积分 变量 
; 吧 . 1 0 
sin 3 = 本 540 = 大 .cos .di (15) 


同时 使 从 0 变 到 a 相应 Y 于 pw 从 0 变 到 = i 


1 d l 
ye i (16) 
9 ./0 1 — k? sin2 wo 9 


因为 按照 公式 (15) 的 第 一 式 , 容易 用 0 表示 wo, 则 t 对 于 0 的 依赖 关系 可 以 认为 是 已 建立 了 . 
反之 , 想 要 以 t 表示 0, 我 们 需要 把 椭圆 积 


op 
ad 
1—k? sin? w 


有 反 演 . 这 个 等 式 确定 作为 在 区 间 ( {=05 oY 的 单调 增加 的 连续 (甚至 可 微 ) 函数 , 同时 它 
本 吴 也 从 一 00 变 到 +co. 在 这 种 情况 下 [83], 变量 2 原来 是 wv 在 区 间 (一 00, 十 oo) 内 的 单 值 函 
数 ; 雅 可 比 (Jacobi) 把 这 个 函数 表示 为 am wu. 现在 从 (16) 式 显然 


5 一 am\/ 9 也 就 是 sin 5 | 3 . Sin am\/ 9t 


amplitudo( 振 幅 ) 的 前 两 个 字母 . 


Dam 
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函数 sin am uw(“ 罚 角 正 弦 " 或 “ 刁 圆 正弦 ") 通 常 简单 地 记 为 sn wu @. 于 是 , 最 后 ,9 对 t 的 依赖 关 
系 被 表示 为 等 式 ne 


最 后 我 们 来 确定 摆 由 位 置 DB' 到 位 置 IT. 它 是 从 OA 到 OB 所 
需 时 间 的 两 倍 大 . 设 在 (14) 中 6 = ea 或 在 (15) 中 po = ,加倍 之 后 ) 我 们 得 到 由 第 一 类 椭圆 


积分 表示 的 7: 
2 
r=a\/ / 0 
gJo Vl- ksin?w 9 


注意 , 振动 周期 全 事实 上 与 摆 最 初 的 偏离 角 a 有 关 , 因为 大 依赖 于 a. 当 角 ca 很 小 时 , 将 系 
数 上 蔡 换 成 零 , 便 得 出 简洁 的 近似 公式 
如 mf 
g 


360. 关于 微分 方程 的 构成 的 附注 ”我 们 姑且 局 限于 形 如 (8) 的 一 阶 方程 , 而 谈 这 一 类 方程 
的 构成 问题 . 因此 读者 可 将 我 们 的 附注 与 在 第 348 目 中 关于 最 简单 的 方程 4Q = g(x)dz 所 讲 的 
对 照 起 来 看 . 

照例 , 当 构 成 方程 时 , 必须 考察 在 事物 的 研究 中 所 出 现 的 一 些 无 穷 小 元 素 , 亦 即 所 涉及 的 那些 
量 的 无 穷 小 增 量 . 固然 , 在 上 目 问 题 中 我 们 显然 并 没有 这 样 , 而 只 是 利用 了 已 经 作 好 了 的 斜率 表达 
式 以 及 作 好 了 的 那些 (在 无 穷 小 元 素 的 研究 中 出 现 的 ) 量 的 变化 速度 表达 式 . 

当 建立 无 穷 小 元 素 之 间 的 依赖 关系 时 , 应 尽 可 能 地 利用 简化 了 的 假定 与 近似 替换 , 实质 上 就 
是 在 于 删 弃 高 阶 无 穷 小 , 特别 言 之 ,所 研究 的 量 的 全 部 无 穷 小 增 量 都 宜 于 用 它们 的 微分 来 替换 ; 读 
者 都 知道 , 这 归根 结 底 也 就 是 删 弃 高 阶 无 窒 小 . 所 有 这 些 指示 的 真正 意义 , 在 例子 中 (参看 前 月 ) 
得 到 了 最 好 的 说 明 . 

此 处 我 们 还 想来 说 明 一 个 重要 的 情形 , 即 在 所 有 这 些 简 化 与 删 弃 的 结果 中 所 得 出 的 形 如 (8) 的 
微分 方程 


这 束 是 初等 物理 学 课程 中 所 通常 引用 者 . 


P(x,y)dr i+ Q(z,y)dy=0 
原来 并 非 是 近似 的 , 而 完全 是 准确 的 多 ， 
总 之 , 假定 以 微分 dz 与 dy 替换 增 量 Az 上 删 弃 较 Az 高 阶 
的 无 穷 小 的 项 , 我 们 便 得 出 了 方程 (8). 可 是 如 果 我 们 没有 做 这 个 替换 , 那么 就 没有 dz 与 dy 而 
是 Az 与 Ay 了 . 除 此 而 外 , 我 们 恢复 所 有 删 弃 掉 的 高 阶 无 穷 小 , 并 且 移 至 右 侧 , 以 a 表示 它们 
的 和 ; 显而易见 , a 也 是 高 阶 无 穷 小 . 这 样 , 严格 地 来 讨论 , 我 们 所 得 出 的 就 不 是 等 式 (8), 而 是 这 
样 一 个 等 式 : 


P(zZ,Y)AT + Q(T,WAY= a, 


外 函数 sn wu, 看 作 是 复 变 量 也 数 时 , 是 所 谓 的 椭圆 函数 中 最 简单 的 一 个 (是 阿 贝 尔 和 雅 可 比 引 入 
的 ). 

四 行 积分 (14) 的 上 限 取 为 a, 则 积分 变 成 了 “反常 积分 ” [参看 后 面 的 479 目 ], 因为 在 这 个 上 限 
处 , 被 积 函 数 变 为 co， 当 应 用 积分 (16) 时 , 这 个 困难 消失 了 . 

鸟 这 和 第 348 目 末尾 关于 等 式 4Q = q(z)jdz 所 述 的 相 类 似 . 
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这 是 完全 精确 的 . 现在 用 人 除 其 两 侧 ， 


A Q 
P(z,W) + Q(T = eo 


并 令 Az 一 0 取 极 限 . 因为 这 时 ee -0, 所 以 在 极限 中 我 们 得 到 等 式 


Plz 人 +Qz =0 或 P(x,y) + Q(z,W)Y =0, 


这 和 等 式 (8) 是 一 样 的 . 因此 等 式 (8) 也 就 是 精确 的 了 . 


虽然 我 们 在 构成 方程 的 通常 方法 中 , 表面 上 并 不 采取 极限 过 程 , 但 是 当 我 们 删 弃 高 阶 无 穷 小 
并 以 微分 蔡 换 增 量 时 , 我 们 所 作 的 正 是 极限 过 程 . 

读者 要 注意 , 我 们 决 不 是 说 删 弃 高 阶 无 穷 小 总 可 得 出 精确 的 结果 . 仅仅 在 这 种 情形 下 , 即 若 这 
个 删 弃 是 贯彻 始终 的 , 并 且 结果 得 出 形 如 (8) 的 , 对 于 微分 是 线性 的 并 同 阶 的 方程 , 才能 保证 它 的 
精确 性 .[ 再 和 第 348 目 加 以 比较 !] 


361. 问题 1) 气压 公式 ， 问题 是 要 确定 海拔 高 度 h( 米 ) 与 大 气压 力 p( 克 / 米 ?) 之 间 的 
关系 . 

设想 在 海平 面 上 有 一 块 1 平方 米 的 平面 , 我 们 来 研究 它 所 承受 的 
空气 校 柱 . 此 柱 在 高 度 h 处 的 截面 的 压力 p 取决 于 气 柱 在 此 截面 上 
的 那 一 部 分 的 重量 .高 度 h 增 加 一 个 无 穷 小 量 dh， 就 使 压力 有 一 减 
少量 一 dp, 这 由 平面 (h) 与 (h 十 dh) 之 间 的 空气 层 的 重量 来 测量 (图 
52). dh 

一 CD = sah, 


其 中 s 为 压力 p 下 一 立方 米 空气 的 重量 ( 克 ). 不 难 从 波 义 耳 - 马 略 特 
定律 引出 , 量 s 恰 与 压力 p 成 正比 :s = kp, 所 以 最 后 P : wh], 


， 2 tf 海平 面 
dp 二 一 kpdh 或 = —kdh, z 


这 已 经 是 我 们 所 熟悉 的 形式 的 方程 了 [参看 第 359 目 问题 3) 与 
4)(a)]. 由 此 
—kh 
p= poe ， 
若 对 于 h 来 解 这 个 方程 , 那么 我 们 就 得 到 公式 
_1, po 
h= i In D 
可 由 大 气压 力 p 来 断定 海拔 高 度 及 : 
照 物 理学 中 所 确定 的 , 常数 二 等 于 ( 取 整 值 )8000 x (1 +0.004t), 其 中 t 为 大 气 平均 温度 . 如 
果 变 成 以 10 为 底 的 对 数 ( 乘 或 除 以 模 M = 0.43) 并 用 气压 度数 的 商 2 来 代 蔡 压 力 的 商 媒 ， 于 
是 便 得 出 最 后 的 公式 
h = 18400(1 + 0.004t) lgio 1 
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2) 绕 与 皮带 的 摩擦 ”让 我 们 来 想象 , 一 根 缆 (皮带 等 等 ) 通过 一 让 固定 不 移 的 圆柱 状 的 鼓 形 
轮 , 缆 与 柱 面 沿 着 菜 一 条 弧 AB 相 接 触 (图 53,a), 与 中 心 角 w(< 抱 角 ”) 相对 应 . 设 在 缆 的 4 端 
加 一 力 $6, 而 在 B 端 加 一 力 S51. 

如 果 在 缆 与 鼓 形 轮 之 间 有 摩擦, 则 力 So 可 以 支持 住 另 一 端的 甚至 比 它 自己 还 大 的 力 . 当 有 
摩擦 时 , 这 个 力 So 可 以 支持 住 的 最 大 力 51 是 怎样 的 呢 ? 

为 了 要 解决 这 个 问题 , 我 们 先 来 研究 滑动 刚刚 开始 时 , 这 时 沿 着 缆 的 AB 部 分 的 张力 S 是 如 
何 分 布 的 ， 这 个 张力 不 是 一 个 常量 . 这 从 在 点 4 与 B 的 张力 分 别 等 于 S60 与 51, 就 已 经 可 以 明 
白 看 出 了 . 

在 AB 弧 上 选取 任意 一 点 M, 其 位 置 由 角 9 = LAOM 确定 , 我 们 来 判断 作用 在 对 应 于 中 心 
角 db 的 缆 的 元 素 MM? 上 的 力 是 怎样 的 . 首先 , 在 点 M 作用 的 张力 是 S(6), 而 在 点 M' 作用 的 
张力 是 S 十 dS( 图 53,6). 这 两 个 力 的 方向 是 沿 着 鼓 形 轮 圆 周 的 切线 . 为 了 要 确定 在 所 研究 的 元 素 
上 的 摩擦 力 , 须 得 计算 法 线 上 的 力 dN, 此 力 将 这 个 元 素 压 向 鼓 形 轮 的 表面 . 它 是 由 两 个 张力 的 沿 
径 分 量 所 组 成 的 , 于 是 


dN = Ssin + (S+dS)sin 


此 处 可 以 将 dS sin 作为 高 阶 无 穷 小 而 弃 去 , 并 将 sin ~ 换 成 与 之 相抵 的 无 穷 小 分 (也 就 等 于 
弃 去 高 阶 无 穷 小 ). 最 后 


aN = Sab. 


因为 摩擦 力 与 这 个 法 线 力 成 正比 , 所 以 用 jy 表示 比例 因数 (摩擦 系数 ), 便 得 
dR = yadaN = 1Sdb. 


摩擦 抗 阻 所 发 生 的 运动 , 所 以 力 dR 和 在 点 M 的 张力 5S 应 该 与 在 点 M 的 张力 5 十 4d5 均 
衡 , 因此 
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do 
我 们 又 得 到 了 熟悉 的 形式 的 微分 方程 . 它 的 解 可 以 立即 写 出 (考虑 到 初始 条 件 当 9 = 0 时 5S = 5o) 


S = Soer®. 


最 后 , 设 此 处 9 = 忆 , 便 得 


这 个 重要 的 公式 是 欧 拉 导出 的 


3) 泊 松 (S.D.Poisson) 公式 ”我 们 来 确定 单位 质量 (1 克 ) 的 理想 气体 在 绝热 过 程 中 80 
在 气体 与 周围 环境 间 完 全 没有 热 的 交换 情形 下 ) 体积 V 与 压力 p 的 关系 . 
气体 的 状况 除 掉 量 Y 与 p 而 外 , 还 由 它 的 (绝对 ) 温度 工 决定 . 不 过 这 些 量 并 非 是 彼此 无 关 
它们 由 涩 知 的 克拉 珀 龙 公 式 
pV 三 RT(R= 常量 ) (C17) 


我 们 来 确定 , 为 了 要 将 气体 从 状况 (p, VT) 变 到 无 限 接近 的 状况 (p 十 dp,V + dV,T + dT)， 
所 需 消 耗 的 能 QU (以 热 的 单位 计 ) 的 数量 如 何 . 

转变 的 过 程 可 以 想象 是 由 两 个 阶段 组 成 的 . 在 第 一 个 阶段 , 气体 的 体积 V 胀 大 aV, 而 在 第 
二 个 阶段 , 气体 的 温度 人 一 一 在 固定 的 体积 之 下 一 一 改变 d7 

因 要 计算 气体 脱 胀 的 元 素 交 . 为 了 签单 起 见 我 们 假定 所 研究 的 气体 质量 是 在 一 个 圆 简 里 , 一 
面 为 一 活 秦 | 参看 第 354 目 2)]. 从 气体 方面 作用 到 活塞 上 的 力 是 pzQ, 其 中 Q 是 活塞 面积 . 倘 使 
当 气 体 脱 胀 时 , 活 窗 移动 了 距离 ds, 那么 气体 所 作 的 功 就 等 于 pQds, 或 pdY( 因 为 Qds = dV). 
这 样 就 表 出 了 功 一 一 用 普通 的 功 的 单位 , 比如 说 , 用 克 米 (如 果 p 是 给 成 克 / 平 方 米 ,V 是 给 成 立 
方 米 ) 想 要 确定 消耗 在 这 功 上 的 热 , 须 将 所 得 表达 式 乘 上 所 谓 “ 热 功 当量 "4 = -> 卡 / 克 米 , 便 
得 到 ApdV. 

温度 变化 dT 需 热 cv aT 卡 , 此 处 cv 为 在 固定 体积 下 的 气体 热 容量 . 加 在 一 起 , 便 得 


dU = evadT + ApdV. (18) 
由 此 不 难 消去 dT. 事实 上 , 将 公式 (17) 微分 而 有 
pdV + Vdp = RaT, (19) 


由 此 
= (pdV Wp) 
将 此 表达 式 代 入 公式 (18), 就 得 到 


CV cv++AR 
一 一 -VC 一 -一 一 DQV 
dU B 2 十 瓦 Dp 
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可 以 证 明 , cv 十 AR 恰恰 就 是 在 固定 压力 下 的 气体 热 容量 2， 于 是 最 后 


mm mr” 
= 一 一 ”一 一 人 


dU = Va EpdV.! 
: 万 D 十 RY 
[ -~ 


现在 我 们 回 到 开头 所 作 的 假定 上 来 ， 过 程 是 绝热 进行 的 ; 于 是 dU = 0. 这 样 一 来 我 们 便 得 到 
联系 p 与 V 的 微分 方程 


PE 


d V 
cvVdp 二 copdV = 二 0 或 时 k=0 (其 中 k= 名 >1). 
D V CV 


积分 之 , 即 得 
np 二 kinV=0 或 | 


人 


此 即 泪 松 公式 . 


中 如 果 从 (16) 中 年 出 
padV = RaT ~ Vdp 


并 代入 (15), 则 得 
dU = (cv + AR)dT ~ AVdp. 


设 其 中 p 为 常量 , 即 dp = 0 便 得 出 等 式 
= (cv + AR)dT, 
这 就 证 明了 cv + AR 即 是 cp. 


81. 引言 
362. 基本 概念 ” 设 给 定 某 一 无 穷 序 列 
Q1) CQ2) 03) Cn . (1) 
(2) 


从 这 些 数 所 作 的 符号 
Ql 十 42 十 43 十 …… 十 Qn 十 ， 
叫做 无 穷 级 数 ,而 (1) 中 各 数 叫 做 级 数 的 项 . 利用 累加 记号 2, 常 把 (2) 写作 
Dm 


(3) 


这 里 指标 n 通过 所 有 由 1 到 ow 的 值 @. 
依次 把 级 数 的 各 项 加 起 来 , 作 (无 穷 多 个 ) 和 : 
41 =a1,A2=a1+a2,A3=al+ata3 4 =ali 十 02 十 :十 Qn， 


这 些 和 就 叫做 级 数 的 部 分 和 (或 段 ). 以 后 我 们 将 时 和 常 把 这 个 部 分 和 的 序列 {4%} 跟 
级 数 (2) 相 参 照 ; 因为 (2) 这 个 符号 正 表示 上 述 序列 的 结 采 . 
如 果 级 数 (2) 的 部 分 和 4 当 n 一 co 时 具有 有 限 或 无 穷 (但 有 确定 的 正 号 或 负 


A = lim A,, 


号 的 ) 极限 A: 
@ 但 是 , 级 数 的 项 的 下 标 , 不 从 1 开始 , 而 从 0 或 任何 一 个 大 于 1 的 自然 数 开始 , 有 时 是 更 方 


I 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [363] 
那么 这 个 极限 就 叫做 级 数 的 和 并 写 
A=ai+Q2s+. +ont+ = 》 an 
nn 二 1 


这 就 给 了 符号 (2) 或 (2a) 以 数值 的 意义 ,如果 级 数 具有 有 限 和 , 就 叫 它 是 收 化 的 , 相 
反 的 情况 ( 即 是 , 如果 和 等 于 二 oo, 或 根本 没有 和 ), 就 叫 它 是 发 散 的 . 

这 样 , 级 数 (2) 收敛 的 问题 , 按照 定义 , 就 与 序列 (3) 的 有 限 极限 存在 的 问题 相 
同 , 相反 地 , 无 论 事先 取 什么 样 的 序列 > = za(n = 1,2,….) 这 个 序列 的 有 限 极限 存 
在 的 问题 都 可 以 化 成 级 数 


Z1 十 (zz2 一 Z1) 十 (Za 一 22) 十 :十 (Zn 一 Zn 1) 十 …: (4) 


收敛 的 问题 ,序列 z1,z2,z3,… ,zn,.… 的 顺 次 的 每 个 值 恰 恰 就 是 级 数 (4) 的 部 分 和 
而 且 级 数 的 和 就 与 序列 的 极限 一 致 

换 句 话说 , 研究 无 穷 级 数 及 其 和 不 过 是 研究 序列 及 其 极限 的 一 种 新 的 形式 . 但 
是 , 读者 在 以 后 的 叙述 中 可 以 看 到 , 无 论 在 确定 极限 本 身 存在 的 时 候 , 或 者 在 计算 这 
极限 的 时 候 , 这 种 形式 都 显示 着 无 法 估价 的 优越 性 ， 这 种 情况 就 使 无 穷 级 数 成 为 数 
学 分 析 及 其 应 用 中 最 重要 的 研究 工具 . 

363. 例题 1) 无 穷 级 数 的 最 简单 的 例子 是 读者 熟知 的 几何 级 数 : 


这 个 几何 级 数 的 部 分 和 是 (如 果 g 关 1]) 


a—ag™ 
1 一 qg 


Sn 一 


如 果 级 数 的 公 比 9, 其 绝对 值 小 于 1, 那么 [如 我 们 已 经 知道 的 ,25,7)]s" 具有 有 限 极限 


a 
l1l—qa 


也 就 是 所 说 级 数 收敛 , 而 s 是 它 的 和 . 

当 |g| > 1 时 , 这 个 级 数 就 是 发 散 级 数 的 例子 . 如 果 q > 1, 级 数 的 和 就 是 无 穷 (有 确定 的 正 
号 或 负 号 ); 在 其 他 情形 下 , 和 根本 不 存在 . 我 们 指出 , 特别 地 , 当 a = 1 及 gq = 一 1 时 , 就 得 到 一 
个 有 趣 的 级 数 : 

1 一 1 十 1 一 1 十 … 三 1 十 (1) 十 1 十 (-1)…: 咏 
这 个 级 数 的 部 分 和 轮流 地 一 会 儿 等 于 1, 一 会 用 等 于 0. 
2) 展开 成 无 穷 小 数 
人 
中 如 果 级 数 的 某 一 项 是 负数 :a = -8 其 中 > 0), 那么 可 不 必 写 作 … + (~b) + .…， 而 写 


作 … -b+…… 我 们 强 凋 , 这 儿 级 数 的 项 仍然 是 -6b, 而 不 是 b. 


[363) 81， 引 言 .213 . 


的 实数 af9], 显然 是 下 列 级 数 的 和 : 


C3 Cn 
OO 
9? ) 10 102 103 107 


3) 按照 (4) 的 样式 作成 的 级 数 
3 In (1 十 = 三 2_Imo 二 1) 一 lnn| 


显然 是 发 散 的 , 因为 In(n 填 1) -oo 


二 
(wa 十 m)(aw 十 你 十 上 ” +n a+n++l] a+l 


— 1 
2 a+n)(a++n 二 +1)(a++n 二 2) 


「、 


D3 rr - i 
21(at+n)(at+nt+l) (at+n+i+l)(at+n+i+2): 2(a+1)(e+2)’ 


这 


并 且 , 一 般 地 , 对 任意 整数 p > 1: 


5) 可 类 似 地 讨论 级 数 
一 一 1 
2 1 b> 可 一 ! 1-— ja ) 


其 中 z 是 不 同 于 土 1 的 任意 固定 数 , 因 其 第 ” 个 部 分 和 等 于 


1 
1 一 并 一 Z27 


2n.—1 


s 4 jr|> 1 时 , 级 数 收敛 于 和 一， 
) 容易 确定 级 数 
DE 1 
Vn V2 v3 ++ 
的 发 散 性 , 实际 上 , 因为 这 个 级 数 的 项 是 递 降 的 , 所 以 它 的 第 n 和 
一 1 1 1 1 
1+ 万 + 万 + 十 遍 > =V7 


但 这 个 第 mn 和 随 着 n 的 无 限 增 大 而 趋 于 无 穷 . 
7) 最 后 , 我 们 给 出 一 个 值得 一 提 的 序列 的 例子 : 
1 1 


-TI 二 十 地 十 :十 一 
Yn 1! 21 nl 
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关于 这 个 序列 , 在 第 37 目 中 我 们 已 证 明 过 它 趋 于 数 e. 这 就 等 于 断定 :e 是 下 面 无 穷 级 数 的 和 : 
1 1 


1 一 1 
e 一 1 十 本 十 页 十 … 十 疝 十 1 十 麻 ， 
nn 二 1 


回忆 一 下 第 37 目 中 数 e 的 近似 计算 , 从 这 个 例子 , 读者 可 以 看 出 继续 引进 愈 来 愈 不 紧要 的 
校正 数 的 好 处 , 这 种 好 处 就 在 于 这 些 校正 数 是 把 用 部 分 和 的 形式 表示 出 的 。 的 近似 值 来 逐步 地 加 
以 改进 . 


364. 基本 定理 ”如 果 在 级 数 (2) 中 弃 去 前 面 的 m 个 项 , 就 得 到 级 数 


Co 
Qm+l 十 Qm2 十 …… 十 am 十 … 王 > Qn,) (5) 


n= 二 m++1 
即 所 请 级 数 (2) 第 m 项 后 的 余 式 . 
1? 如 果 级 数 (2) 收敛 , 则 它 的 任何 一 个 余 式 (5) 也 收 伊 ; 反之 , 从 余 式 (5) 的 
收 敏 性 可 推出 原来 的 级 数 (2) 的 收敛 性 ， 
固定 m, 并 用 44 素 示 级 数 (5) 的 第 有 个 和 


/ 
Ar 二 Qm+1 十 Qm+4? 二 :十 Qm+k. 


于 是 , 显然 

A’ = Amik — Am. (6) 
如 果 级 数 (2) 收敛 , 于 是 4 一 4, 那么 一 一 当天 无 限 增 大 时 就 存在 一 个 有 限 
极限 


A'=A— A, (7) 
而 对 于 和 A% 来 说 , 这 就 表示 级 数 (5) 的 收 鳅 性. 
反之 , 如果 已 知 级 数 (5) 收敛 , 于 是 4 一 4A', 那么 在 等 式 (6) 中 令 大 = 一 mm( 当 
n> m 时 ), 改写 等 式 (6) 成 为 : 
An, 一 4m 十 4 
由 此 就 可 以 看 出 , 当 nn 无 限 增 大 时 , 部 分 和 4;, 具有 极限 
4 一 4 十 4/， (8) 
即 是 , 级 数 (2) 收 钱 . 
换个 说 法 : 弃 去 级 数 前 面 的 有 限 个 项 或 在 级 数 前 面 加 进 若干 新 的 项 , 并 不 影响 级 
数 的 性 质 (在 级 数 的 收敛 性 或 发 散 性 的 意义 上 的 性 质 ). 
不 用 4' 而 用 符号 am 表示 级 数 (5) 的 和 (如 果 级 数 (5) 收敛 的 话 ), 新 符号 的 下 
标 指出 在 什么 项 以 后 取 余 式 . 于 是 公式 (8) 与 公式 (7) 可 改写 成 下 面 的 形式 : 


A= Antoanm,am = A A. (9) 


' 215 ， 


[364] 
如 果 把 m 增 大 到 无 穷 , 则 4 一 4, 而 aw 一 0. 所 以 : 
如 果 级 数 (2) 收敛 , 则 它 的 第 m 项 后 的 余 式 的 和 am 随 着 m 的 增 大 而 趋 


29 
于 0. 
我 们 提出 收敛 级 数 的 如 下 的 一 些 简单 性 质 : 


如 果 以 同一 因数 c 去 乘 收敛 级 数 (2) 的 各 项 , 则 它 的 收敛 性 并 不 受到 破坏 


3° 
(而 仅仅 在 和 上 乘 以 c). 
实际 上 , 级 数 

CQ1 十 CaQ2 十 .十 CQn 十 


的 部 分 和 数 4, 显然 等 于 


4 =cal 十 caz 十 :十 cm 一 c(art 二 az 十 十 an) 一 c4， 


并 且 具 有 极限 ch. 
42 两 个 收敛 级 数 

4 一 al 十 aa 十 :十 an 十，…， 
妃 王 和 十 十 :十 如 十 …: 


与 
可 以 逐 项 相 加 (或 相 减 ) 于 是 级 数 
(Qi1 土 引 1) 十 (a2 土 2) 十 … 十 (an 土 by) 十 .…- 


也 收 伊 , 而 它 的 和 相应 地 等 于 A 土 B. 
如 果 4;, B 与 Cu 分 别 表示 上 述 级 数 的 部 分 和 , 那么 , 显然 
Cn 一 (ai 士 b1 ) 十 (a2 士 b2) 十 .… 十 (an 士 67,) 
二 (Ql 十 Q2 十 … 十 Qn) 土 ( 红 十 bz 十 …: 十 bn) = 4An + By. 
取 极 限 , 得 到 
lim C， = lim 4 十 lim B,, 

这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 

5? 收敛 级 数 的 通 项 an 趋 于 0， 

这 也 完全 可 用 初等 方法 来 证 明 : 既然 4,(4。1 也 与 4， 一样) 具有 有 限 极限 4 

Qn, 一 A, — An_1 一 0. 


所 以 
上 述 断 言 中 包含 独 我 们 时 常 要 利用 的 级 数 收 伍 性 的 必要 条 件 . 当 违反 这 一 条 件 
时 , 级 数 显然 是 发 散 的 .但 这 是 很 重要 的 , 就 是 应 该 强调 这 个 条 件 本 喘 并 不 是 级 数 收 
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敛 性 的 充分 条 件 . 换 句 话说 ,即使 在 这 一 条 件 满足 时 , 级 数 也 可 能 发 散 . 上 面 [363,3) 
与 6)] 考 罕 过 的 级 数 


Dit 1 与 盖 二 


束 可 作为 这 种 情形 的 例子 ; 读者 在 以 后 还 可 发 现 这 种 情形 的 许多 别 的 例子 . 


82. 正 项 级 数 的 收敛 性 


365. 正 项 级 数 收敛 的 条 件 ”关于 确定 每 项 都 是 非 负 的 级 数 收敛 (或 发 散 ) 的 问 
题 , 可 极 简单 地 得 到 解决 ; 为 简短 起 见 , 我 们 把 这 种 级 数 简单 地 叫做 正 项 级 数 . 
设 级 数 
>》 on 一 al 二 oa 十 :十 on 十 (A) 


是 正 项 级 数 , 即 an > 0(n = 1,2,3,…). 于 是 , 显然 ， 
Anti 一 4 十 Qn+l 之 4 


即 是 , 序列 4 是 递增 的 . 回忆 单调 整 序 变量 的 极限 的 定理 [34], 我 们 就 直接 得 到 在 
正 项 级 数理 论 中 的 下 面 的 基本 定理 : 

正 项 级 数 (A) 恒 有 和 ; 如 果 级 数 的 部 分 和 上 有 界 , 这 个 和 是 有 限 的 (因而 级 数 是 
收敛 的 ); 在 相反 情形 下 , 这 个 和 就 是 无 穷 的 (因而 级 数 是 发 散 的 ). 

正 项 级 数 收敛 (或 发 散 ) 的 所 有 的 判别 法 , 归根 到 底 , 都 是 根据 着 这 条 简单 的 定 
理 的 . 但 是 , 只 在 很 少 的 情形 下 才能 直接 应 用 这 条 定理 去 判断 级 数 的 性 质 . 下 面 就 是 

这 种 应 用 的 例子 . 
1) 考虑 调和 级 数 岂 


显然 有 下 列 不 等 式 : 


1 1 1 1 
一 一 一 十 .十 一 . -一 一 二 . (1) 
n+l1l nn 十 2 ~ 2n 2n 2 


如 果 在 弃 去 前 两 项 后 , 把 调和 级 数 其 余 的 项 逐次 按 每 组 2, 4, 8,…… , 2” ,..… 个 项 分 成 若干 组 : 


1 lll ll ll 
3 45 6 7 89 16” “2£-1 十 1 2k 
人 

2 22 23 2k—1 


这 个 级 数 从 第 一 项 开始 的 每 一 项 ， 是 相 邻 两 项 的 调和 中 项 .[ 数 。< 叫做 数 a 与 b 的 调和 中 项 , 如 


果 荆 -工人 上 + 的 话 


[365] 8$2. 正 项 级 数 的 收敛 性 . 217 - 


那么 , 这 些 和 中 的 每 一 个 和 都 大 于 3 ; 在 (1) 中 轮流 令 n 一 2,4,8,… ,2*-1,.… 就 容易 断定 这 件 
事实 的 成 立 . 我 们 用 太 , 表示 调和 级 数 的 第 n 部 分 和 , 于 是 , 显然 


1 
Hor > Kk 3. 


我 们 看 出 , 部 分 和 不 可 能 上 有 界 , 故 级 数 有 无 穷 和 . 
我 们 在 这 里 单 担 到 一 点 , 即 当 ns 增 大 时 ,Hn 增加 得 很 慢 . 例如 , 欧 拉 曾经 计算 过 


Hio00 = 7.48 ;全 ,Bioooooo = 14.39.… ,等 等 . 


以 后 我 们 有 机 会 来 更 精确 地 叙述 和 态 , 增加 的 情况 [367, 10)]. 
2) 现在 考虑 一 个 更 普遍 的 级 数 : 


CO 
1 1 ] 1 
$) = ~ 一 — 一 。。- 一 os 7 2 
(9 和 1+ 训 十 高 + 十 地 十 7 > |} 


其 中 s 是 一 个 任意 实数 ; 例题 1) 的 级 数 正 好 就 是 这 个 级 数 的 一 个 特殊 情形 ( 当 s = 1 时 ). 因 与 
例题 1) 中 的 级 数 相似 的 缘故 , 这 个 级 数 也 叫做 调和 级 数 . 

因为 当 s < 1 时 , 所 考虑 级 数 的 各 项 大 于 例题 1) 中 级 数 的 相应 项 , 所 以 , 在 这 一 假定 下 , 所 
考虑 级 数 的 部 分 和 就 更 加 不 可 能 上 有 界 , 于 是 级 数 发 散 ， 

现在 研究 s > 1 的 情形 ; 为 方便 起 见 令 s=1+c, 其 中 o>0. 

与 (1) 类 似 . 这 次 有 


1 1! 1 _ 1 
(n+1)s (n+ 2)s (2n)s ns no 


像 上 面 一 样 , 逐次 分 所 有 的 项 成 若干 组 : 


1 ll li 411 1 I 


3 十 43 ”56s 十 6s 十 7 了 s 十 8s 9s 16s (228 一 ! 十 1)s 十 十 (2%)s 
2 22 23 2k—1 


和 和 用 (2) 容易 证 明 ; 这 些 和 分 别 小 于 几何 级 数 的 下 列 各 相当 项 


1 1 1 1 _ 1 1] 1 
Do M4o | (2 )2 8 (2° )3 ， (2*-1)° 和 (2 )*—1? 
在 这 样 的 情形 下 , 显然 无 论 怎样 取 所 考虑 级 数 的 部 分 和 , 这 个 部 分 和 总 小 于 常数 
1 
_1 1 2 
二 1 十 Ds 十 1 
Do 


因而 , 级 数 收敛 . 
依 s 的 值 而 i 


1 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [366] 


366. 级 数 的 比较 定理 ” 正 项 级 数 的 收敛 性 或 发 散 性 , 常常 用 把 它 跟 另 一 个 已 
知 为 收 全 或 发 散 的 级 数 相 比 较 的 方法 来 确定 ， 下面 的 简单 定理 就 是 这 种 比较 法 的 
基础 . 


要 - 
” (A) 
7 
全 
CO 
bn =b1+b2+ + bn + (B) 
nn 二 1 


如 果 , 至 少 从 菜 处 开始 (比方 说 , 对 于 nn > N), 不 等 式 an 世 by 成立, 那么, 从 级 数 
(B) 的 收敛 性 就 可 推 得 级 数 (A) 的 收敛 性 ; 或 者 同样 地 -一 从 级 数 (A) 的 发 
散 性 可 推 知 级 数 (B) 的 发 散 性 . 


证 明 根据 痉 去 级 数 的 前 面 有 限 多 个 项 并 不 影响 级 数 的 性 质 这 一 事实 [364,1°], 
不 失 普 遍 性 , 我 们 可 以 认为 , 对 于 所 有 的 值 n= 1,2,… 都 有 a < b,. 分 别 用 4， 与 
刀 ， 表示 级 数 (A) 与 (B) 的 部 分 和 , 即 有 : 


2 
设 级 数 (B) 收敛 ; 于 是 , 按照 基本 定理 [365], 和 B,, 有 界 : 
pa (Dem Se 
由 于 上 面 的 不 等 式 , 更 加 有 
a 


再 依 同样 的 基本 定理 , 就 引出 级 数 (A) 的 收敛 性 . 
由 定理 1 推出 的 下 述 定 理 , 有 时 在 实用 上 更 为 方便 : 


定理 2 如 果 极 限 中 


lim 到 一 天 (0<K <+o0) 


存在 , 则 从 级 数 的 收敛 性 , 当 KK < 十 co 时 , 可 推 得 级 数 (A) 的 收敛 性 , 而 从 级 数 
(B) 的 发 散 性 , 当 KK > 0 时 , 可 推 得 级 数 (A) 的 发 散 性 . [由 此 可 见 , 当 0 < 天 < 十 oo 
时 二 级 数 同 时 收敛 或 同时 发 散 . 


00 
在 此 我 们 假定 bs 关 0. 


[367] 24 82， 正 项 级 数 的 收敛 性 :219 ， 


证 明 设 级 数 (B) 收敛 且 K < +oo. 任 取 一 数 = > 0, 依 极限 定义 , 对 于 充分 大 
的 郊 有 


到 < 天 十 cs, 由 此 an < (K + e)br. 


由 于 364,3°, 以 常数 KK +< 乘 级 数 (B) 的 各 项 所 得 到 的 级 数 2(K + s)b。 与 级 数 (B) 
同时 收敛 . 由 此 , 按照 上 面 的 定理 , 推 得 级 数 (A) 的 收敛 性 . 

如 果 级 数 (B) 发 散 上 且 K > 0, 则 在 此 情形 下 , 相反 的 比值 刀 ~ 有 具有 有 限 极 限 ; 级 
数 (A) 一 定 发 散 , 因为 , 如 果 级 数 (A) 收敛 , 则 依 上 面 的 证 明 ， 级 数 (B ) 也 收敛 , 这 与 
假定 相 了 矛盾 . 

最 后 , 再 讲 一 个 比较 定理 , 这 也 是 定理 1 的 推论 . 


定理 3 如果, 至 少 从 某 处 开始 (比方 说 , 对 于 n > N), 不 等 式 @ 


Qlt bn 
SS 
呈 p> (3) 


成 立 , 那么 , 从 级 数 (B) 的 收 伍 性 可 推 知 级 数 (A) 的 收敛 性 , 或 
从 级 数 (A) 的 发 散 性 可 推 知 级 数 (B) 的 发 散 性 . 


证 明 与 定理 1 的 证 明 一 样 , 不 失 普 遍 性 , 可 以 认为 , 不 等 式 (3) 对 于 所 有 的 值 
n 二 1,2,... 都 是 正确 的 . 在 这 情形 下 , 有 


42 22 bs Cn bn 
al bi a bo» 2 
了 还 项 把 这 些 不 等 式 相 乘 起 来 , 得 到 
0 或 de, bi, ne 
bi b 


设 级 数 (B) 收敛 则 以 常数 殊 乘 级 数 (B) 各 项 所 得 寻 的 级 数 守 守 .ba 与 级 数 (B) 同 
时 收敛 . 于 电 按照 定理 1 级 数 (A ) 也 收敛 . 证 毕 
hl 


367， 例题 7 (a 0 
如 果 a < 1, 则 违反 364,5? 收敛 性 的 必要 条 件 , 因而 级 数 发 散 . 当 a > 1 时 , 级 数 的 每 一 项 
小 于 收敛 级 数 六 加 的 各 相当 项 , 故 级 数 收敛 (定理 1 


2 2 收敛 ,因为 


包 在 此 当然 假定 an 与 bn 都 异 于 零 . 


. 220 ， 第 十 一 章 和 常数 项 无 穷 级 数 [367] 


(定理 1). 
3 (0 <z < 37). 
因为 
2 sin 去- < 了， (5) 
旦 级 数 巡 (3 ) 收敛 , 所 以 给 定 级 数 也 收 伍 (定理 1) 
4) 重新 考虑 调和 级 数 学 2， 二 并 按照 定理 2， 把 这 个 级 数 跟 已 知 其 为 发 散 的 级 数 
ye n(n+l) -nn = 7 in (1 二 二】 [363,3] 相 比 较 . 因为 [77,5)(a)] 
1 
ln (1 不 =) 


1 


nN 


lim == 光 归 
所 以 由 此 就 推 得 调和 级 数 的 发 散 性 . 
或 者 按 男 一 种 方式 : 把 有 限 增 量 公式 应 用 到 区 间 [n,n 十 各 上 的 哨 数 mmz 上 去 , 得 到 


1 
n(n+1)-Inn= 3 (0<0<1). 


在 这 情形 下 ， a el 因而 更 加 是 发 散 的 (定理 1). 
5) 类 似 地 , 当 我 们 把 级 数 ;二 5 ( 当 o > 0 时 ) 跟 已 知 为 收敛 的 级 数 了 2 。 2- 


| 相 比 较 时 , 可 以 重新 确定 前 者 的 收敛 性 . 把 有 限 增 量 公式 应 用 到 区 间 fn 一 1,n] 上 的 了 消 数 二 


上 去 , 得 到 ; | 
Oo 
(ml nr (n—0ito (O00 1) 


这 样 , 当 n > 2 时 ， 


el 9 
nito ~ gol-m1) nj 
由 此 , 按照 定理 1, 斌 推 得 所 考虑 的 级 数 的 收 征 性 . 
6) 为 要 用 类 似 的 方法 得 到 新 的 结果 , 考虑 级 数 > 二 一 (这 个 级 数 的 各 项 比 调和 级 数 的 
各 相当 项 更 小 ). 
把 这 个 级 数 跟 已 知 其 为 发 散 的 级 数 


>》 [mn In(n++1)— lnlinnl 


相 比 较 . 应 用 有 限 增 量 公式 到 区 间 [n,n 十 1] 上 的 函数 In lIn x 上 去 , 得 到 : 


1 
人 
二 


由 此 , 按照 定理 1, 我 们 断定 , 各 相当 项 更 大 的 给 定 级 数 更 是 发 散 的 , 
跟 调 和 级 数 及 5) 相 A 性 质 . 依 定理 1， 


> pr 


[367] §2.， 正 项 级 数 的 收 钙 性 - 221 ， 


W 
6) > /n(ni+1) 收 人 钱 : Vn(n2 +1) Ss n3/2" 
全 六 二 (p > 0) 发 散 :(Inn)? < n( 对 于 充分 大 的 n); 


站 


nn 


1 A 1 1 1 
-> =2 (Inn) 人 收 全: (Inn)inn ~ nnInn < 元 (对 于 充分 大 的 n); 
| 1 1 
6) Dn (ln ln a EST > nlnlnlnn 全 二 (对 于 充分 大 的 n); 
co 时 1 1 LN 
(水 ) 3 (Inn)minn 发 衣 : jmin 一 en nn)2 > elnn 一 二 (对 于 充分 大 的 n). 


8) 按照 定理 2， 
(a) 0 王 攻 站 < < 1 时 发 散 : 


i 


1 
CD 
8) 并 osin 荆 (0 < <) 发表:sin 三 : 二 一 mi 类 似 地 ,级 数 on (1 十 二) (z > 0) 
(Wa 一 了 (a 关 1) 也 发 散 ; 
Ds 1 (1— co0s—) 收 化 1 一 cos 卫 :三 一 分， CXF0) 
RR 


jnn 


8 (=- 22) 
me ON 


者 
和 (1 A 2 ) | 
HA2 


利用 在 125,5) 中 讲 到 的 jn(1 + z) 的 展开 式 , 可 以 写 出 


inn Inn 1l1/Iinn\” Inn\’ 
me) = ) + (22) 
Nn Nn 2 nN 1 
其 中 an 一 0, 当 nn 一 co 时 . 于 是 


1 nn ln“ 7 
lL 二 雪 二 Qn 一 


2 


因而 z% 一 1. 即 所 给 的 级 数 发 散 . 

6) 7% (nn - , 

这 儿 也 利用 ln(1 + z) 的 展开 式 , 有 

2 2 1 Ee 
eR + 了 (二 tp Cd . 


pl ( 1 ) 0 8m a 1 Ne 
2n—1 ”3(2n -1) 1 


In 


nl1n 


. 222 . 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 


[368] 
这 样 ， 所 考虑 的 级 数 的 通 项 对 [5 的 比值 具有 极限 3 所 以 我 们 所 考 入 的 级 数 收 人 
10) 最 后 , 考虑 级 数 

一 11 n+t+l 
2 (5 一 了 也 ) 


nn 二 ] 


我 们 已 知 [133,4)] 


in(1 +7z)<z (zt#0,—1< Zz<+o0). 
利用 这 不 等 式 , 可 以 写 出 : 
n=In (1+=) < 
Nn n Nn 
同时 
n+li__in 了 =-m(1- 一 一)> . 
Nn nn 二 1l nn 十 名 nn 十 1 
于 是 
1 十 1 1 1 1 1 
0<——ln 了 一 


由 此 可 见 ,给 定 级 数 的 各 项 都 是 正 的 且 小 于 收敛 级 数 六 三 
定 级 数 收敛 


= [365,2)] 的 各 相当 项 , 因而 , 给 
如 条 用 C 表示 这 个 级 数 的 和 . 则 部 分 和 


Hw—lin(m+i+i1)— CC 
(Hn 总 是 表示 调和 级 数 的 部 分 和 ). 这 儿 可 以 用 jnm 代替 In(n 十 1), 因为 它们 的 差 等 于 1n (1 十 =)， 
这 个 卷 趋 于 0. 最 后 : 用 yn 表示 某 一 无 穷 小 , 对 于 万 。 我们 有 一 个 著名 的 公式 
Hn 三 生灵 十 人 十 人 (4) 
这 个 公式 表明 , 当 n 无 限 增 大 时 , 调和 级 数 的 部 分 和 五 , 像 Inn 一 样 增 大 . 
公式 (和 中 国定 的 常数 C 叫做 欧 拉 常数 .这 个 常数 的 数值 ( 它 是 从 另外 的 办 法 计算 出 来 的 ) 
是 这 样 的 : 


人 一 0.577 215 664 90... 


(5) 
368. 柯 西 判别 法 与 达 朗 贝尔 判别 法 ”把 给 定 级 数 
>》 on 一 al 十 oa 十 :十 an 十 (A) 
二 1 


跟 不 同 的 已 知 为 收敛 或 发 散 的 标准 级 数 相 比 较 , 能 够 引出 其 他 的 可 以 说 是 更 有 组 织 
性 的 形式 56). 


”56) 如 同 前 一 目 , 级 数 (A) 假定 是 正 项 级 数 


[368] $2， 正 项 级 数 的 收敛 性 Fd 


为 了 比较 , 我 们 一 方面 选取 收敛 的 几何 级 数 
Yq* =g+q ++g +...(0<g<1), 


他 方面 选取 发 散 的 级 数 
1 二 1 十 1 十 十 1 十 … 


作为 级 数 (B). 
按 定 理 1 的 方式 把 所 考虑 的 级 数 跟 上 述 二 级 数 相 比较 , 可 得 到 下 列 的 判别 法 : 
柯 西 判别 法 ”对 级 数 (A) 作 序 列 


Co 


如 采 当 nn 充分 大 时 , 不等式 
Ca <qg 


成 立 , 其 中 g 是 小 于 工 的 常数 , 则 级 数 收 伊 ; 如 果 从 菜 处 开始 ， 
Ce 


则 级 数 发 散 . 

实际 上 . 不 等 式 Wan < 9 或 Wan > 1 分别 与 不 等 式 a < gr 或 0, > 1 相当 ; 
和 独 下 的 事 只 是 引用 定理 1 了 &. 

可 是 , 这 个 判别 法 常常 采用 另 一 种 形式 一 一 极限 的 形式 : 

假定 序列 C;, 具有 极限 (有 限 的 或 无 穷 的 ): 


Nh 


那么 当 C <1 时 级 数 收 剑 , 而 当 C > 1 时 级 数 发 散 . 
如 果 C < 1 则 取 小 于 1 一 C 的 正 数 ce, 于 是 C+e <1. 依 极限 定义 ,对 于 n>N， 
有 : 
C—ée<bC, <C+e. 


效 C +s 与 上 述 公 式 中 的 作用 相同 , 故 级 数 收敛 ， 

如 果 C > 1( 并 且 是 有 限 的 ), 则 取 = = C -1 于 是 C -es=1 这 次 对 于 充分 大 的 
n, 即 有 Cn > 1, 故 级 数 发 散 . 当 C = +co 时 也 有 类 似 的 结 

在 C= 1 的 情形 下 , 这 个 判别 法 就 不 能 够 判断 出 级 数 是 否 收 敛 

序列 C。 叫做 柯 西 序列 . 


中 级 数 的 发 散 性 , 当然 , 可 以 简单 地 引用 违反 864,5° 中 收敛 性 的 必要 条 件 这 一 事实 来 确定 . 


"224 - 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [369] 


如 果 依 定理 3 把 级 数 (A) 跟 上 述 的 作出 的 标准 级 数 相 比较 , 就 可 得 到 下 面 的 判 


别 法 
达 朗 贝尔 (d'Alembert) 判别 法 ”考虑 对 于 级 数 (A) 的 序列 
D, = tt. 
Qn 
如 果 当 n 充分 大 时 , 不 等 式 
D,<q 


成 立 , 其 中 g 是 小 于 1 的 常数 , 则 级 数 收 仇 ; 如 果 从 菜 处 开始 ， 
人 力 ， 之 1, 


则 级 数 发 散 外 ， 
在 这 情形 下 , 也 是 利用 下 列 的 极限 形式 更 为 方便 : 
假定 序列 D, 具有 极限 (有 限 的 或 无 穷 的 ): 


lim DD, = D. 


那么 当 DD <1 时 级 数 收 人 钙 , 而 当 DD > 1 时 级 数 发 散 ， 

证 明 与 柯 西 判别 法 证 明 的 情形 一 样 . 

如 果 DD 二 1, 这 个 判别 法 就 不 能 决定 级 数 是 否 收 笋 . 

序列 D 叫做 达 朗 贝尔 序列 . 

在 例题 77,4) 中 我 们 看 到 , 从 序列 D， 的 极限 的 存在 性 就 可 以 推出 序列 C 的 极 
限 的 存在 性 , 并 且 两 个 极限 相等 . 由 此 可 见 , 在 所 有 用 达 朗 贝尔 判别 法 对 级 数 的 收敛 
性 问题 能 够 得 到 答案 的 情形 下 , 利用 柯 西 判 别 法 也 可 以 得 到 答案 . 在 下 面 的 例子 中 
我 们 可 以 看 出 , 相反 的 断言 是 不 正确 的 ; 因而 柯 西 判别 法 强 于 达 遍 由 尔 判别 法 . 但 在 
实用 上 , 利用 达 朗 贝尔 判别 法 通常 是 更 简单 些 . 


369. 拉 阿 伯 判 别 法 “在 上 述 那 些 判别 法 不 适用 的 情形 下 , 必须 采用 更 复杂 的 判 
别 法 , 这 些 判 别 法 是 根据 把 所 考察 的 级 数 跟 另 一 些 标准 级 数 (这 些 标准 级 数 比 起 出 
和 级 数 来 可 以 说 是 收敛 的 “ 较 慢 ”或 发 散 的 “ 较 慢 ?号 ) 相 比 较 而 得 到 的 , 

在 这 儿 我 们 就 来 研究 拉 阿 伯 (Raabe) 判别 法 ; 这 个 判别 法 就 是 利用 定理 3 把 给 
定 级 数 (A) 跟 收敛 的 调和 级 数 
1 1 1 


1 
访 =1+ 庆 十 贡 十 十 头 十 ， (5 > 出 (H;) 


NeE 


你 一 工 


@ 这 儿 , 级 数 的 发 散 性 也 可 从 违反 收敛 性 的 必要 条 件 直接 推出 : 事实 上 , 如 果 2 >1 或 ai > 


Un, 则 Qn, 不 能 趋 于 0. 
外 参 看 375,7). 
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及 发 散 的 凋 和 级 数 


DE 十 二 二 H 
人 2 3 n (HD) 


相 比 较 而 得 到 的 . 在 此 必须 研究 拉 阿 伯 序 列 


拉 阿 伯 判 别 法 ”如果 当 nn 充分 大 时 , 不 等 式 
R», 7 
成 立 , 其 中 了 是 大 于 1 的 第 数 ， 则 级 数 收 敛 ; 如 果 从 某 处 开始 
Rn <1, 
则 级 数 发 散 . 
这 样 , 设 n 充分 大 时 , 即 有 


(人 -1 >r>1 或 2 >1+= 
现在 取 介 于 1 与 > 之 间 的 任意 数 s:r >s>1. 因为 根据 已 知 的 极限 关系 [77, 5)] 
1 SG 
(1+2) _1 


人 一 CO 


7 


那么 对 于 充分 大 的 n 有 


1 3 
+) -1 
、 7 


号 | 一 


内 而 


这 个 等 式 可 改 与 为 如 下 形式 : 


Q7mn 十 1 ( nN ) (n 十 1)s 
一 一 < 一 。 
Qn nn 二 1 1 
7 


等 式 右 端 是 级 数 (H。) 的 相继 的 两 项 ; 应 用 定理 3, 便 可 断定 级 数 (A) 收敛 . 
如 果 从 某 处 开始 
Qn, 
" G 十 1 1) < 1, 


226 - 第 十 一 章 单数 项 无 穷 级 数 [370] 


则 由 此 立即 得 到 


+ 


Qntl 7 nN 二 1 
l 


7 
把 定理 3 应 用 到 级 数 (A) 与 级 数 (H 上 , 就 可 断定 级 数 (A) 的 发 散 性 . 
拉 阿 伯 判 别 法 也 多 半 是 应 用 极限 的 形式 : 
假定 序列 尺 。 具 有 极限 (有 限 的 或 无 穷 的 ): 


lim RR = RR. 


那么 当 有 R > 1 时 级 数 收 合 , 而 当 及 < 工时 级 数 发 散 . 

比较 达 朗 贝尔 判别 法 与 拉 阿 伯 判 别 法 , 我 们 看 出 , 后 者 要 比 前 者 强 得 多 . 如 果 极 
限 D = lim D。 存在 且 异 于 1, 则 对 于 R% = n- 医 一 1 当 D < 1 时 有 等 于 +oc 
的 极限 及 ,而 当 D > 1 时 有 等 于 -oo 的 极限 尺 、 由 此 可 见 , 如 果 达 朗 贝 尔 判 别 法 
对 于 给 定 级 数 的 收敛 性 问题 能 够 得 到 答案 , 则 拉 阿 伯 判 别 法 就 更 加 能 够 得 到 这 答案 
而 且 , 所 有 这 些 情形 都 被 及 所 可 能 取 的 值 中 的 两 个 值 , 即 克 = 土 oo, 包括 净 尽 . 这 样 
一 来 对 于 收敛 性 问题 也 可 以 得 到 答案 的 所 有 其 余 的 有 R 值 ( 除 及 = 1 外), 就 对 应 于 

达 朗 贝尔 判别 法 由 于 D = 1 而 不 能 给 出 确定 答案 的 那些 情形 . 

但 是 , 就 在 这 儿 当 及 = 1 时 我 们 仍然 不 能 回答 级 数 是 否 收敛 的 问题 ; 在 类 似 的 
情形 下 (这 是 非常 少 的 ), 就 必须 采用 更 为 细致 而 复杂 的 判别 法 | 参看 下 面 第 371 目 
的 例题 | 

现在 讲 一 些 例子 


370. 例题 人 
a) > 2 (ln 5 NT -一 0 级 数 收敛 ， 


化 


(5) Te 下 (z > 0),C» 二 二 ~-,C = = 0 : 级 数 收敛 ; 

(8) 5, (三 ) (x > 0;an 是 具 有 极限 的 正 数 序列 ), Cu = 一 . 如 果 a = 0, 则 C= +oo| 
因而 级 数 发 散 ; 如 果 a = +co, 则 C = 0, 因而 级 数 收敛 ; 最 后 , 当 0 < 4 < +co 时 有 C = 二 , 级 
数 的 收敛 与 否 就 决定 于 z: 当 z < a 时 级 数 收敛 , 当 z > a 时 级 数 发 散 . 当 z = a 时 , 在 一 般 情 
形 下 不 能 判断 出 级 数 是 否 收敛 , 级 数 的 收敛 与 否 要 由 an 接近 于 a 的 特性 来 决定 . 

2) 把 达 妆 贝尔 判别 法 应 用 到 下 列 各 级 数 
(2) 1 十 村 > 一 (zz>0,Dn = 一 一 ,D = 0: 级 数 收敛 ; 


nN 十 1 
,DD = Zz: 级 数 当 zz < 1 时 收敛 而 当 z > 1 时 发 散 


1 
6) 》 m1n mar > 0, De = ot 


( 当 z=1 时 可 直接 验证 这 一 点 )， 

B) >》 n= ,2 > 0 s > 0), Du =z( ) ,Da 二 7: 级 数 当 x < 1 时 收敛 而 当 z > 1 
当 x = 1 时 结果 是 调和 级 数 , 这 个 调和 级 数 的 收敛 与 否 , 我 们 已 经 知道 , 是 由 s 来 决 
定 的 . 
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r) > m1n! (=) (z > 0), D», = 一 一 — 二: 当 z<e 时 级 数 收 人 鳅 , 当 x > e 时 发 
| + 动 
散 ; 当 x = e 时 在 极限 形式 下 的 达 朗 贝尔 判别 法 不 适用 , 但 因 序 列 《 十 二 ) 递增 地 接近 e, 于 是 
D» oe CD 
2) To, rT>0),D,= 2 (1+=) ,D = we: 当 z < 二 时 级 数 收敛 ,而 当 z > - 

时 发 散 ; 当 z = 二 1 时 因为 Dn 从 下 面 接 近 人 D = 1, 这 次 如 再 利用 达 上 朗 贝 尔 判别 法 , 就 什么 结果 也 
得 不 到 . 我 们 将 在 下 面 5)(r) 中 讨论 这 种 情形 . 

3) 取 级 数 


1+at+abtabt+abD t+...+ab™ 1!+arb"+..., 
其 中 a 与 b 是 两 个 相 异 的 正 数 . 这 儿 D2n_1 = a, D2n = b, 因而 达 朗 贝尔 判别 法 (在 原 有 的 形式 
下 ) 只 在 数 a,b 都 小 于 1 或 都 大 于 1 时 , 才 使 我 们 能 够 作出 级 数 收敛 或 发 散 的 论断 . 
同时 
C。_ 1 一 Van-ibn-1l 及 C2», 一 anbn—l, 
于 是 C = Vab; 依 柯 西 判别 法 , 当 ab < 1 时 级 数 收敛 而 当 ab > 1 时 级 数 发 散 (显然 , 当 由 = 1 
时 也 这 样 ). 


4) 考虑 级 数 > 7T(n)z", 其 中 x > 0 而 7(n) 表示 自然 数 n 的 除数 的 个 数 ， 由 于 函数 
7(2) 变化 的 反复 无 党 , 这 儿 应 用 达 刀 贝尔 判别 法 是 不 可 能 的 . 但 柯 西 判别 法 完全 可 以 应 用 : 


rT<Cn= VTN) :TS Yn rz, 于 是 C = 7x, 


当 xz < 1 时 级 数 收 合 , 而 当 z > 1 时 级 数 发 散 (显然 , 当 z = 1 时 也 这 样 ). 
现在 讲 几 个 应 on 


Cn-D! 1 z 二 


a) 1+ 7 (2n)!! 2n+1l 


(2n — 1)? 


对 于 这 个 级 数 , 达 衣 贝尔 判别 法 是 不 适用 的 , 因为 D = 一 一 一 一 一 
2n(2n 十 1) 


拉 阿 伯 序 列 : 


1 (并 且 D < 1). 作 


加 2n(2n 十 二) _ (6n — 1)n 
Rn (Cn 二 1 


因为 RR = lim RR = 5 > 1, 所 以 级 数 收敛 . 


(6) ni (iD in) (x > 0). 


因为 Dn = Zin =} 让 入 轩 沪 个 训 用 其 次 , 有 RR = 二 2 于 


是 及 = zx. 这 样 , 当 xz < 1 时 级 数 发 散 , 而 当 z > 1 时 收敛 ; 当 z%$==1 时 得 到 一 个 发 散 的 调和 级 
数 ( 缺 第 一 项 ). 


nn 


B) ye nlz 
Dn=! (z+ a1)(27 + a2) (nroan) 
其 中 x > 0. 而 a 是 具有 极限 a 的 正 的 序列 . 


[371] 


. 228 - 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 
a EE A 
(NT DT antl (n+1)z 7 
数 收 敛 , 当 x > a 时 级 数 发 散 . 当 x = a 时 在 一 般 情形 下 不 能 断定 级 数 是 否 收敛 ; 这 时 级 数 收敛 
的 情形 由 wa” 接近 wa 的 情形 来 决定 . 
(r) 最 后 , 考虑 级 数 
2 
对 于 这 级 数 
e 
To 一 工 | ; 
MA 1 7 y 
| 
为 要 计算 这 个 序列 的 极限 , 我 们 以 下 列 更 普遍 的 表达 式 来 代 和 其它: 
1 e 
= 
z | (1+ 2) - 
这 样 , 我 们 就 可 以 把 微分 学 的 方法 应 用 这 个 表达 式 上 去 了 . 根据 洛 必 达 法 则 , 取 导 数 的 比值 : 
e 二 1 1 Ld 
(1 十 z)z: nl+2zZ) (一 一 | 二 一. (1 十 7X)” 
to)]| | 二 ) 化 } 
| 交 (1: 尼 光志 二 


(1 二 之) 
In(1+ 72)= 7% — =7r ++o(r’), ee =7— 7x’ +t+o(r’), 


必 


立即 得 出 所 求 极限 等 于 5. 级 数 发 散 
371， 库 默 尔 判 别 法 ”现在 我 们 讲 一 个 非常 普遍 的 判别 法 , 库 默 尔 (FE.E.Kummer) 判别 法 、 


我 们 可 把 它 看 成 对 所 求 得 的 具体 的 判别 法 的 普遍 公式 . 


库 默 尔 判 别 法 设 
Cly C2， ;Cn 
是 使 级 数 
1 
Cn 
1 


A 
Qn+t1 


发 散 @ 的 一 个 正 数 序列 . 对 所 考虑 的 级 数 (A) 作 序 列 
Qn, 
一 ntl: 


Ki >0 


若 (对 于 n> N) 不 等 式 
@ 读 者 注意 : 级 数 se 二 发 散 这 一 假定 仅仅 在 推导 发 散 性 判别 法 时 用 到 ; 在 推导 收敛 性 判别 


法 时 不 需要 这 个 假定 . 


[371 8$82.， 正 项 级 数 的 收敛 性 . 229 . 


成 立 , 其 中 5 是 一 个 正常 数 , 则 级 数 收敛 . 如 果 (对 于 n> N) 
Kn <0, 
则 级 数 发 散 . 
证 明 妈 


a 
一 一 一 cn+l>6>0 
C7m 十 1 


(这 个 不 等 式 , 显然 可 以 认为 对 所 有 的 n 都 是 成 立 的 ). 
以 onsl 乘 这 个 不 等 式 的 两 端 , 得 到 


Kn, = cn 


CnQn 一 Cnt1iQntl 之 和. ant1l) (6) 
也 就 是 
cnan 一 Cn+lan+l >0 或 cnan > cniianiil. 


由 此 推 知 , 变量 cnan 单调 递减 , 因而 趋 于 一 个 有 限 极限 (因为 这 变数 以 0 下 有 界 ). 
于 是 , 级 数 


收 伍 , 因为 这 个 级 数 的 前 n 项 的 和 
本 C1Q1 一 Cm 十 1Qmn 十 1 
具有 有 限 极限 . 但 在 这 情形 下 由 不 等 式 (6), 根据 定理 1, 可 得 级 数 》 16an+l 收敛 ,而 给 定 级 
数 (A) 与 这 个 级 数 同 时 收敛 ， 
如 果 对 于 n> N， 


Kn = cn ， Cn 二 1 < 0， 
Qn, 
则 有 
1 
Qntl > Cm 十 1 
Qn 1 
Cn 


内 已 假定 级 数 一 发 散 , 故 按照 定理 3, 级 数 (A) 发 散 , 这 就 是 所 要 证 明 的 
在 极限 的 形式 下 , 库 默 尔 判别 法 是 这 样 的 : 
假定 序列 KK 具有 极限 (有 限 的 或 无 穷 的 ): 


lim Kk», = 大 . 


那么 当 帮 > 0 时 级 数 收 敏 , 而 当心 < 0 时 级 数 发 散 . 
现在 我 们 要 说 明 : 如 何 利用 库 默 尔 判别 法 去 求 得 一 些 作为 它 的 特别 情形 的 重要 的 收敛 性 判 
别 法 . 


. 230 . 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [372] 


a) 例如 , 令 oc, = 1; 使 级 数 休 = 发 散 的 条 件 被 保持 着 . 我 们 有 : 


Qn, ] 

Ki 一 -二 1 一 一 一 一 1 
Qn--1 2 
| 


如 果 序 列 D; 趋 于 极限 D, 则 Kk 趋 于 极限 大 = ee 1(K = 十 co 如 果 人 D=0; 太 二 一 1, 如 
条 也 = 十 co). 当 D > 1 时 , 显然 ,C < 0, 于 是 按照 库 默 尔 判 别 法 , 级 数 发 散 ; 如 果 < 1, 则 
大 > 0, 于 是 级 数 收 敛 . 可 见 , 我 们 重新 得 到 了 达 朗 贝尔 判别 法 . 

6) 其 次 , 令 cn = mw 并 且 看 出 级 数 人 一 发 散 . 表达 式 Ks。 有 下 列 的 形状 


Ks 


人 — (n++1)= Rn,—1. 


Qntl 


如 果 序 列 尺 。 趋 于 极限 及 , 则 Kn 趋 于 极限 K = 也 一 1(K = 土 oo, 如 果 R= +oo). 当 
尺 > 1 时 有 大 > 0, 于 是 按照 库 默 尔 判 别 法 , 级 数 收敛 ; 如 果 尺 < 1, 则 Kk < 0, 于 是 级 数 发 散 . 我 
们 又 得 到 了 拉 阿 伯 判 别 法 ， 

5) 最 后 , 取 on = nln n(n > 2), 这 样 的 选取 是 可 以 允许 的 , 因为 级 数 亲 二 一 发 散 [367,6)] 


= (n+ 1) n(n + 1), 
Qn+l 


这 也 可 以 表示 成 下 列 的 形状 : 


{ an 1\ "+1 j \ n+l 
大 = lnn ln a -In (1+=) = Ba In (1+=) 
Qn+il A ya? 


其 中 8B; 表示 新 的 序列 : 


由 此 就 得 到 新 的 . 
贝 特 朗 (Bertrand) 判别 法 ”假定 序列 B。 具有 极限 (有 限 的 或 无 穷 的 ): 


B = lim B,. 


那么 当 B8 > 1 时 级 数 收 敛 , 而 当 B < 1 时 级 数 发 散 . 

事实 上 , 因为 lim jn (1 再 ~ 二 Ine 三 1, 所 以 库 默 尔 序列 Kk 趋 于 极限 太 = B 一 1(K = 
土 0o, 如 果 B8 = 土 oo). 余下 的 事 只 是 引用 库 默 尔 判 别 法 了 . 

比较 拉 阿 伯 判 别 法 与 贝 特 朗 判别 法 , 就 可 以 重 作 前 面 我 们 关于 达 朗 贝尔 判别 法 与 拉 阿 伯 判 别 
法 所 作 的 同样 的 说 明 [369]. 这 条 愈 来 愈加 敏锐 的 (但 也 就 更 复杂 些 !) 判别 法 的 链条 , 是 可 以 无 限 
制 地 继续 下 去 的 . 


372. 高 斯 判别 法 ”从 达 朗 贝尔 、 拉 阿 伯 与 贝 特 朗 判别 法 , 可 以 很 容易 地 得 到 下 面 的 高 斯 
(Gauss) 判别 法 . 
高 斯 判别 法 ” 设 对 于 级 数 (A), 比值 


2%_ 可 以 表示 成 下 面 的 形状 : 


Qnt1 


82， 正 项 级 数 的 收敛 性 . 231 . 


[372] 
级 数 收 化, 如 果 入 > 1 或 者 如 果 入 二 
TT 


其 中 入 与 几 是 常数 ,而 9 是 有 界 的 量 :|9| 区 工 
Re 
2 . 现 设 入 = 1; 在 这 情形 下 


多 
和 之] 的 情形 可 化 成 达 明 贝尔 判别 法 , 因为 lim 


/05 深沉 人 
Qn+i1 
1 的 情形 就 被 拉 阿 但 判别 法 包括 净 尽 . 最 后 , 如 果 4 == 1, 则 有 


而 多 之 上 的 情形 
Bi enn je a < 


0 


例子 
1) 兰 虑 所 请 超 几 何 级 数 (高 斯 ) a 
Oe (es sh de eo 
EE 汪汪 nn OTD tn 
| Qa:(a+1):B:(8+1) » 
ee 
G(T 
i 
暂时 假定 oa. 8.w.x > 0. 这 儿 
Qn+t1 (a+n)(B +n) 


an (1+n)(Y+n) 


于 是 依 达 朗 贝 尔 判 别 法 立即 可 以 确定 当 x < 1 时 收复 而 当 z > 1 时 发 散 . 如 果 xz = 1, 则 取 比 值 
上 了 
(+ 了 | 


an (1 二 2 十 人 
ant1 (a+n)(B+n) CQ 6 
(1+2) (+ 
并 利用 展开 式 : 
i 
ee 0 Ce n2 ; 
入 n 也 
把 所 取 比 值 表 示 成 下 面 的 形状 : 
0 
VA LA 


Qn+l 


其 中 0; 为 有 界 . 应 用 高 斯 判别 法 , 我 们 看 出 , 级 数 FF(a,B,7Y,1) 当 Y 一 & 一 8B > 0 时 收敛 而 当 
0 时 发 散 . 以 后 我 们 要 回来 讲 在 对 QB,7Y 与 z 更 普遍 的 假定 下 的 超 几 何 级 数 . 


Ya-p< 
2) 另 一 个 可 应 用 高 斯 判别 法 的 例子 是 级 数 
Ce 


I 人 下 (23) + ( (2n)1 


aD 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [373] 


这 个 级 数 当 p > 2 时 收敛 , 当 p < 2 时 发 散 . 在 这 里 按照 泰勒 公式 ， 


ti 2n \? 1 \-? p pp+1) 1 ] 
-二 
Ql (= 这 1) ( 27 本 27 1 .2 (2n.)? 有 


由 此 


=1 十 一 -十 所 (9 有 界 ) 
等 等 . 


373. 麦克 劳 林 - 柯 西 积分 判别 法 ”这 个 判别 法 在 形式 上 与 所 有 上 述 的 判别 法 有 
所 不 同 . 它 是 建立 在 把 级 数 跟 积分 相 比 较 的 观念 上 的 , 并且 是 我 们 为 了 阐明 第 367 
目 例 题 4),5),6) 中 级 数 的 收敛 性 与 发 散 性 而 利用 过 的 那个 方法 的 推广 . 

设 所 讲 到 的 级 数 有 下 面 的 形式 : 


> dE (7) 


其 中 f(n) 是 当 xz=n 时 对 于 x > 1 所 确定 的 某 一 级 数 f(z) 的 值 ; 假定 这 个 清 数 是 
连续 的 , 正 的 单调 递减 函数 . 

考虑 f(z) 的 任何 一 个 原 函 数 F(z); 因为 它 的 导数 F(x) = f(z) > 0, 所 以 F(z) 
与 x 同时 增 大 , 因而 , 当 x 一 +ee 时 , 一 定 具 有 有 限 的 或 无 穷 的 极限 . 在 第 一 种 情形 
下 , 级 数 


CO 


| (8) 


n= 二 1 
收敛 , 而 在 第 二 种 情形 下 , 级 数 发 散 . 我 们 就 把 所 考虑 的 级 数 跟 这 个 级 数 相 比较 . 
按照 有 限 增 量 公 式 , 级 数 (8) 的 通 项 可 表示 成 下 面 的 形状 : 


Fn+1)—- Fmn)= /1(n+0) (0<0<1), 
于 是 由 未 数 f(z) 的 单调 性 
os = jn+1T <F+TJ -Fn < f(n) = an. (9) 


在 级 数 (8) 收敛 的 情形 下 , 由 定理 1, 级 数 总 1 anti 三 ?1f(n 十 1) 收 钙 ,因为 它 
的 每 一 项 小 于 级 数 (8) 的 相当 项 ; 也 就 是 说 , 给 定 的 级 数 (7) 也 收敛 . 在 级 数 (8) 发 
散 的 情形 下 , 给 定 的 级 数 (7) 也 发 散 , 因为 它 的 每 一 项 大 于 级 数 (8) 的 相当 项 . 

这 样 , 我 们 就 得 到 下 面 的 积分 判别 法 一 一 柯 西 判别 法 (这 一 判别 法 首先 由 麦克 
劳 林 以 几何 形式 发 现 ,但 被 人 们 遗 筷 了 ,后 来 又 重新 被 柯 西 发 现 )， 


了 可 以 不 用 1, 而 用 任何 一 个 别 的 自然 数 no 来 作为 序号 n 的 开始 值 ; 这 时 消 数 f(z) 就 必须 在 
二 学 克 丰 二 来 考 度 . 
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积分 判别 法 “在 上 面 所 作 的 假定 下 , 级 数 (7) 的 收 伍 或 发 散 , 决定 于 函数 
F(z) = / f(z)dz 


当 x 一 十 oo 时 是 否 具有 有 限 的 或 无 穷 的 潭 入 
现在 讲 一 些 应 用 这 个 判别 法 的 例子 (除去 367 中 所 考虑 壬 的 以 外 ): 
1) > no2 7 ， nen > 0). 
这 儿 f(z) = 一 一 HZ) 一 
rz:ln I 


2) 2 jn-3 


一 0, 当 z 一 上 +oo 时 : 级 数 收敛 . 


oln ez 


n:lInn:lnlnn 


3) ns inn nm > 0 
在 这 情形 中 
f(z) = F(z)=-— -一 0: 


znz. (nmnz)i+rc， o* (nlnzZ) 


级 数 收敛 . 如 此 等 等 . 
原 晴 数 F(z) 也 可 以 取 定 积分 的 形式 : 


F(x) = / f(a)dt. 
当 z 一 十 oo 时 它 的 极限 叫做 “由 1 到 +eo 的 积分 ”并 这 样 地 表示 出 来 : 
十 ca 
F(Heo) = / f(tdt. 


于 是 ,所 讲 到 的 级 数 (7) 的 收敛 或 发 散 ,， 就 要 看 这 个 积分 是 否 具 有 有 限 值 或 无 穷 
值 而 定 , 乌 
在 这 样 的 形式 下 , 积分 判别 法 就 可 以 有 一 个 简单 的 几何 解释 . 如 果 把 也 数 f(z) 
用 曲线 摘 绘 出 来 (图 54), 那么 , 积分 (x) 就 表示 限制 在 曲线 下 ,xz 轴 上 及 两 个 纵 坐 
标 之 闻 的 图 形 的 面积 ; 积分 下 (二 00), 在 某 一 意义 下 , 可 以 看 作 在 曲线 下 向 右 无 穷 延 
伸 的 整个 图 形 的 面积 的 表达 式 . 另 一 方面 , 级 数 (7) 的 项 al az, …… ,an,"…… 表示 在 点 
Z 二 1,2,… ,nn,… 处 纵 坐 标的 大 小 , 或 者 , 同样 地 , 表示 底 长 为 1, 高 度 等 于 前 述 纵 
坐标 的 那些 矩形 的 面积 . 
由 此 可 见 , 级 数 (7) 的 和 不 是 别 的 , 而 是 那些 外 接 和 矩形 的 面积 的 和 , 也 就 是 那些 
内 接 和 矩形 的 和 只 相差 了 级 数 的 第 一 项 . 这 就 使 得 上 面 所 确立 的 结果 完全 可 从 直观 来 
中 这 就 是 所 谓 反 常 积分 ; 类 似 的 积分 我 们 将 在 第 十 三 章 中 加 以 研究 . 
乌 在 判别 法 证 明 的 这 种 叙述 中 , 不 假定 滑 数 f(z) 的 连续 性 , 仅 利 用 定 积分 (对 单调 函数 , 积分 存 
在 [298,11]]), 便 可 容易 地 进行 . 


[373] 
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" 234 ， 


了 解 : 如 果 曲 线 图 形 的 面积 是 有 限 的 , 那么 , 包含 在 这 曲线 图 形 内 的 梯形 图 形 的 面积 
号 更加 是 有 限 的 , 因而 所 讲 到 的 级 数 收 敛 ; 如 采 曲 线 图 形 的 面积 是 无 穷 的 , 那么 , 包 
含 这 曲线 图 形 的 梯形 图 形 的 面积 也 是 无 穷 的 , 于 是 在 这 情形 下 , 级 数 发 散 . 
现在 对 不 等 式 (9) 的 更 进一步 的 利用 作 一 些 说 明 : 
a) 在 有 限 极限 
lim F(z) = fF(+o0) 


Z 一 十 CO 


存在 的 情形 下 , 对 级 数 (7) 的 余 式 可 以 指出 一 个 很 方便 的 估计 . 这 就 是 , 把 不 等 式 


ak = f(K) < PE) 一 天 (一 1)<ak-l 


对 二 nn 十 1,… ,nn 十 m 加 起 来 , 得 到 : 
所 十 ?7 十 二 


侯 十 10 \ 
< > Qk. 


>》 a <Pnt+m)— FPF(n) 
k=n 


太 二 十 1 


在 这 里 把 m 增 大 到 无 穷 , 取 极 限 : 


OO OO 
< 


> ap < F(+o0) — Fl(n) 
KkK=n 


k= 二 nn 十 1 
或 Co 
二 (10) 
匹 一 多 十 1】 
这 就 给 出 了 所 求 的 上 下 界 的 估计 人， 
因为 
nT 
F(n+m)— Fn)= - f(t)dt. 

当 mm 一 +oo 取 极限 时 这 个 积分 是 反常 积分 +” f(t)at, 因此 在 课文 中 的 不 等 式 (10) 可 以 改写 成 
(10a) 


k=n 二 1 


这 样 : 要 
/ f(t)dt < pS Qk 三 > i < / f(t)dt. 
n 二 1 Nn 


二 ni 十 1 


[374] 82， 正 项 级 数 的 收敛 性 . 235 . 


例如 , 对 于 级 数 2 -二 > (0 > 0) 有 


1 1 
1(7) = Tre t(7) = -oe F(+o00) 0 
及 
] -1 1 
a < 了 人 
k= 元 十 1 -一 


6) 如 采 F(z) 与 z 同时 增 大 到 无 穷 , 那么 这 个 函数 就 使 判断 级 数 (7) 部 分 和 增 
加 的 速度 成 为 可 能 . 考虑 不 等 式 


0< jp) 一 PRE 二 ID 一 下 (1 < fk)— f(E+1) 
并且 把 它们 由 = 1 到 =n 加 起 来 , 我 们 得 到 一 个 递增 的 , 但 是 有 界 的 序列 


PFE) -Ft1) -FDI<AG) -An+D< f0), 


k=1 


这 个 序列 趋 于 有 限 极限 . 对 于 序列 
> f(k)~— PF(n+t1) 


k= 


这 事实 同样 是 正确 的 . 如 果 用 C 表示 这 个 序列 的 极限 , 而 用 o, 表示 无 穷 小 ( 即 所 
述 序列 与 它 自己 的 极限 的 差 ) 就 得 到 公式 : 


-一 ~- 一 -一 ”~ 一 -~ 一” 
tl 


\ 


SA = P(N+t1l)+C+on. 
1 “=! \ 


一 


例如 , 当 f(z) = = 时 ,F(z) = In z, 由 此 又 得 到 第 367 目的 公式 (4). 


374. 时 尔 马 科 夫 判别 法 ” 叶 尔 马 科 夫 (Ermakov,1845 一 1922, 俄罗斯 数学 家 ) 提出 的 独特 
的 判别 法 在 积分 判别 法 的 应 用 范围 内 是 非常 好 的 . 这 个 判别 法 的 陈述 中 并 不 包含 积分 概念 . 
叶 尔 马 科 夫 判别 法 ” 仍 假定 函数 f(z) 当 z > 1 时 是 连续 @、 正 的 与 单调 减 函 数 @， 若 对 译 
分 大 的 Z( 比 如 说 ,了 > Z0) 成 立 如 下 不 等 式 : 
le) ee 
人 
则 级 数 (7) 收敛 ; 若 (对 x 之 zo) : 
， f(e”):e” ' 
| f(z) 
则 级 数 (7) 发 散 . -一 


中 实际 上 , 连续 性 的 要 求 可 以 省 略 . 参看 234 页 的 脚注 @). 
@ 参 看 233 页 的 脚注 . 


> 1, 


6 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [374] 


证 明 设 第 一 个 不 等 式 成 立 , 对 任意 x > zo 有 ( 代 换 +t = e*) 


人 f(a | Fe edu < sf f(t)adt, 


oe 人 rousa| | ph . rd 
«ol A / oa < | ja 


ee” >, (12) 
在 后 一 方 括号 内 被 减 项 是 正 的 . 在 这 种 情况 下 


/ f(t)dt < | f(t)at, 


在 不 等 式 两 端 加 上 [“”f(t)dt, 得 到 


/ ds 二 ) (d= 


I 一 


jd 区 工 (zx0). 


由 此 


因为 


考虑 到 式 (12), 从 而 更 有 


内 为 随 x 的 增加 , 积分 值 增加 , 则 当 x 一 oo 时 存在 有 限 的 极限 


/ f(bdt, 


按照 ( 柯 西 ) 积分 判别 法 , 级 数 (7) 收敛 
假设 现在 是 第 二 个 不 等 式 成 立 , 那么 


/ f(t)adt > 人 f(t)dt, 


并 且 若 在 不 等 式 两 端 加 上 [。 ”f(t)at, 则 


人 f(t)at flt)Jat =y>0 
[因为 , 由 (12) 式 ,zo < ezo]. 现在 定义 序列 
To, Tl1y ,Tn—1l, Tn 


其 中 令 zn = ezn-1; 按照 已 证 明 的 


/ dy 


n—1 
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[a=5 so 


= 


/ f(t)dt = lim | su= tm 


由 积分 判别 法 , 级 数 (7) 发 散 
WE me 应 用 上 面 证 明 过 的 判别 法 , 很 容易 解 出 : 
1 (o > 0). 
a 1 目 表 这 式 
rn 六 


于 十 


由 此 显然 有 


je) .er _ [ona 

f(z) ‘2 
从 而 对 充分 大 的 7， 此 式 小 于 任 甩 正 分 数 9: 级 数 收 鳅 ， 
2) Dn-s n:Inn:lIninn 


这 里 f(z) 二 一 一 , 而 表达 式 


rT:Inrz.:Inlnz x 


—0 (z 一 co)， 


f(z) 
对 充分 大 的 z 此 式 的 值 超过 1: 级 数 发 散 . 
(o>0) 


= nn >08 Css) 


> jn.lInn.: (nnn)lto 
= : 


el (mln 


1 ep 一 0 (zx 一 00) :级 数 收敛 . 


最 后 我 们 指出 , 出 现在 叶 尔 马 科 夫 判别 法 中 的 函数 e*”, 可 用 任意 其 他 单 二 
并 满足 如 下 不 等 式 的 正 遇 数 p(x) 代替 : 


PT) 之 也 ， (12°) 
这 个 不 等 式 代替 (12) 式 . 其 证 明 是 前 述 证 明 的 重复 . 于 是 一 般 形 式 的 叶 尔 马 科 夫 判 别 法 是 对 应 于 
不 同 函数 p(z) 的 选择 而 得 到 的 一 系列 具体 判别 法 的 来 源 ， 
375， 补 充 材料 ”1) 为 了 描述 黎 曼 栖 数 


OO 


| 
os 


二 1 


( 它 仅 仅 对 ac > 0 有 定义 ) 当 o 趋 于 零 时 的 性 态 , 我 们 应 用 估计 式 (11). 
首先 在 (11) 的 第 一 个 不 等 式 中 邻 n = 0, 然后 在 第 二 个 不 等 式 中 令 n= 1, 得 


loCt(l+0o)<1+6 


“038 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [375] 


由 此 有 
lim oC(1 +0) = 
如 果 从 显然 的 等 式 
1 1 | 
Be 3 Kito 
尺 二 十 1 


出 发 , 可 以 得 到 更 精确 的 结果 , 对 任意 的 n 应 用 不 等 式 (11): 


(1T 十) 一 1 二 一 一 


| ， 


1 
-1 dato -1 
二 
1 1 1 1 
<1+t2rt t+= (二 -1 


令 o 一 0 而 取 极 限 , 得 


1 1 
有 


八 

um 

全 

半 

Sa 
| 


< 项 [0+ao -了 人 


最 后 , 由 于 的 任意 性 , 使 n 趋 于 无 穷 , 因为 由 367 目的 (4) 式 , 上 式 中 第 一 个 和 最 末 一 个 式 子 
同 趋 于 欧 拉 常 数 C, 于 是 上 极限 与 下 极限 重合 , 因而 普通 极限 存在 并 等 于 


[这 个 结果 局 于 狄 利克 雷 .] 

2) 设 级 数 (A) 的 项 单调 递减 ; 于 是 级 数 (A) 与 级 数 Nee 
西 ). 

事实 上 , 一 方面 ， 


2 同时 收敛 或 同时 


Azr < al 十 (az 十 a3) 十 .十 (ao 十 :十 api)<al 十 2a2 十 :十 27aok， 
而 另 一 方面 ， 


Ask 一 CQ1 0 ey 十 … 十 Qok) 


1 _ ] 
> a i | 


由 此 即 得 所 求 结果 
四 级 数 一 的 性 质 与 名 然 是 与 发 若 的 级 数 i OL 级 数 


> a (o>0) 0 2 2* . ~ = i i 级 数 bE = 一 发散， 因为 


ai 十 2a2 十 4a4 十 …… 十 pd 


2k ln 2k ae 一 
包 我 们 暂时 还 不 知道 表达 式 6(1+c) 一 一 > 当 o 一 0 时 是 否 存 在 极限 , 所 以 应 用 上 极限 与 下 极 


限 [42]. 我们 可 按照 77 目 5),(o) 半球 总 坟 | 三 _ 1 及 > | 1 的 极限 
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在 这 个 定理 中 , 用 作 比 较 的 级 数 小 2asx 可 以 用 更 普遍 的 级 数 ze ,mka kx 来 代替 , 其 中 
m 是 任何 一 个 自然 数 

3) 设 (A) 是 任意 一 个 收 倒 级 数 . 试 把 通 项 a 跟 = 相 比 较 , 那么 关于 a 的 无 穷 小 的 级 , 可 
以 得 出 什么 样 的 结论 呢 ? 

首先 , 显然 , 如 果 这 些 无 穷 小 一 般 地 是 可 以 彼此 比较 的 [60], 即 如 果 下 面 的 极限 存在 : 


.Qn : 
lim lim nan, = C， 
nN 


De (=) | (13) 


7 
事实 上 ,如果 不 这 样 , 则 由 于 调和 级 数 学 上 的 发 散 性 , 给 定 的 级 数 就 会 是 发 区 的 [366, 定理 2 
这 与 原来 的 假设 矛盾 
可 是 , 这 种 极限 的 存在 , 一 般 地 说 , 并 不 是 非 此 不 可 的 , 这 在 下 面 级 数 的 例子 中 可 以 看 到 ; 
1 | | 1 1 1 1 1 ] 


RE 
下 下 有 


把 级 数 跟 级 数 学 三 相 比较 , 前 者 的 收敛 性 是 显而易见 的 ; 同时 , 如 果 m 不 是 完全 平方 , 则 对 于 


on 2 在 相反 的 情形 下 :na = 1 
但 是 , 如 果 级 数 的 项 单调 递减 , 那么 , 对 于 级 数 的 收敛 性 , 条 件 (13) 仍然 是 必要 的 . 事实 上 ， 
对 任何 的 m 与 n> m: 


则 必须 c = 0, 于 是 


(nN— Mm)an < Qm+l 十 十 an < am， 


Wf ) 了 A)， AM >A/ i" £ E c 
其 中 OQ.m, 是 级 数 的 余 式 . 由 此 Mla < Pliny 要 In > 1d > 人 ~ Cut FN Cc 
NAn < ”Crmm . 
7 a 
设 首先 这 样 取 m, 使 得 am 小 于 任 给 一 数 e > 0; 现在 如 果 假 定 ”如 此 的 大 , 使 得 
(4 上 


则 同时 有 naw < &, 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
作为 结束 , 我 们 指出 , 甚至 对 于 单调 递减 的 项 的 级 数 , 条 件 (13) 也 决 不 是 收敛 性 的 充分 条 件 
这 在 级 数 -一 的 例子 上 可 以 看 出 . 


4) 车 级 数 5 ?dn 发散, 而 Dn 表示 级 数 的 第 n 和 , 则 级 数 》 2 也 发 散 ， 可 是 级 数 
元 


De Dirs(? > 0) 收敛 . [ 阿 贝 尔 阿 贝尔 (Abel) 及 迪 尼 (Dini) 
我 们 有 : | S 
十 1 Tm nn 二 1 十 十 nm Nn 
A A ; 
De BD Pe Di Ln 
不 论 取 nw 如 何 大 , 总 可 以 选 出 这 样 的 m, 使 得 
DD, 


二 本 人 人 人 > 一 ， 
0 ys 十 … 十 De 


Ve 


对 于 级 数 9 全 来 说 , 这 违反 收敛 性 的 基本 条 件 [364,5°], 故 级 数 发 散 


* 240. 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [375] 


为 了 证 明 级 数 》 六 本 Se 的 改作 我 们 采用 类 似 于 柯 西 所 用 的 方法 [373]. 

把 有 限 增 量 公式 应 用 到 由 = = Da-1 到 > = D。 的 区 间 中 的 函数 | -全 = -二 -二 上 
1 1 1 
(元 - 遍 ) = 总 有 ,0 


1 
1 


法术, 所 过 讶 级 的 和 一 和 列 地 小 于 收 人 级 数 了 
上 述 的 断言 ， 忆 BK 做 
5) 若 级 数 下 cn 收 伊 ， 而 Yn 表示 此 级 数 第 n 项 以 后 的 余 式 , 则 级 数 六 一 - 发散 ,可 
是 级 数 Ne 入 收 化 ( 迪 尼 )， 
站 
6) 下 面 的 收敛 性 判别 法 是 不 久 前 萨 波 果 夫 (HH.A.Canmoros) 所 指出 的 : 
若 如 是 正 的 单调 递增 序列 , 则 级 数 


OO 


> 


n=1 
在 这 个 序列 有 界 的 条 件 下 收 敏 , 而 在 相反 的 情形 下 发 散 . 
人 


- 声 ) 的 每 一 项 这 就 证 明了 


A 


dd Untl 一 2 一 > 6 本 一 tm 十 1 一 U1. 
天 一 上 


于 是 所 述 级 数 可 改写 成 
中 
因而 它 的 收敛 与 否 跟 级 数 _ 
的 收敛 与 否 一 一 致 (在 级 数 发 散 的 情形 下 , 可 以 引用 
阿 贝尔 - 迪 尼 的 结果 ,3)) 最 后 的 级 数 的 收敛 或 发 散 , 由 序列 w 是否 有 界 或 无 界 来 决定 


7) 设 给 定 两 个 收敛 级 数 
六 及 > 


后 者 叫做 比 前 者 收敛 较 慢 的 级 数 , 如 果 后 者 的 余 式 y% 比 起 前 者 的 余 式 xy, 来 说 , 是 低 阶 的 无 
穷 小 : 


lim 人 2 =0. 
A 


对 于 每 一 收敛 级 数 》 cn, 可 作 一 个 收敛 较 慢 的 级 数 . 例如 , 只 要 考虑 级 数 
D4 = Dm- Vm)® 


7 二 1 


@ 我 们 取 整 个 和 Yee cn 作为 yo 
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就 够 了 ,因为 在 这 情形 下 yi = VYn. 
现在 考虑 两 个 发 散 级 数 
> d。 及 > d 
nn 二 1 nn 二 1 


我 们 说 后 者 比 前 者 发 散 较 慢 , 如 果 后 者 的 部 分 和 DA 比 起 前 者 的 部 分 和 D; 来 说 , 是 低 阶 的 无 穷 
大 : i 


对 于 每 一 发 散 级 数 5 ds. 可 作 一 个 发 散 较 慢 的 级 数 .为 此 目的 , 例如 , 可 取 级 数 


》 dz 三 VDi 十 》 (VDn — V Dn-1), 
nn 二 1 二 2 
这 儿 Dh = VDn. 
类 似 的 一 些 结论 可 以 利用 4) 及 5) 中 讨论 过 的 阿 贝尔 阿 贝尔 及 迪 尼 级 数 得 出 . 
上 面 所 建立 的 例子 使 我 们 得 到 这 样 的 有 原则 性 重要 的 断言 : 任何 收敛 (发 散 ) 级 数 不 可 能 作 
为 建立 跟 此 级 数 相 比 较 的 吕 另 一 级 数 的 收 化 性 (发 散 性 ) 的 比较 法 的 万 能 的 工具 . 
这 从 
~ -二 = Vmi+Vm 0 


Cn, Yn—l™— Vv 
及 
dn, Dn — Dn_1 
DY 十 
ds VD — VD 1 
可 显然 看 出 . 
8) 设 给 定 两 个 正 数 序列 
ala2 ,an 与 bb ,bn. 


不 论 怎样 的 n, 对 这 两 个 序列 的 前 nn 个 数 成 立 
柯 西 - 赫 尔 德 不 等 式 : 


及 闵可夫 斯 基 不 等 式 : 


nN 去 元 并 nN 
te < (De 1D | 


[133,(5) 与 (7)]. 这 里 是 任意 > 1 的 数 , 而 k' 是 另 一 个 > 1 的 数 , 二 者 由 下 式 联 系 着 : 


中 利用 第 366 目 三 个 定理 中 的 任何 一 个 定理 ， 
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在 这 两 个 不 等 式 中 令 一 co 时 取 极 限 , 我 们 就 得 到 类 似 的 无 穷 级 数 的 不 等 式 ; 


1 


CO 二 天 
> a < boc : (Su | 
i=1 i=1 


2 三 工 


(Ser) 太 {24} 十 | 袜 


7 二 1 2 二 1 
在 此 可 以 顺便 确立 这 样 的 事实 : 从 这 些 不 等 式 中 任何 一 个 不 等 式 的 右 端 两 个 级 数 的 收敛 性 ， 
可 以 推出 左 端 级 数 的 收 钱 性 . 


83， 任 意 项 级 数 的 收 化 性 ”一 


376. 级 数 收 钱 的 一 般 条 件 ”现在 转 到 其 各 项 有 任意 值 的 级 数 的 收敛 性 问题 . 因 
为 根据 定义 , 级 数 、 


Yan =01+a+t tnt (a 


二 1 


的 收 伍 性 可 化 归 级 数 的 部 分 和 组 成 的 序列 
将 (1) 


的 收敛 性 , 自然 会 对 这 个 序列 应 用 收敛 原理 [39|， 由 排列 在 序列 中 取 的 两 个 序号 m 
与 9 不 降低 一 般 性 , 可 认为 n' > n. 并 令 n' = n+ 十 m, 其 中 m 是 任意 一 个 自然 数 . 
否 记 起 
Antm — An = Qns1t ons2 tT Qnim, 
则 相应 于 级 数 的 收敛 原理 可 套用 成 : 
为 使 级 数 (A) 收 仇 , 必须 且 只 需 对 任意 数 es > 0 相应 地 有 这 样 的 数 N, 使 得 当 
n > N 时 , 对 不 论 怎样 的 m= 二 1,2,3,.… 成 立 不 等 式 


ey (2) 


换 句 话说 :级 数 的 充分 靠 后 的 任意 个 数 接连 的 项 之 和 应 该 任意 小 . 
大 假设 级 数 收敛 , 在 不 等 式 (2) 中 特别 取 m = 1, 便 得 : 


Ce Ee DE 
于 征 an+i 一 0 或 ( 即 是 )a,,， 一 0, 我 们 便 又 得 到 级 数 收敛 的 必要 条 件 [364,5°], 这 


一 条 件 远 比 收敛 原理 要 求 的 要 少 : 收敛 原理 必须 不 仅 是 选取 个 别 的 靠 后 的 项 小 . 而 


中 收 维 原理 的 两 个 创立 者 一 一 布尔 查 诺 和 柯 西 一 一 就 是 把 收敛 原理 氢 述 为 无 穷 级 数 的 收敛 
示 件 ， 


[377] 83. 任意 项 级 数 的 收 剑 性 , 243 ， 


昌 是 要 选取 任意 数量 的 靠 后 的 项 的 和 也 应 当 小 ! 在 这 个 意义 上 , 回顾 一 下 调和 级 数 
[365,1)] 以 及 对 它 所 建立 的 不 等 式 (1)( 即 365 目 中 的 (1) 式 -一 译 者 ) 是 有 教 益 的 . 
虽然 调和 级 数 的 通 项 趋 于 0, 但 (本 目的 ) 不 等 式 (2) 当 = = 3 及 m =n 时 ,对 任何 
n 都 不 成 立 , 所 以 调和 级 数 发 散 ! 

然而 , 应 该 指出 , 在 具体 情况 中 实行 上 述 的 级 数 收敛 条 件 的 验证 通常 是 困难 的 . 
所 以 研究 可 借助 更 为 简单 的 工具 使 问题 得 以 解决 的 一 类 情形 是 有 益处 的 . 


377, 绝对 收敛 ”在 上 节 中 , 我 们 看 到 , 对 于 正 项 级 数 的 收 钱 性 ,由 于 有 许多 方 
便 的 判别 法 , 大 部 分 是 容易 确定 出 来 的 . 因此 , 从 把 给 定 级 数 的 收敛 性 问题 化 成 正 项 
级 数 的 收敛 性 问题 这 些 情形 开始 我 们 的 研究 , 就 是 很 目 然 的 事情 了 了 . 

如 果 级 数 的 项 不 全 是 正 的 , 但 从 某 处 开始 成 为 正 的 , 则 在 弃 去 级 数 开始 的 足够 
多 的 项 数 后 [364,1°], 原来 的 问题 就 变 成 正 项 级 数 的 研究 了 .如 有 果 级 数 的 项 是 负 的 ， 
或 者 , 至 少 从 某 处 开始 成 为 负 的, 那么 , 用 改变 所 有 各 项 的 符号 的 方法 [364,3°], 我 们 
束 回 到 已 经 考虑 过 的 那些 情形 了 ， 这样 一 来 , 主要 的 新 的 情形 就 只 是 级 数 的 项 中 有 
无 穷 多 个 是 正 的 , 同时 有 无 穷 多 个 是 负 的 这 种 情形 了 . 下 面 的 普 志 定理 在 这 儿 常 芝 
是 有 用 的 . “ 


定理 设 给 定 项 的 符 瑟 任意 出 现 的 级 数 (A). 若 由 这 个 级 数 的 项 的 绝对 值 所 组 
成 的 级 数 信 


So (A*) 
nn 二 1 
收 化, 则 给 定 级 数 也 妆 化 . 
证 明 从 收敛 原则 可 立即 得 到 所 要 的 证 明 : 不 等 式 
lanti+ant2+ :+antml < lanti| + lant2| 十 十 |an+m| 


表明 , 如 果 对 级 数 (A*) 来 说 收敛 性 条 件 成 立 , 则 对 级 数 (A) 来 说 , 这 收敛 性 条 件 更 
加 成 立 . 

也 可 以 按 另 一 种 方式 进行 讨论 . 把 级 数 (A) 中 的 正 项 按 次 序 重新 编号 组 成 级 数 

》 pp=p1+p2at + pe (P) 


k=1 


同样 得 出 (A) 中 负 项 的 绝对 值 组 成 的 级 数 


Ot (Q) 


wot 


m=1 


中 为 简短 起 见 , 以 后 我 们 把 级 数 (A*) 叫做 级 数 (A) 的 绝对 值 级 数 . 一 一 译 者 . 
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无 论 是 哪 一 个 级 数 的 不 论 多 少 项 , 全 都 是 包含 在 收敛 级 数 (A*) 的 项 , 对 所 有 的 部 分 
和 记 与 Qk, 都 成 立 不 等 式 
Hx < A”, Om < 4 


因而 两 个 级 数 (P) 与 (Q) 收敛 [3651; 它们 的 和 分 别 用 P 与 8@ 表示 . 
如 果 取 级 数 (A) 的 了 项, 那么 其 组 成 中 比如 说 有 大 个 正 项 和 m 个 负 项 , 那么 


A = 0 ge 
7 


这 儿 号 码 上 与 m 与 n 有关. 若 在 级 数 (A) 中 正 项 与 负 项 都 是 无 穷 集 , 则 当 n 一 co 
时 间 时 有 天 一 oo 与 .一 co 
在 这 个 等 式 中 取 极 限 , 便 重 新 得 到 级 数 (A) 收敛 的 结论 , 同时 它 的 和 等 于 


A=P-0Q, (3) 


可 以 说 , 在 上 述 那 些 假定 下 ,给 定 级 数 的 和 等 于 由 级 数 的 所 有 正 项 组 成 的 级 数 的 和 减 
去 由 级 数 所 有 负 项 的 绝对 值 组 成 的 级 数 的 和 所 得 之 差 下 面 我 们 将 应 用 这 -点 

如 果 级 数 (A) 与 它 的 绝对 值 级 数 (A*) 同时 收敛 , 则 称 级 数 (A) 绝对 收敛 .依据 
刚才 证 明 过 的 定理 , 对 于 级 数 (A) 的 绝对 收敛 性 , 单 只 要 级 数 (A*) 的 收敛 性 就 够 了 

下 面 可 以 看 到 , 级 数 (A) 收敛 而 级 数 (A*) 不 收敛 的 情形 是 可 能 有 的 .这 时 级 数 
(A) 叫做 非 绝对 收敛 级 数 

为 要 确定 级 数 (A) 的 绝对 收敛 性 , 可 以 把 上 节 研 究 过 的 所 有 收敛 性 判别 法 应 用 
到 正 项 级 数 (A*) 上 去 . 但 对 发 散 性 判别 法 则 必须 当心 些 : 甚至 级 数 (A*) 是 发 散 的 ， 
级 数 (A) 也 仍然 可 以 收敛 ( 非 绝 对 收敛 ) 仅仅 柯 西 判别 法 与 达 朗 贝尔 判别 法 是 例外 ， 
这 因为 , 当 它们 断定 级 数 (A*) 的 发 散 性 时 , 那 就 是 说 , 级 数 (A*) 的 通 项 lw | 不 趋 于 
0, 在 这 情形 下 ,ao 也 就 不 趋 于 0, 于 是 级 数 (A) 也 就 非 发 散 不 可 了 .因此 , 上 述 的 判 
别 法 可 以 稍 加 改变 后 应 用 到 任意 项 级 数 上 去 . 例如 , 对 于 达 朗 贝尔 判别 法 ( 它 多 半 是 
在 实际 问题 中 应 用 的 ) 我 们 作出 

达 朗 贝尔 判别 法 ” 设 对 于 序列 D* 二 人 存在 一 个 确定 的 极限 


D* = lim D*, 
则 当 D* < 1 时 给 定 级 数 (A) 绝对 收敛 , 而 当 D* > 1 时 级 数 (A) 发 散 ， 


378. 例题 1) 把 达 朗 贝尔 判别 法 应 用 到 370,2) 讲 过 的 所 有 级 数 (a) 一 (x) 上 , 但 弃 去 
zx > 0 这 一 要 求 , 我 们 得 到 : 

(a) 对 于 所 有 的 x 值 , 级 数 绝对 收敛 ; 

(6) 级 数 当 -1 < x < 1 时 绝对 收敛 而 当 z > 1 或 z 世 一 1 时 发 散 ( 当 x = 土 1 时 违反 收敛 
性 必要 条 件 ); 


[378] 83， 任 意 项 级 数 的 收敛 性 . 245 . 


(B) 级 数 当 一 1 < x < 1 时 绝对 收 和 敛 而 当 z > 1 或 z < 一 1 时 发 散 ; 如 果 s > 1, 则 当 z= 土 1 
时 级 数 也 绝对 收敛 , 但 若 0 < s < 1, 则 当 x = 1 时 级 数 显然 发 散 , 而 当 x = 一 1 时 间 题 暂时 是 悬 
而 未 决 的 ; 

(Tr) 级 数 当 -e<z < e 时 绝对 收敛 而 当 z > e 或 x < --e 时 发 散 ( 当 z = 士 e 时 违反 收敛 
性 必要 条 件 ); 

(及 级 数 当 -= < z < 二 时 绝对 收敛 而 当 > > 二 或 了 < 上 时 发 散 ( 当 z = 一 2 时 间 题 暂 
时 是 悬而未决 的 ). , 
I 


2 人 (z # 一切. 
我 们 有 


Z|， 如 采 一 1<zxz<l1， 
* |z| * l 
= D 一 一 一 
也 虐 十 Zm| D， 如 果 z 1, 
0， 如 果 z< -1 或 z > 1; 


好 以 ,对 于 所 有 zz 关 一 1 的 值 , 级 数 绝对 收敛 ， 


7 
这 玫 
总 
1— znt+t! 


， 如 果 一 1<zx<1， 


1， 如 果 z>1 或 z< 一 1 
当 |z| < 工时 级 数 绝对 收敛 ; 当 |z| > 1 时 达 朗 贝尔 判别 法 不 适用 , 但 由 于 违反 收敛 性 必要 条 件 ， 
仍然 可 以 断定 级 数 的 发 散 性 . 

4) 回 到 超越 几何 级 数 [372] 


(g++ (a+t+nom1):8:.(8+1):.…(8+nom1) ， 
0 DP 


其 中 a, ,yz 是 任意 的 (只 假定 参数 a, 0,7 不 为 0 及 负 整 数 ). 

应 用 达 并 贝尔 判别 法 的 新 形式 , 我 们 可 以 确信 : 当 |z| < 1 时 这 个 级 数 绝对 收敛 , 而 当 |z| > 1 
时 发 散 . 

现 设 证 三 1 因为 比值 


六 —a—B+l 
EE i 3 


oie n 

对 于 充分 大 的 n 是 正 的 , 所 以 级 数 的 项 , 从 某 处 开始 后 , 将 有 同样 的 符号 . 在 这 情形 下 , 我 们 照旧 

把 高 斯 判别 法 应 用 到 这 些 项 (或 者 它们 的 绝对 值 ) 上 去 , 这 就 证 明 : 当 yY 一 a 一 6 > 0 时, 级 数 收 
敛 (当然 是 绝对 收敛 ); 而 当 y -a 一 6 < 0 时 , 级 数 发 散 . 

最 后 , 设 z = 一 |. 由 刚才 所 说 的 事实 显然 可 知 ， 当 y 一 & 一 B > 0 时 给 定 级 数 F(a, pf,”y, 一 1) 

的 绝对 值 级 数 收敛 , 于 是 给 定 级 数 在 这 情形 下 绝对 收敛 . 当 y 一 a 一 8 < 一 1 时 , 从 某 处 开始 将 有 


On, / 
+ alon| < 也) 


亿 
一 | < 1 即 laa| < |antil, 
+1 


an 不 趋 于 0, 级 数 发 散 . 
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在 z= 一 1 与 -1 一 & 一 B <0 的 情形 时 级 数 下 (Q, 6B,Yy, 一 1) 收敛 性 的 问题 暂时 是 悬 而 
未 决 的 . 


379. 瞧 级 数 、 突 级 数 的 收敛 区 间 ”考虑 形 如 


>》 anzm 一 ao 十 oaZ 十 aaz2 十 .十 an 十 (4) 
n=0 
的 知 级 数 , 这 需 级 数 仿佛 是 变量 z 按 升 星 展开 的 一 个 “无 穷 多 项 式 ” (ao, a1,a2,:… 在 
这 儿 表 示 常 系数 )， 前 面 我 们 已 经 不 止 一 次 地 跟 这 种 窜 级 数 发 生 过 关系 [例如 , 参看 
前 目 1) (a)—(2)]. 
现在 提出 一 个 间 题 , 即 是 要 说 明 : 震级 数 的 “收敛 范围 "( 即 是 使 级 数 (4) 收敛 的 
那些 变数 的 值 的 集合 区 = {z}) 有 怎样 的 形状 . 这 又 是 上 述 应 用 的 一 个 重要 的 例子 . 
引 理 ”车 对 异 于 0 的 值 zx = 3 级 数 (4) 收 伍 , 则 对 满足 不 等 式 |z| < |z| 的 任何 
一 个 Z 值 , 级 数 (4) 绝对 收 伊 . 
从 级 数 
》 on 和 = 00 十 q 瑟 十 0252 十 ,十 an 十. 


九 一 0 


的 收敛 性 推出 : 级 数 的 通 项 趋 于 0[364,5?]， 因而 是 有 界 的 [26,4?]: 
lanz"| < M (n=0,1,2,3,...). (5) 
现在 取 任 何 一 个 > 使 |z| < |z|, 并 作 级 数 
y、 anz?| = |ao| 十 |aiz| 十 laaz?| 十 … 十 |anz2| 十 (6) 
n=0 


因为 [参看 (5)] 


7 
》 


lanz"| = |anz"|. | < M |= 
而 级 数 (6) 的 各 项 都 小 于 收敛 几何 级 数 
M+M.|=|+M. EM 
化 化 化 


(有 公 比 |=| < 1) 的 相当 各 项 , 所 以 , 依 第 366 目 定理 1, 级 数 (6) 收敛. 在 这 情形 
下 , 我 们 知道 级 数 (4) 绝对 收敛 , 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

当 z = 0 时 , 任何 级 数 (4) 都 显然 收 分. 但 除 这 个 值 外 , 有 对 任何 x 的 值 都 不 收 
全 的 寡 级 数 ， 级 数 沁 ? mlz” 就 可 作为 这 种 “处 处 发 散 的 ” 级 数 的 例子 , 这 很 容易 利 
用 达 朗 贝尔 判别 法 来 断定 . 我 们 对 这 类 级 数 没有 什么 兴趣 


[380] 8$83， 任 意 项 级 数 的 收敛 性 . 247 ， 


我 们 假定 , 对 级 数 (4) 一 般 地 存在 着 使 级 数 收敛 而 异 于 0 的 一 些 值 x = x, 并且 
考虑 集合 {|z|}. 这 个 集合 可 以 是 上 有 界 的 , 也 可 以 是 非 上 有 界 的 . 

在 后 面 一 种 情形 中 , 不 管 怎样 取 x 的 值 , 一 定 可 以 找到 这 样 的 元 使 得 |x| < | 地， 
于 是 依 引 理 , 对 所 取 的 x 值 级 数 (4) 绝对 收敛 . 级 数 是 “处 处 收敛 的 ”. 

现 设 集合 {|z|} 上 有 界 , 而 R 是 它 的 上 确 界 . 如 果 lzl > R, 则 立即 看 出 , 对 这 个 
7 值 级 数 (4) 发 散 . 现在 取 任 何 一 个 zx, 使 |z| < R. 按照 确 界 的 定义 , 一 定 可 以 找到 
这 样 的 1x, 使 得 |z| < |z| < R; 而 按照 引 理 , 这 又 引出 级 数 (4) 的 绝对 收敛 性 . 

所 以 , 在 开 区 同 (一 R, R) 上 级 数 (4) 绝对 收敛 ; 对 于 xX>RR 与 x < 一 R 级 数 显 
然 发 散 , 只 有 在 区 同 的 交点 z = 土 R 上 不 能 作出 普遍 的 断言 , 在 那儿 , 要 看 情况 怎样 ， 
级 数 可 以 是 收敛 , 也 可 以 是 发 散 . 

我 们 所 提出 的 问题 已 经 解决 了 . 

对 于 每 一 个 形 如 (4) 的 加 级 数 ， 只 要 它 不 是 处 处 发 散 的 ,“ 收 化 范围 "多 就 是 从 
一 民 到 RR ( 带 端 点 或 不 带 端 点 ) 的 整个 区 间 ; 这 个 区 间 也 可 以 是 无 穷 的 . 并 且 , 在 区 
间 内 部 , 级 数 绝 对 收 伍 ， 

上 述 区 间 叫 做 收敛 区 间 , 而 数 R(0 < Rg< +co) 叫做 级 数 的 收敛 半径 . 如 果 回 到 
上 目 例 题 1)(a) 一 (n), 那么 , 容易 看 出 , 有 

(a) R= +o00; (6), (8) R=1;(r) R=e; (x) R= = 


对 于 处 处 发 前 的 级 数 取 R= 0: 它 的 “收敛 范围 ” 缩减 为 一 点 x = 0. 


380. 用 系数 表示 收敛 半径 ”现在 我 们 来 证 明 更 为 精密 的 定理 , 在 这 个 定理 中 不 仪 重新 建立 
收敛 半径 的 存在 性 , 而 且 根 据 级 数 (4) 本 身 的 系数 确定 收敛 半径 的 数值 . 


考虑 序列 
pi1=|ail,p2 = Vlaz), ,pn = Van 
用 p 表示 这 个 序列 的 上 极限 [ 它 总 是 存在 的 , 42], 于 是 
p= lim pn = lim /lanl. 
柯 西 -阿达 马 定 理 级 数 (4) 的 收敛 半径 是 序列 pn 二 Vlan| 的 上 极限 p 的 倒数 : 
R= 
p 
(这 时 各 p= 二 0, 则 有 R= 十 oo); 若 p= 十 oo, 则 R= 0). 
柯 西 发 现 的 这 个 定理 后 来 被 遗忘 了 ; 阿达 马 (Hadamard) 重新 又 发 现 了 它 , 并 指出 了 它 的 重 
要 应 用 . 


证 明 情形 I: p = 0， 我 们 来 证 明 , 在 这 种 情况 下 R = +oo, 即 对 任何 z, 级 数 (4) 绝对 
收敛 


因为 序列 { lan|} 由 正 的 元 素 组 成 , 由 p = 0 推出 序列 有 确定 的 极限 : 
lim y lan| = 0; 
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由 此 , 柯 西 序列 当 一 co 时 , 对 任何 zx 


Cn = Vol lz =|z|. Vlan| — 0. 
因此 , 根据 柯 西 判别 法 [368], 由 级 数 (1) 中 各 项 的 绝对 值 组 成 的 级 数 收敛 , 这 意味 着 级 数 (1) 本 
身 绝对 收敛 . 
情形 IE: p = 十 oo. 我 们 证 明 在 这 种 情况 下 RR = 0, 即 对 所 有 的 z 关 0, 级 数 (1) 发 散 . 
因为 
p= lim ) lan| = 十 co， 


那么 显然 可 以 找到 这 样 的 部 分 序列 {ns}, 使 得 


ns 
lim Vlan;| = 十 co. 
一 OO 


因此 , 对 任意 z 关 0, 存在 这 样 的 号 码 各 , 使 得 对 所 有 的 站 > io, 成立 不 等 式 
Vlan| > 四 或 |an, :zx"i|>1. 

我 们 看 出 , 在 这 种 情况 下 , 级 数 收 敛 的 必要 条 件 不 成 立 (级 数 的 通 项 不 趋 于 零 ). 因此 级 数 (4) 
gt p 是 有 限 正 数 :0 < p < +co. 我 们 证 明 , 在 这 种 情况 下 R = > 妈 当 zx| = 时 级 数 
绝对 收敛 , 而 当 |z| > 时 级 数 发 散 . 取 任 意 的 z, 使 得 对 此 有 |z| < 取 es > 0 如 此 之 小 , 使 得 
成 立 不 等 式 


Iz| < . 
pi+é 
对 于 这 个 es, 显然 总 可 以 找到 这 样 的 数 Ne, 根据 上 极限 的 第 一 个 性 质 [42], 使 得 对 所 有 的 n> Na 
有 : 
Vlan| <p+e. 


由 此 推出 , 对 于 所 有 的 n > Ne, 柯 西 序列 


Cn= Vlanz"*|=|z|: Vlan| <|z|:(p+e)<1. 


根据 柯 西 判 别 法 , 由 级 数 (4) 的 各 项 的 绝对 值 组 成 的 级 数 收敛 , 这 意味 着 级 数 (4) 本 身 绝对 收敛 . 
现在 取 任 意 的 z, 使 得 |z| > > 取 = 如 此 之 小 , 使 得 


1 
Iz| > . 
0 一 E 


根据 上 极限 的 第 二 个 性 质 [42], 对 不 论 怎么 大 的 成 立 不 等 式 
V |an| >Pp—&, 
所 以 
Vlanz"*|> |z|:(p—-e)>1. 
因此 , 对 不 论 怎么 大 的 n, 级 数 的 通 项 
[anZ “| > 1 


因而 级 数 (4) 发 散 . 


[381] 8$83， 任 意 项 级 数 的 收敛 性 . 249 . 


381. 殊 稍 级 数 ”级 数 的 项 轮流 地 一 会 儿 有 正 号 , 一 会 儿 有 负 号 的 级 数 , 叫做 交 
错 级 数 . 把 交 销 级 数 的 项 的 符号 明白 地 写 出 来 是 更 方便 的 , 例如 


C1 一 C2 十 C3 一 C4 十 … 十 (一 1)” fo 十 …. (cn > 0), (7) 


关于 交错 级 数 , 有 下 面 的 简单 定理 . 
莱 布 尼 茨 定理 “如果 交错 级 数 (7) 的 项 的 绝对 值 单调 递减 : 
Cn+l 所 Cn (n= 1,2,3,..) (8) 
并 且 趋 于 0: 
lim cn = 0, 
则 级 数 收 伊 . 
证 明 偶数 个 项 的 部 分 和 Czm 可 写成 下 面 的 形状 : 


C2om = (cl 一 C2) 十 (ca 一 C4 ) 十 … 十 (Com_1 一 C2m) 


因为 每 个 括号 都 是 于 数 [由 (8)], 由 此 就 显然 有 , 随 着 m 的 增 大 和 C2;, 也 增 大 . 另 一 
方面 . 如 果 改 写 C5, 成 为 


Cam = C1— (C2 — C3) oo (Com_2 — Cm-_1) — Com, 
那么 就 容易 看 出 ,C2 上 有 界 : 
Com, < Cl1. 


在 这 情形 下 , 按照 天 于 单调 序列 的 定理 [34], 当 m 无 限 增 大 时 部 分 和 Cj, 具有 有 限 
极限 


lim Com 一 C. 


现在 讨论 奇数 个 项 的 部 分 和 C2m_1, 显然 有 ,C2m_1 = C2m + cam， 因为 通 项 趋 
于 0, 故 也 有 


am C2m-1=C. 
由 此 推 知 ,C 就 是 给 定 级 数 的 和 . 


附注 我 们 看 见 过 ,偶数 个 项 的 部 分 和 Cz 递增 地 向 级 数 的 和 C 接近 . 写 
Com_1 成 


Com-1=C1— (Cc2—C3)—— (cam_2— Cam-1) 
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后 , 容易 确定 , 奇数 个 项 的 和 递减 地 趋 近 于 C. 这 样 , 就 总 有 : 
Com <C < Com-_i. 
特别 地 , 可 以 断定 : 
0<C < cl. 


这 使 我 们 得 到 一 个 对 于 所 考虑 级 数 的 余 式 ( 它 本 身 也 是 交错 级 数 ) 的 极 简单 而 方 
便 的 估计 . 即 是 , 对 于 


Ym 三 Com+1l 一 C2m+2 十 "…， 


显然 有 
0 < ?em < Com+1) 
相反 地 , 对 于 
Ta2m-1 三 一 C2m 十 C2m+l 一 一 一 (com 一 Com+1 十 …) 
有 


ya2m 1 < 0,|72m-1| < com: 
这 样 , 在 所 有 的 情形 下 , 菜 布 尼 蒋 型 级 数 包 的 余 式 都 具有 与 自己 的 第 
符号 , 并 且 绝 对 值 比 这 第 一 项 小 。 
在 利用 级 数 作 近似 计算 时 [参看 409| 常常 要 用 到 这 个 附注 . 


382. 例题 1) 下 面 两 个 级 数 都 可 作为 莱 布 尼 深 型 级 数 的 最 简单 的 例子 : 


wo -1)"*-! 1 1 »_11 
一 1 一 二 十 二 一 一 1 一 十 ..,， 
| 1 1 2 +3 十 (一 了 二 十 
(6) 2 nm=1 nl | 315 + (~ an1t 


二 者 的 收敛 性 都 可 从 上 面 证 明 过 的 定理 推 得 . 
但 同时 , 这 两 个 级 数 的 绝对 值 级 数 都 发 散 : 对 于 级 数 (a) 这 绝对 值 级 数 是 调和 级 数 , 对 于 级 数 
(6) 可 得 级 数 


1+irii.. 
3 5 27 一 1 ， 
这 个 级 数 的 发 散 性 从 它 的 部 分 和 
| 1 1 
yh 
k=1 二 1 
可 明显 地 看 出 . 


这 样 , 我 们 就 有 了 级 数 (a) 与 (6) 这 样 两 个 非 绝对 收敛 级 数 的 例子 .[ 以 后 我 们 将 看 到 , 第 一 个 
级 数 的 和 是 ln2, 而 第 二 个 的 和 等 于 二 ; 388,2);405,404.] 


我 们 把 满足 莱 布 尼 次 定理 的 条 件 的 交错 级 数 叫做 莱 布 尼 光 型 级 数 . 


[382] $3. 任意 项 级 数 的 收敛 性 251 . 


2) 按照 莱 布 尼 淆 定理 下 面 几 个 级 数 都 收敛: 


盖 、 (_1n-l 己 oo 1)"-! 
> 3 i i (In ln n)s :(s > 0). 

如 果 以 这 些 级 数 的 项 的 绝对 值 来 代替 级 数 的 项 , 那么 , 我 们 知道 , 当 s > 1 时 得 到 收敛 级 数 ， 
而 当 s < 1 时 得 到 发 散 级 数 . 由 此 可 见 , 原来 的 级 数 当 s > 1 时 是 绝对 收敛 的 , 而 当 s < 1 时 是 
非 绝 对 收 钱 的 . 

特别 地 , 关于 在 370 与 378 中 我 们 曾经 考虑 过 的 窜 级 数 》 1 7 现在 可 以 说 , 在 级 数 收 
伊 区 间 的 端点 z = -1 处 , 当 s<1 Wt 但 非 绝对 收敛 

3) 对 任何 z 夭 0 考虑 级 数 》 1( "sin ~ 一 , 莱 布 尼 光 定理 是 可 以 应 用 的 , 如 果 不 能 记 肝 
这 个 级 数 上 的 话 , 也 可 应 用 到 (对 下 标 来 说 的 ) 余 式 上 事实 上 , 当 nn 充分 大 时 ,sin 一 
有 与 z 相同 的 符号 , 并 且 它 的 绝对 值 随 着 n 的 增 大 而 减少 ， 所 以 级 数 收 合 [显然 非 绝对 收敛 , 参 
看 367,8)(B)]. 

4) 为 了 要 说 明 在 莱 布 尼 茨 定理 中 数 cx 单调 递减 的 要 求 决 不 是 多 余 的 , 我 们 考虑 交错 级 数 


1 1 1 1 1 1 
V2—1 V2+1 VvV3—1 v3+l1 Vn—l1 Vntl 


它 的 通 项 趋 于 0. 它 的 2n 个 项 的 和 等 于 


nn 十 1 nn 二 1 


(A - Rn) Dk 


并 且 与 n 同时 无 限 增 大 : 级 数 发 散 ! 不 难 验 出 , 递减 的 单 凋 性 在 每 一 次 由 项 一 


l : 
为 了 同一 目的 , 发 散 级 数 


变 到 项 


1 
Vn+t+l 


Oo (—1)”-! | 
也 可 以 供 我 们 应 用 , 证 明 留 给 读者 去 作 ， , 
5) 最 后 的 级 数 还 引起 这 样 的 说 明 . 如 果 把 那个 级 数 跟 收敛 级 数 六 > ,人 相 比 较 , 就 
可 发 现 , 它们 的 通 项 的 比值 趋 于 1. 由 此 可 见 , 第 366 有 目 定 理 .2 在 任意 项 级 次 类 似 
6) 利用 发 散 级 数 的 计算 及 在 其 无 穷 和 上 的 作用 , 可 以 导致 悼 论 , 下 面 就 是 一 个 例子 : 


1 1 1 
In2=1-F+3- A+ 
1 1 1 1 1 ) 
= (1+3+3+4+- ) 2 (3+7+ 
1 1 1 ] 1 1 
一 -~ 二 二. .1 一 二 十 二 十 二 一 0 
(+ (+ 了 + 了 + 
知 把 同样 的 变换 应 用 于 级 数 
1 1 
f 2 ta zt (s>0) 
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1 
(i) 
其 中 
11... 
dT TD 3 hs 


当 s < 1( 在 这 种 情况 下 后 一 级 数 发 散 !) 仍 导 致 悖 论 : p < 0[ 参 看 381, 附注 ]. 当 s > 1, 是 收敛 级 
数 , 得 到 通常 的 结果 . 


383. 阿 贝 尔 变 换 ”常常 必须 跟 形 如 
$=) oi;= op + 2p2 + + mlm (9) 
2 一 上 


的 成 对 的 乘积 的 和 发 生 关系 . 同时 在 很 多 情形 中 阿 贝 尔 (Abel) 所 指出 的 下 面 的 初等 
变换 是 有 用 的 
在 讨论 中 引进 和 


Bi=0,B2=P+p,B3=P+h+b6a,... ,Bm= P+ hat + bm, 
于 是 , 在 用 这 些 和 表示 因数 6; 之 后 ， 
Bb1 = Bi,B2 = B» — Bi,Ps = Bs3— Bo,::. ,Pm = Bm — Bm_1, 
可 以 把 和 5 写成 下 面 的 形状 
S = Qa1Bi a2(B2 ~ Bi)+ oa3(Bs3 ~ Bo) 二 十 am(Bmn — Bm_1). 


如 有 果 去 抒 括 号 并 尺 外 聚集 同类 项 , 就 得 到 最 后 的 公式 


$= > oil = (01 — 02)B1 + (02 — 03)B2 + 
i 二 1] 


mC—1 
+(Qm_1 — QOm) Bm_1 + amBm = > (ai — Qi41)Bi + omBm.® (10) 


i 二 1 
[如 果 把 这 公式 改写 成 下 面 的 形状 


mC—1 


> oil = Om Bm 一 >》， (Qi 上 +1l 一 Qi) Bi, 


2 二 1 2 二 1 


则 有 限 和 的 这 个 公式 是 积分 中 分 部 积分 的 类 似 公式 , 现成 为 显明 的 了 : 在 这 儿 以 差 
代 示 微分 号 , 而 以 累加 号 代替 积分 号 ]. 


@ 实质 上 , 我 们 已 经 利用 了 在 证 明 第 二 中 值 定理 时 的 类 似 的 变换 [306]. 


[384j] 83， 任 意 项 级 数 的 收敛 性 , 253 . 


以 公式 (10) 为 基础 , 现在 导出 下 面 的 对 上 述 形状 和 的 估计 
引 理 阿 贝尔 I 引 理 “ 若 因 数 os 都 不 递减 ), 而 和 Bi 的 绝对 值 都 以 
数 工 为 上 界 : 


则 


事实 上 , 因为 在 (10) 上 所 有 的 差 者 有 相同 的 香 号 所 以 


mo—1 
| 和 >》 as 一 aiti| L+loam|:L 
7 二 1 
=L(lai 一 am| 十 |am|) < Lllai| + 2|aml). 


不 难看 出 , 如 果 因 数 as 都 不 递增 并 且 都 是 正 的 , 则 和 的 估计 可 以 简化 


| 性 RD 人 


?一 ] 


以 后 我 们 将 依 不 同 的 情况 屡次 利用 这 些 估计 . 现在 我 们 把 它们 应 用 来 推导 一 些 
比 上 面 所 确立 的 莱 布 尼 次 判别 法 更 普遍 的 收敛 性 的 判别 法 . 


384. 阿 贝尔 判别 法 与 狄 利克 雷 判别 法 ”考虑 级 数 : 
Daonbn = aibi + a2b2 + :+ onbn + (W) 
一 上 


其 中 {an} 与 {bn} 是 两 个 实数 序列 . 
A 都 保证 这 个 级 数 的 收敛 性 . 
阿 贝 尔 判 别 法 若 级 数 


和 (B) 


n= 二 1] 
收 和 化 ,而 数 an 组 成 单 莉 有 分 序列 
|an| 2 


则 级 数 (W) 收 伊 ， 
狄 利克 需 判 别 法 ”车 级 数 (B) 的 部 分 和 总 是 有 界 的 @， 


Bal -MIE 0s) 
中 这 要 求 比 级 数 (B) 收敛 性 的 假定 更 广 . 


. 254 ， 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [384] 


而 数 a 组 成 单调 序列 ， 且 趋 于 0: 
lim a», = 0， 


则 级 数 (W) 收 化 ， 
为 了 确立 级 数 (W) 的 收 全 性 , 在 两 个 情形 中 , 我 们 都 可 求助 于 收敛 原理 [376]. 
因此 考虑 和 


也 十 7 mm 
》 QKkDk = 》 Qn+ibnti; 
k=n 二 1 i 二 1 


这 和 有 具有 (9) 的 形状 , 如 果 令 a = an Bi = bn 的 话 . 我 们 试图 利用 引 理 来 估计 
这 个 和 
在 阿 贝 尔 的 假定 下 , 给 定 s > 0, 可 以 找到 这 样 的 下 标 N, 使 当 nn > N 时 , 不 管 
宕 样 的 p, 不 等 式 
[Dnti 二 Oni2 十 "十 bn+p| < 之 e 
成 立 (收敛 原理 )， 因 而 , 可取 s 作为 引 理 中 提 到 的 数 L.， 于 是 当 n>N 且 m= 
1,2,3,... 时 , 有 : 


n+ 


> QKDK 


大 一 九 十 1 


这 就 证 明了 级 数 (W) 的 收敛 性 . 
在 狄 利克 雷 的 假定 下 , 给 定 s > 0, 可 以 找到 这 样 的 下 标 N, 使 当 n > N 时 有 


< e(lantil+ 2lontml) < 3K .&, 


lan| < &. 


此 外 , 显然 
[Dn+1 十 bn+2 十 .… 十 Dnto| 一 [Bnryp 一 万 -| < 2M, 


并 且 也 可 以 在 引 理 中 邻 工 = 2M. 于 是 , 当 n>N 有 m= 1,2,.… 时 


nn 二 +m 


>》 Qrbr 


k=n+1 
级 数 (W) 的 收敛 性 就 饿 证 明了 . 


附注 阿 页 尔 判 别 法 可 从 犹 利 殉 和 雷 判别 法 推出 . 事实 上 , 从 阿 册 尔 的 假定 可 推 知 
an 具有 有 限 极 限 a. 如 果 改 写 级 数 (W) 成 下 面 两 个 级 数 和 的 形状 


< 2M . (|an+1| 十 2|ansm)|) < 6M . €, 


(an 一 Q)bn 十 Q >》 bn， 
n 二 1 n= 二 1 


则 其 中 第 二 个 级 数 按照 假定 收敛 , 而 把 犹 利克 雷 判 别 法 应 用 到 第 一 个 级 数 上 去 . 


[385] 83.， 任意 项 级 数 的 收敛 性 . 255 . 


385， 例题 1) 如 果 an 单调 递减 且 趋 于 0, 而 如 = (一 1)”-!, 则 狄 利克 雷 定理 的 条 件 显然 
满足 . 因而 , 级 数 
>》 -Do 一 al 一 az 十 aa 一 …: 十 (一 7 on 十 …. 
收敛 , 这 样 , 莱 布 尼 芯 定理 就 可 作为 犹 利克 雷 定理 的 一 个 特别 推论 而 得 到 . 
2) 在 对 于 an 的 同样 的 假定 下 , 考虑 下 列 级 数 (x 是 任意 的 ): 


>》 Qn Sin NY, >》 Qn * COSNZX. 
n= 二 1 n= 二 1 
在 第 307 目的 恒等式 (1) 与 (2) 中 , 令 ga = 0,h = zx, 我 们 得 到 : 
n cos Lx _ cos (n+3)s 
3 2 2 
Sin ?22 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 人， 

一 2 sin ly 

i=] D 

n sin (n+ 3 ) 2 —sin rz 
> ， 2 2 
》 ,COs17 = ， 
i=1 2 Sin 一 氏 


只 假定 z 不 具有 2kr(k = 0, 土 1, 土 2,… ) 的 形状 . 这 样 , 只 要 x 尖 2kr, 对 于 任何 的 mn, 两 个 和 的 
绝对 值 都 以 数 为 上 界 . 


Sin 一 sn 引 
依 犹 利克 雷 判 别 法 , 两 个 级 数 对 于 异 于 2k 的 任何 > 值 都 收敛 ; 可 是 , 第 一 个 级 数 在 x = 2kn 
时 也 收敛 , 其 为 它 的 所 有 的 项 都 变 成 为 0. 
特别 地 , 例如 , 下 列 级 数 收敛 : 


snmz 元 1] \ sinnz AAA 
入 于 ,> (+ + + 一 ,等 等 


3) 我 们 对 形 如 


zo (12) 
九 一 1 
的 级 数 感 到 很 大 的 兴趣 , 其 中 {an} 是 任意 实数 序列 . 这 些 级 数 叫做 狄 利克 雷 级 数 . 
对 于 这 些 级 数 , 可 证 得 下 面 的 引 理 , 这 引 理 跟 第 379 目 中 属于 震级 数 的 引 理 具 有 相似 的 地 方 : 
若 级 数 (12) 在 某 一 值 zx = 3 时 收敛 , 则 这 级 数 对 任何 的 z > 天 都 收 伊 ， 
这 可 从 阿 贝尔 定理 立刻 推出 , 因为 当 z > 元 时 级 数 (12) 可 从 收敛 级 数 


WE 
| 


nn 二 1] 


的 各 项 琵 以 单调 递减 的 正 因 数 一 二 —— (n= 1,2,3,.- ) 得 到 到、 人 弛 六 
”人 
级 数 (12) 有 “处 处 收敛 ” 的 如 像 > 一 一 “有 “处 的 ”, 如 像 ye 一 -. 如 果 除 


On 


去 这 些 情形 , 那么 , 利用 上 述 引 理 ， 容易 饥 立 并 必 轴 困 吉 入 存在 性 它 使 得 级 数 (12) 当 > 入 
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时 收 敏 而 当 = < 和 时 发 散 . 例如, 对 级 数 并 二 说 来 , 显然 , 》 = 1, 而 对 级 数 并 (一 
则 有 和 = 0， 如 果 愿 意 , 对 “处 处 收敛 ”的 级 数 育 认为 = -oo, 而 对 “处 处 发 衣 ” 的 级 闫 则 邻 
入 一 十 oo， 

读者 容易 看 出 它们 跟 宕 级 数 的 类 做 之 点 : 在 两 种 情形 中 , “收敛 范围 ”都 是 整个 区 间 . 但 也 有 重 
大 的 差别 站 区 收 全 的 范围 在 这 外 一 般 地 可 以 跟 收 策 范 轩 不 一 至 例如， 刚才 所 说 的 级 


Ye ( 对 z > 0 收敛 , 但 只 对 > > 1 绝对 收敛 


4) 把 级 数 


一 nlan 
2 str) Tt (13) 


跟 系 数 相 同 的 犹 利克 雷 级 数 (12) 相 比 较 , 而 且 , 当然 认为 zx 异 于 0, 一 1, 一 2,... 等 等 . 

在 这 些 限制 下 , 便 有 这 样 的 定理 , 朗 道 (E.Landau) 定理 :级 数 (12) 与 (13) 对 同样 的 z 值 收 

把 犹 利克 雷 级 数 (12) 的 各 项 分 别 乘 以 因 式 

nin” 
rz(z+1):.…(z+n) 

便 可 得 到 级 数 (13). 当 n 值 充分 大 时 , 这 些 因 式 有 一 定 的 符号 . 此 外 , 从 某 处 开始 后 , 它们 就 单调 
地 变化 着 

事实 上 , 第 n 十 1 个 因 式 与 第 ”个 因 式 的 比值 是 这 样 的 : 


pt) + 


(n= 1,2,3,...), (14) 


TX 十 nn 十 1 1 + 2+i 
n 
但 [125,4)] 
1 \ Tt! z+1 (r+1)z 1 
@ ;) 一- n Ti 2n2 +o (去 ) 
并 且 , 类 似 地 
1 加 (Z ) 1 
1 上 ns n +o (去 )， 
Nn 
由 此 


Gt) _ 1 (z+ Dr | ( 坪 ) 


Tz 十 1 2n2 n2 
n 


从 最 后 的 公式 中 可 以 明白 看 出 : 当 (x 十 1)z > 0 时 上 述 比值 最 后 成 为 大 于 1, 而 当 (zx 十 1)z<0 
时 , 小 于 1. 

为 要 确立 因 式 (14) 的 有 界 性 , 我 们 引用 这 个 事实 [这 在 以 后 在 402,10) 中 要 加 以 证 明 ]: 表达 
式 (14) 当 n 一 co 时 具有 有 限 极限 . 这 样 , 按照 阿 贝 尔 判 别 法 , 级 数 (12) 的 收敛 性 就 引出 级 数 
(13) 的 收敛 性 . 

因为 所 说 的 极限 (如 我 们 看 到 的 ) 永远 异 于 0, 所 以 类 似 的 结论 可 应 用 到 因 式 (14) 的 倒数 上 
去 . 在 这 情形 下 , 根据 同一 定理 , 级 数 (13) 的 收敛 性 就 可 引出 级 数 (12) 的 收敛 性 . 证 明 就 完全 了 . 


[385] $3， 任 意 项 级 数 的 收敛 性 . 257 . 


5) 类 似 的 关系 可 以 在 所 谓 兰 伯 特 (Lambert) 级 数 


>》 oo (15) 


与 医 级 效 1379| 


OO 


>》 QmnZT (16) 


nn 二 1 


之 间 建 立 , 其 中 系数 ac 是 相同 的 ( 值 z = 土 1 当然 除 负 . 更 确切 地 说 : 

若 级 数 -I 
,Dan (A) 
; | 
收 化 , 则 兰 伯 特级 数 (15) 对 所 有 的 z 值 都 收 全 ; 在 相反 情形 下 ， 这 级 数 恰好 在 宫 级 数 (16) 收敛 
的 那些 x 值 下 收敛 .|[ 克 诺 普 (K.Knopp) | 

(a) 首先 设 级 数 (A) 发 散 , 于 是 级 数 (入 ) 的 收敛 半径 是 R < 1. 现 饮 证 , 对 |z| < 1 说 来 , 级 
数 (15) 与 (16) 的 敛 散 情 况 是 同样 的 . 

如 果 级 数 (15) 收敛 , 则 以 zx” 乘 此 级 数 的 项 所 得 到 的 级 数 也 收敛 也 ,因而 级 数 (16) 也 收敛 , 因 
为 它 是 前 述 二 级 数 的 差 [364,4?]: 


2 era "= Te 


现 设 级 数 (16) 收敛 ; 这 时 , 按照 阿 贝尔 判别 法 ， 以 单调 递减 的 因 式 一 ~ 乘 此 级 数 的 项 所 
得 到 的 级 数 


CO 


or Tm > en 


nn 二 1 


也 收入. 因而 , 级 数 (15) 也 收敛 , 因为 它 是 前 面 二 级 数 的 和 [364,4°]: 


CO CO 
> oo | 
Qn, 一 CQ 2 “ Qn 人 ”人 人 四 
1 一 27 1 一 22 
nn 二 1 二 1 


对 |z| > 1 说 来 , 级 数 (16) 显然 发 散 ; 我 们 断定 , 在 这 个 zx 值 下 级 数 (15) 也 发 散 . 事实 上 , 在 
相反 情形 下 , 从 级 数 


的 收敛 性 , 就 会 推出 级 数 


中 如 果 任 何 级 数 , 比方 说 ,y bn 收敛 , 那么 这 就 是 说 , 幕 级 数 > ?bnz" 当 z= 1 时 收 合 , 于 
是 , 依 第 379 目 引 理 , 这 级 数 对 lzl < 1 的 任何 z 说 来 , 显然 收敛 . .在 课文 内 进行 的 讨论 中 , 我们 还 
有 了 两 次 要 利用 这 个 说 明 . 
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1 ?3 
人 WU 
= 1 nN WA 1 nN 
| Rs 
的 收敛 性 [364,4°], 这 与 假定 违背 . 
(6) 如 果 级 数 (A) 收敛 (于 是 R > 1), 则 对 |z| < 1 说 来 , 级 数 (16) 收敛 , 而 级 数 (15) 的 收 


敛 性 可 像 上 面 一 样 确定 出 来 . 剩 下 的 只 要 证 明 级 数 (15) 当 |z| > 1 时 也 收敛 . 
事实 上 , 此 时 =| < 1 而 级 数 


的 ” 
A 


像 上 述 那样 , 收敛 ; 因而 , 级 数 : 


je 


nn 二 1 


i 


也 收敛 [1364,4°]. 
6) 最 后 , 作为 直接 应 0 的 一 个 例子 , 我 们 举 出 恒等式 


el 
4 一 ao 十 al 十 .十 an( 刀 =0,1, 2 ). 


同时 可 假定 |z| 丕 仅 小 于 第 一 个 级 数 的 收敛 半径 RR, 而 且 小 于 1 
实际 上 , 我 们 有 : 


n nC—1 
air” = Ca ,ee 

2 

i=0 i=0 


由 此 , 当 n 一 ce 时 , 只 要 再 确立 4Anx” 一 0, 就 可 得 到 所 要 求 的 等 式 . 为 此 目的 , 在 条 件 
并 < 


下 取 数 >. 于 是 aijr* < L( 对 i 二 0,1,2,:…: 而 言 ) 并 且 


ee 
hua < Ot ed i 区 | I ee | 到 
(i | l—r 


— 
om -一 一 一 | 区 -一 一 ~ 一 一 


最 后 的 表达 式 在 所 作假 定 下 显然 趋 于 0. 
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§4. 收敛 级 数 的 性 质 


386. 可 结合 性 ”无穷 级 数 的 和 数 的 概念 与 有 限 多 个 项 的 和 数 的 (在 算术 及 代 
数 中 所 考虑 的 ) 概念 的 主要 区 别 , 在 于 前 者 中 包含 着 极限 的 过 程 . 虽然 普通 和 数 的 某 
些 性 质 也 为 无 穷 级 数 所 具有 , 但 常常 只 在 满足 一 定 的 条 件 下 才能 具有 ,而 这 些 条 件 
正 是 必须 研究 的 . 在 为 一 些 情形 中 , 我 们 习惯 了 的 许多 普通 和 的 性 质 却 非常 显著 地 
锌 破坏 了 , 因此 , 一 般 地 , 在 这 问题 上 必须 保持 小 心 谨慎 . 
考虑 收敛 级 数 
Dan=01+a2+t + ont (A) 


并 且 用 任意 方式 把 它 的 项 联合 成 若干 组 但 同时 不 改变 它们 的 分 布 位 置 : 
Qi an ni nn 
这 儿 {nx} 是 某 一 从 上 自然 数 序列 中 抽出 的 天 于 下 标的 部 分 增 序列 . 
定理 从 这 些 和 组 成 的 级 数 


(Qi ttom) +t (amtit tan) tt (Gnatit +an) + (A) 


量 收 敛 , 并 具有 与 原 级 数 相 同 的 和 . 换 句 话说 : 收 剑 级 数 具 有 可 结合 性 . 
实际 上 , 新 级 数 的 部 分 和 序列 


Ai, 4 4 
并 非 别 的 , 而 是 原来 级 数 的 和 的 部 分 序列 
4n 4n ,An 


这 [40] 丈 证 明了 我 们 的 断言 . 


ky 


我 们 看 出 暂时 地 一 一 跟 普 通 和 十 分 相似 之 点 ; 但 这 相似 点 会 被 破坏 , 壁 如 
说 , 如 果 我 们 试图 把 可 结合 性 在 相 逆 的 步骤 下 来 应 用 的 话 . 如 果 给 定 收 健 级 数 (A)， 
它 的 每 一 项 都 是 有 限 多 个 加 数 的 和 , 那么 , 去 掉 括 号 之 后 , 我 们 得 到 新 的 级 数 (A), 这 
级 数 就 可 能 是 发 散 的 . 简单 的 例子 就 是 : 级 数 
(一 已 十 (1 一 已 二 (1 一 已 二 .三 0 十 00 二 .一 0 
与 
1 1) (111)—-.…=1-0-0-...=1 


显然 收敛 , 然而 从 这 级 数 去 掉 括 号 后 所 得 到 的 级 数 


1—1+1—1+.… 
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却 是 发 散 的 . 

当然 , 如 果 在 去 掉 括号 之 后 ,我 们 得 到 收敛 级 数 (A), 那么 , 它 的 和 就 与 级 数 (A) 
的 和 相同 .这 由 上 面 已 知 的 事实 推出 . 

在 茶 些 条 件 下 , 可 以 预先 保证 级 数 (A) 收敛 .(A) 中 同一 括号 内 部 所 有 的 加 数 有 
相同 符号 叫 的 级 数 , 就 是 这 种 级 数 的 最 简单 的 情形 . 

实际 上 , 在 这 情形 下 , 当 nn 从 nj_1 变 到 mw 时 , 部 分 和 4， 将 单调 地 变化 , 因而 
将 包含 在 A%,， = Ak_i 与 4 = Ax 之 间 ， 当 充分 大 时 , 最 后 这 两 个 和 与 级 数 
(4) 的 和 4 相差 任意 小 , 因而 对 于 和 A 也 同样 正确 , 即 当 ”充分 大 时 有 4A, 一 A. 

以 后 我 们 将 屡次 利用 这 个 说 明 . 

现在 考虑 这 样 的 例子 : 

例题 “确定 级 数 六 > ， (二 的 收 合 性 :57 

这 儿 首先 出 来 3 个 负 项 , 之 后 5 个 正 项 , 如 此 下 去 .如 果 把 每 个 这 样 的 相同 符号 的 一 群 项 并 
成 为 级 数 的 一 项 , 就 得 到 交错 级 数 : 


一 1 1 
2 | 癌 tt (W) 
容易 确立 不 等 式 
k k 十 1 
ee 全 ee 
2 1 11 
k+l  k2 12 二 1 k2 二 天 (kK+1)?2—1 ~ ki 
i 、 . 1 1 . 1 ] 
例如 , 因为 开头 项 的 和 小 于 上. 12 二 廊 ; 而 后 面 (k 十 1) 项 的 和 小 于 (kk 十 1)x BE 所 


以 , 实际 上 , 整个 和 将 小 于 7 由 此 断定 , 级 数 (1) 的 项 将 趋 于 0, 并 且 它 们 的 绝对 值 单调 递减 . 在 
这 情形 下 , 根据 莱 布 尼 茨 定理 , 级 数 (1) 收敛 , 因而 , 由 于 上 面 所 作 的 说 明 , 所 提出 的 级 数 就 收敛 ， 


387. 绝对 收敛 级 数 的 可 交换 性 ” 设 给 定 具 有 和 4 的 收敛 级 数 (A). 在 级 数 (A) 
中 用 任意 方式 重新 配置 级 数 的 项 后 , 我 们 得 到 新 的 级 数 : 


OO 
》 k= 十 的 十 … 十 0 十 … (A’) 


> 
| 
[NN 


这 级 数 的 每 一 项 of 跟 原 级 数 的 一 个 确定 的 项 a 是 相同 的 @ . 
现在 发 后 了 如 下 的 问题 : 级 数 (A') 是 否 收敛 ? 而 在 收敛 情形 下 , 它 的 和 是 否 等 
于 原 级 数 的 和 4? 在 讨论 这 问题 时 , 我 们 必须 在 绝对 收敛 与 非 绝 对 收敛 级 数 之 间 实 
行 产 格 的 区 别 |. 
对 于 不 同 的 括号 说 来 , 这 个 符号 可 以 是 不 同 的 
并 且 , 没有 遗漏 及 重复 的 下 标的 序列 {fnk} 又 产生 出 自然 数 序列 (只 有 次 序 上 的 不 同 )， 


5 我 们 记得 ,B(z) 表示 数 z 的 整数 部 分 . 
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定理 车 级 数 (A) 绝对 收 伊 , 则 把 它 的 项 重新 配置 后 得 到 的 级 数 (A') 也 收 伍 并 
上 且 具 有 与 原 级 数 相同 的 和 A. 换 句 话说 : 绝对 收敛 级 数 具 有 可 交换 性 . 


证 明 (a) 分 成 两 个 步 又 来 证 明 . 首先 假定 , 级 数 (A) 是 正 项 级 数 . 
考虑 级 数 (A') 的 任意 部 分 和 数 4%. 因为 
gf = aniy 0 = Qnz)y ah = ans, 
所 以 , 取 n' 大 于 所 有 下 标 ni,n2,… ,nw 后 , 显然 即 有 4% < 4 因而 , 更 加 有 
A'<A. 
在 这 种 情形 下 (A’) 是 收敛 的 [365], 并 且 它 的 和 4' 不 超过 A: 
A'<Ah. 


但 级 数 (A) 也 可 从 重新 配置 级 数 的 项 而 得 到 , 因此 , 类 似 地 : 


A<A.. 


比较 所 得 到 的 关系 式 , 就 得 到 所 要 求 的 等 式 4' = A. 
(6) 现在 设 (A) 是 任意 绝对 收敛 级 数 . 
因为 收敛 的 正 项 级 数 


?jlen| = |ai| + leas| + + |on| + (A*) 
人 一 
按照 上 面 证 明 的 , 在 任意 重新 配置 级 数 的 项 时 仍 是 收敛 的 , 所 以 根据 第 377 目 中 的 
定理 , 级 数 (A) 也 同时 保持 目 己 的 (绝对 ) 收敛 性 . 
其 次 , 在 377 中 我 们 曾经 见 过 , 在 级 数 (A) 绝 对 收敛 的 情形 下 , 它 的 和 可 表示 成 


A=P— @, 
其 中 与 8 是 正 项 级 数 、 
>》 Pr (P) 
k=1 
本 OO 
> gm, (Q) 


它们 分 别 是 由 级 数 (A) 的 正 项 和 由 级 数 (A) 的 负 项 的 绝对 值 组 成 的 级 数 . 级 数 (A) 
中 项 的 重新 配置 引起 这 两 个 级 数 中 项 的 重新 配置 , 但 并 不 影响 到 ( 按 上 面 的 证 明 ) 它 
们 的 和 已 及 Q@. 因而 级 数 (A) 的 和 仍然 是 先前 的 和 , 这 束 是 所 要 证 明 的 . 


. 262 . 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [388] 


388. 非 绝 对 收敛 级 数 的 情形 ”现在 来 研究 非 绝对 收敛 级 数 而 要 确定 它们 并 不 
具有 可 交换 性 : 在 每 个 这 样 的 级 数 中 , 由 于 级 数 的 项 的 适当 的 重新 配置 , 可 能 改变 它 
的 和 , 或 者 甚至 完全 破坏 了 收敛 性 . 

假定 级 数 (A) 收敛 , 但 非 绝 对 收敛 ， 从 收敛 性 推 知 lim an = 0 [364,5°]， 至 于 我 
们 在 上 目 中 讲 到 过 的 级 数 (P) 与 (Q), 那么 , 虽 则 显然 


,lim px = 0 与 lim qm = 0, (2) 


但 在 给 定 的 情形 下 , 它们 二 者 都 发 散 . 

事实 上 , 春 上 与 mm 分 别 表示 级 数 (A) 中 前 n 项 中 正 项 的 数目 与 负 项 的 数目 , 则 
成 立 等 式 

An = Pi — Om, A5, = Pr Om. (3) 

应 强调 的 是 三 个 号 码 n,k,m 中 , 有 一 个 可 以 任 取 , 其 他 两 个 则 据 它 而 选 定 , 从 (P) 或 
(Q) 之 一 的 收敛 性 , 根据 (3) 中 第 一 式 必 然 会 得 出 另 一 个 的 收 伍 性 , 而 由 这 两 个 级 数 
的 收敛 性 , 根据 (3) 中 第 二 式 推出 级 数 (A*) 收敛 一 一 这 与 假设 矛盾 . 

现在 要 证 下 面 的 有 名 的 黎 曼 定理 : 

黎 受 定理 ” 若 级 数 (A) 非 绝 对 收敛 , 则 无 论 预 先 取 怎 样 的 数 BB( 有 限 的 或 者 等 于 
士 co), 都 可 以 这 样 重新 配置 这 级 数 中 的 项 , 使 得 变形 后 的 级 数 具 有 和 B. 


证 明 先 讨论 有 限 数 B 的 情形 . 首先 指出 , 由 级 数 (P) 与 (Q) 的 发 散 性 , 根据 
364 日 1°, 可 推出 , 它们 所 有 的 余 式 同样 也 都 发 散 , 于 是 这 两 个 级 数 中 的 每 一 个 ,从 
任何 地 方 开 始 , 可 以 收集 那么 多 的 项 , 使 得 和 超过 任何 一 个 数 . 


利用 这 些 说 明 , 我 们 就 用 下 面 的 方式 作出 级 数 (A) 的 项 的 重新 配置 . 
自 和 完 取 给 定 级 数 的 这 样 多 的 正 项 (按照 它们 在 级 数 中 位 置 的 次 序 ), 使 得 它们 的 
和 超过 数 B: 
D1 十 D2 十:… 十 Di > 号. 


在 它们 之 后 接着 写 出 负 项 (按照 它们 在 给 定 级 数 中 位 置 的 次 序 ) 取 这 样 多 项 使 得 
总 和 小 于 B: 


D1 十 Da 十 '… 十 Di 一 9 一 和 2 一 :一 gm <B. 
之 后 又 这 样 放 上 一 些 正 项 (从 其 余 的 数 中 取出 的 ) 使 得 


Pi 二 i 二 Dk 一 9 一 :一 gm 十 Dk+l 十 :十 Dh >>B. 
然后 收集 这 样 多 的 负 项 (从 余下 的 数 中 取出 的 ), 使 得 


| 
D1 十 十 Di 一 和 一 :一 gm 十 DTLI 十 :十 Dis ~— Gmitl CO— -~— qm <B. 
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如 此 下 去 . 我 们 设想 这 个 步骤 继续 到 无 穷 ; 显然 级 数 (A) 的 每 一 项 连同 自己 的 符号 ， 
会 在 一 定 的 位 置 由 现 . 

写 出 项 p 或 9 后 , 如 果 每 次 收集 的 项 不 多 于 实现 所 要 求 的 不 等 式 必要 的 项 , 则 
在 这 一 面 或 那 一 面 与 数 B 的 偏差 , 按 绝对 值 不 超过 最 后 写 出 的 项 . 于 是 从 (2) 显然 
可 见 , 级 数 


(D1 十 十 Pp) 一 (1 十 … 十 qm) 十 …: 
HR 二) 


具有 和 B. 由 于 386 的 说 明 , 这 在 去 掉 括 号 之 后 仍然 是 正确 的 . 

如 果 B = +co, 那么 , 取 增 大 到 无 穷 的 数 Bi 的 序列 后 , 束 会 有 可 能 收集 到 遵从 
我 们 的 要 求 的 正 数 , 使 得 和 依次 大 于 B1, Bz, Bs 等 等 , 而 从 负 项 收集 的 数 只 需 依 次 放 
在 每 一 正 数 组 之 后 , 用 这 方法 , 显然 会 作出 具有 和 是 +oo 的 级 数 . 类 似 地 可 以 得 到 
和 是 -00 的 级 数 呈 . 

上 面 确立 的 结果 着 重 表明 这 样 的 事实 : 非 绝 对 收敛 性 只 是 由 于 正 项 与 负 项 的 互 
相抵 消 才 能 实现 , 并 且 主 要 由 这 些 项 一 个 跟着 一 个 的 次 序 来 决定 ; 但 是 ,绝对 收敛 性 
则 根据 这 些 项 减 小 的 速度 , 而 与 它们 的 次 序 无 关 ， 

例题 1) 考虑 显然 非 绝对 收敛 的 级 数 


1 1 1 1 ] 
1 一 一 十 一 一 一 十 ... -一 一 十 ..， 4 
2 3 4 "2k -1 Dk (9) 
一 一 一 -一 


十 二 一 二 一 二 十 "十 二 一 一 一 一 一 十 … (5) 
ae 


我 们 断定 , 这 样 调换 后 的 级 数 的 和 减 小 了 一 半 . 
事实 上 , 如 果 分 别 用 A 与 A%, 表示 这 两 个 级 数 的 部 分 和 , 则 


， 1 1 1 ~"/ 1 1 
4n= > (于 二 4k—2 元 ) = ) (Fr3 二 


于 是 44，_， ;ln2, 因为 


J 7 / 7 1 
43m_1 = 43m 十 与 Am 三 43， -1 十 4 7 
趋 于 同一 极限 = ; In2, 所 以 级 数 (5) 收敛 并 且 即 以 此 数 为 自己 的 和 . 


中 读者 容易 想 出 , 如 何 安排 给 定 级 数 的 项 , 使 得 变形 过 的 级 数 的 部 分 和 , 具有 两 个 预先 给 定 的 数 
B 与 C > B 作为 最 夫 和 的 与 最 路 的 极 恨 . 


-2364 ， 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [389] 


2) 如 果 从 调和 级 数 的 部 分 和 五, 的 公式 [367(4)] 


1 1 
Ha=1+35+ + =Inn+tC+yn 


2 
出 发 (其 中 C 是 欧 拉 常数 , 而 yn 是 无 穷 小 ), 可 以 得 到 更 普遍 的 结果 . 由 此 , 首先 有 
1 1 1 ] 1 I 1 
1+2+4.1 1 HlH,-1 2+zmnk+dc+ 1 
了 十 DK] 2k 5 k 二 nN > 5 Y2k SYk- 


现在 把 级 数 (4) 的 项 排 成 这 样 的 次 序 : 首先 放 p 个 正 项 与 g 个 负 项 , 然后 又 放 p 个 正 项 与 g 
个 负 项 , 如 此 下 去 . 为 了 要 确定 出 级 数 
1 1 1 1 1 1 


1 
1 十 二 十 .… 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 十 .十 一 一 ~、 _... 
3 2D 一 1 2 2g 2D 十 1 4p—1 29 十 2 


的 和 , 轮流 把 2 项 或 4 项 的 序列 组 结合 起 来 是 更 方便 的 . 用 这 方法 得 到 的 级 数 的 部 分 和 42。 等 于 


Azn = 1n [2 /| 二 own on — 0) 
a \ 


并 且 趋 于 极限 In (2V 5 和 42n-1 也 趋 于 同一 极限 . 最 后 , 由 于 386 的 说 明 , 级 数 (6) 也 将 以 


这 个 数 In (2V2 作为 自己 的 和 ， 


特别 地 , 对 级 数 (4) 说 来 , 可 得 到 In2(p = 9 = 1), 对 级 数 (5) 说 来 , 与 1) 中 一 样 , 得 到 
l In2(p = 1,g = 2). 类 似 地 : 


2 
1 1 1 1 1 3 
1 二 一 一 一 十 二 十 二 一 一 二 一 ]n2 20 二 1 
l 1 1 ] 1 1 1 } 1 1 
23 4 6 8t3 10 BB AM B15 -0 (=19=4, 
如 此 类 推 . 


我 们 指出 , 如 果 正 项 及 负 项 的 序列 组 中 的 项 数 从 一 组 到 另 一 组 还 要 改变 的 话 , 那么 , 这 个 变 
的 规律 容易 这 样 选择 , 使 得 对 变形 过 的 级 数 来 说 , 实际 上 , 得 到 任何 预先 给 定 的 和 . 这 点 留 给 读者 
去 证 明 . 


389. 级 数 的 乘法 ” 关 巴 两 个 收 和 敛 级 数 的 逐 需 相 加 | 厂 相 减 ), 以 及 以 常数 因数 与 


收 合 级 数 逐 项 相 乘 , 已 经 在 364,3。 与 4 中 讲 过 . 现在 我 们 研究 级 数 乘 法 的 问题 
设 给 定 两 个 收敛 级 数 


4= >》 an=a1+a2+ Tan t+ (A) 

n=1 

也 OO 
B= 》 bm=01+bo++bm+ (B) 


7 一 ] 
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仿照 有 限 和 乘法 的 规则 , 在 这 儿 也 考虑 这 两 个 级 数 的 项 所 有 可 能 的 成 对 的 乘积 aibx; 
从 这 些 乘积 可 作出 无 穷 窟 阵 


这 些 乘积 可 以 用 很 多 方法 排 成 简单 序列 的 形状 . 例如 , 可 以 按 对 角 线 或 按 正 万 形 


写 出 乘积 
Q201 a3b1 机 
人 1 Do a20» Qabo “0 


Qa1b3 Qa2b3 Q303| … 


aib1 Q201 Qa301 .…. 


一 -一 
它们 分 别 引出 序列 
Q1b1; Q102, Q201; Q1b3, 02b02, 4301; (8) 
或 
Q1b1; Q1b2, 0202, Q201; Q103, Q2b3, Q3b3, 03b2, 0301; (9) 


柯 西 定理 ”如 果 级 数 (A) 与 (B) 绝对 收敛 , 则 由 在 任何 次 序 下 得 到 的 (7) 的 那 
些 乘积 组 成 的 级 数 也 收敛 , 并 且 这 级 数 的 和 即 是 和 的 乘积 AB. 


证 明 按照 假定 , 级 数 


S jan = laal+loa| 二 十 aa 十，… (A*) 
nn 二 1 

与 
> lom| = | 好 | 十 lt 十 :十 bm 十 … (B*) 
m= 二 1 


收敛 , 即 具有 有 限 和 , 比方 说 ,4* 和 B*. 
把 乘积 (7) 的 那些 用 任意 方式 排列 成 序列 的 形状 后 , 从 它们 作出 级 数 


co 
>》 aisbk。 = Qi bki 十 Qiz bk2 十 … :十 Qisbks 十 (10) 


SS 一】 


:266 . 第 十 一 章 和 常数 项 无 穷 级 数 [389] 


为 要 证 明 相 应 的 绝对 值 级 数 


OO 


loisbrs| = |oabr | + |essbkal + -+ osbrs| + --- (11) 


$s 二 1 
的 收敛 性 , 考虑 它 的 第 s 部 分 和 ; 如 果 用 > 表示 记号 加, iiio, ja ,is,ks 中 最 大 的 
一 个 , 则 显然 ， 


| 二 [Re 和 四 证 |ai, bk | < 
(Iaal lool ow) (or 0 tu tb SA DB., 


由 此 [365] 得 出 级 数 (11) 的 收敛 性 , 因而 也 得 出 级 数 (10) 的 绝对 收敛 性 

剩 下 的 只 是 确定 级 数 的 和 . 为 此 , 我 们 先 给 级 数 (10) 的 项 以 更 适当 的 排列 , 因 
为 , 这 个 级 数 , 像 绝 对 收敛 级 数 一 样 , 具有 可 交换 性 [387]. 把 这 些 项 按 正方 形 像 (9) 
中 那样 排列 出 来 后 , 我 们 把 彼此 涩 在 同一 正方 形 的 序列 组 合并 起 来 : 


Q1b1 十 (a1b» 十 Q2bo 十 0Q201 ) —— (a1b3 十 Q203 十 Q3b3 十 wapb2 十 Q3b1 ) 十 ……: (12) 


若 像 通常 那样 用 4, 与 B;, 表示 级 数 (A) 与 (B) 的 部 分 和 , 则 对 级 数 (12) 说 来 , 部 
分 和 是 
A1B1, A2B»2, A3 Bsa,:.. ,Axk Br, 
它们 趋 于 乘积 4B, 这 样 一 来 ,4B 就 不 仅 是 级 数 (12) 的 和 , 而 且 也 是 级 数 (10) 的 和 
Ts 
在 级 数 的 实际 相 乘 时 , 像 (8) 中 按 对 角 线 排列 (7) 的 那些 乘积 , 常常 是 更 便利 的 : 
通常 把 在 同一 对 角 线 上 的 那些 项 结合 在 一 起 : 


AB = aibi 十 (a10b2 | Q201 ) 十 (a1b3 十 Qop2 十 0301 ) 十 ……， (13 ) 


柯 西 即 是 首次 把 两 个 级 数 的 乘积 表示 成 这 种 形式 的 . 今后 , 我 们 把 上 述 级 数 称 
为 级 数 (A) 与 (B) 的 柯 西 形 陈 的 乘积 . 
例如 , 设 把 下 列 两 个 震级 数 相 乘 : 


OO 
> On 


n=0 


> A 

7 一 0 
并 且 z 取 在 相应 的 收敛 区 间 内 部 , 379] 在 这 情形 下 , 不 难 想 出 , 上 述 方法 可 得 出 乘 
积 中 同类 项 的 系数 : 


OO OO 
> QnT™ : >》 bzZ7 = Qobo 十 (aobl 十 aipo)zZ 十 (aob2 十 Qlb1l 十 02b0)7Z2 国 卫 直下 
n= 二 0 


7 一 0 


这 样 一 来 , 两 个 震级 数 的 柯 西 形式 的 秋 积 被 直接 表 为 寡 级 数 的 形式 
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390. 例题 1) 级 数 


tt te tt (zl| <1) 


自 乘 , 用 这 方法 可 得 


CT 7 = 》 ne" 一 1 十 2 十 302 + +nen 十 
1 
2) 把 级 数 
1 Sm na nn 
T= 2 (1) Zn 一 1 一 zz 一 十 (oz 十 
0 
与 级 数 
2 .7T™ x2 r3 .7™ 
A 十. 14 
2 (-D7 = 十 (0 + (14) 


1 
相 乘 (其 中 |z| < 1), 给 出 这 样 的 结果 : 


》 (DHer*=2— (+ Z 十 .十 (一 臣 (1 
k=1 
以 后 我 们 将 看 到 [405], 级 数 (14) 的 和 是 In(1 + x), 于 是 最 后 的 展开 式 是 函数 二 2 


3) 求 出 (z 是 任意 的 ) 


提示 利用 公式 


4L=0 
答 宋 
一 2plz2 
1 
4) 恒等式 [参看 385,6)|] 
1 
Art" = Ts 2 on? 
n=0 n= 二 0 
或 CO 
> anz”=(1 -7) > Anz” (其 中 4 = ao 十 al 十 :十 an) 
九 一 0 nn 二 0 


容易 用 逐 项 相 乘 的 方法 证 明 . 
同时 , 若 在 区 间 (一 RR, R)(0 < R < 1) 内 , 两 个 级 数 之 一 收敛 , 由 此 已 推出 另 一 级 数 在 同一 区 
则 内 收敛 . 


268 : 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [390] 


5) 证 明 恒等式 (@ > 0) 
| 0 ) (1+ Fe+ + ) 
人 有 
1 (a 十 
T 一 
Q 十 2 (a 十 


6) 我 们 已 经 知道 [378,1)(a)], 级 数 


对 所 有 的 > 值 绝 对 收敛 ; 我 们 用 五 (>) 表示 它 的 和 . 以 y 代替 zx, 可 得 类 似 的 级 数 五 (y), 两 个 级 
数 柯 西 形式 的 乘积 可 以 按照 级 数 乘法 的 规则 得 到 . 乘积 的 通 项 是 这 样 的 : 


n n—l 2 n—2 k n—k 
A ee a 
a Cr 人 (nn. — k)! 
2 CC ] k, mn-k 1 (Bk 
oe 人 
k=0 k=0 
这 样 , 我 们 对 于 暂时 未 知 的 函数 忆 (z) 得 到 对 于 任何 实数 x 及 y 的 关系 式 
E(xr) El(y)= El(s + y). 
以 后 这 将 给 我 们 以 建立 B(x) 是 指数 函数 的 可 能 性 [439,3); 比较 75,1°]. 
7) 供 助 于 达 朗 贝尔 判别 法 容易 证 明 , 级 数 
Se 并 zx27 x2 区 Tr27 
3 og 
> 2m—1 3 5 2m—1 
I TI 一] 习 下 Sp TT _1\m—1 L 四 . 
_ Rl 


对 所 有 的 x 值 绝 对 收敛 , 用 级 数 乘 法 可 以 证 得 关系 式 
0 
OOGC2 
因为 实际 上 S(z) 与 C(x) 不 是 别 的 , 而 是 sinz 与 cos x [4041, 所 以 我 们 在 这 儿 得 以 知道 这 
些 也 数 的 有 名 的 加 法 定理 . 
8) 最 后 , 考虑 正 项 级 数 
| 
De 


1 
这 级 数 对 z > 1 收敛 [365,2)] 并 且 是 黎 曼 函数 6. 借助 于 级 数 乘法 , 计算 它 的 平方 . 
我 们 把 所 有 可 能 的 乘积 


[391] 84， 收 敛 级 数 的 性 质 .269 . 


这 样 排列 , 使 得 在 分 母 中 有 同一 数目 二 n.m 的 那些 项 列 在 一 起 , 然后 把 它们 合并 起 来 . 对 应 于 

每 一 个 形 如 二 的 项 共有 7(k) 个 [7( 有 是 数 的 除数 n 的 个 数 . 参看 370,4)- 译 者 ]. 所 以 ， 

最 后 _ 
op = 5 8. 


大 一 ] 
391. 极限 理论 中 的 一 般 定 理 ”为 了 在 当前 一 目 和 今后 简化 叙述 , 我 们 来 建立 极限 理论 中 
的 =- 让 rb (Stolz) 定理 的 宽泛 的 推广 ， 这 个 定理 属于 特 普 利 茨 


(T5plitz). 我 们 
TI. 设 无穷 “ 三 角形 ”矩阵 的 系数 


t11 

t21 zt22 

t31 t32 b33 

Ey (15) 
Li tn2 tn3*** tnn 


so 


LE 


符合 如 下 两 个 条 件 ; 
(作证 二 庆 中 的 元 天 起 末末: 


(6) 位 于 任意 一 行 中 元 素 的 绝对 值 之 和 被 同一 个 常数 界定 : 
tni| 十 ltnz| 十 … 十 linn| 和 天 (K 为 常数 ). 
么 ,车 序列 Zn 一 0, 则 对 于 借助 于 答 阵 (15) 系数 由 原先 序列 值 组 成 的 序列 
Ds i a ea 
也 成 立 ， 


证 明 对 se > 0 存在 这 样 的 m, 当 n> mm 时 有 jzn| Ce 和 用 条 件 (6), 对 这 样 一 些 m 
有 


全 
zz < |taazi + 二 tnmzm| 十 


因为 此 处 mm 已 经 是 常数 , 那么 一 一 由 于 条 件 (a) 
右边 的 第 一 项 < 5， 因 此 |z%| < e, 这 就 是 所 要 证 明 的 
II. 设 系 数 如 m 除 条 件 (a),(6) 外 还 符合 条 件 

(B) Tn 
那么 若 数列 Zn 一 a(a 有 限 的 ), 则 同样 有 


/ 
Tn 一 加 171 二 tn2T2 二 十 tnnTn 一 0. 
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证 明 zx 的 表达 式 显然 可 以 改写 为 这 样 : 
Zn 一 tn1{(Z1 = a) 本 tn2 (TX2 加 a) 十 ……… 十 ee = a) 十 了 5 Q， 


把 定理 工 应 用 于 序列 xn 一 a 一 0, 县 凭借 着 条 件 (a), 可 直接 达到 所 要 求 的 结果 . 
1” 若 令 
ti = tn2 = = ton= ~ 
则 由 此 可 得 出 柯 西 定理 [33]. 符合 条 件 (a),(6),(B) 是 显然 的 . 
2” 现在 转 同 斯 托 尔 次 定理 , 并 仍 保持 原先 的 表示 , 于 是 设 有 两 个 序列 zn 与 yn, 其 中 第 二 
个 序列 单调 地 趋 于 十 oo. 设 序列 
Tn ~ Tn—l1 


一 0 (n=1,2,3,.…;7X0= Y= 0); 
Yn — Yn—l ( 


把 定理 II 应 用 于 此 式 , 设 如 m = 0 容易 验证 条 件 (a),(6),(B) 都 成 立 . 于 是 得 到 , 序 
列 


这 就 完成 了 证 明 . 
我 们 来 举 出 特 普 利 菊 定 理 的 一 系列 有 用 的 推论 . 
3” 设 有 两 个 序列 zn 一 0 与 yn 一 0, 同时 后 者 符合 如 下 条 件 


| 十 |yz| 十 十 |yrn| 二 开 (n= 二 1,2,… ; 太 为 浓 数 ). 


那么 便 有 序列 
Zn = TiYn 二 TCT2Yn-l1 二 "十 Tnyi 一 0. 


这 是 当 tnm = yn-m+1 时 定理 工 的 简单 应 用 . 
4? 著 序列 Zn 一 Q, 而 序列 yn 一 b, 则 序列 


Be 
A 


首先 设 a = 0, 要 求证 明 z。 一 0. 为 此 只 需 对 tm = 人 应 用 定理 I[ 定 理 的 条 件 (6) 
转 而 证 明 一 般 情况 , 把 z 改写 成 如 下 形式 : 
(1 一 oO 加 十 (72 — oYn-i + + (Wn — A)Y ep 
LA NN 
根据 刚刚 证 明 过 的 , 右 端 第 一 项 趋 于 0. 根据 柯 西 定理 , 右 端 第 二 项 中 a 所 乘 的 因子 极限 为 b, 所 
以 右 端 第 二 项 的 极限 为 ab. 
5 若 zn 一 a, 则 名 


Zn 一 


es 1.z70 十 Cxzl 二 C2zz 十 十 Cnzn 
ea 


了 序列 的 号 码 , 是 从 0 开始 , 而 不 是 从 1 开始 , 这 当然 不 是 本 质 的 . 


— 0, 
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应 用 定理 11, 令 
Cn 
2” 


tnm 一 


因为 CY < nw 及 号- 一 0 [82,9)], 则 条 件 (a) 成 立 . 由 


>》 C 一 2 
可 直接 推 知 条 件 (6) 与 (a) 成 立 
6” 若 zn 一 a 与 z 为 常数 (z > 0)， 则 


, 1:z0+ Cz: Ti+ C22 .2Z2 十 .十 Cmzm ,rn 
Zn 二 一 一 一 一. 
GT 5 


这 是 上 一 论断 的 简单 推广 , 其 证 明 也 是 类 似 的 , 系数 的 排列 次 序 也 可 以 反 过 来 , 即 


0 2 .Xo0+ Cz .x1 O22 2 .ro 二: 十 1 .xn ,yy 
(1 + 2)” 


392. 级 数 乘法 定理 的 推广 ” 梅 尔 腾 斯 (F.Mertens) 已 经 指出 , 柯 西 的 结果 可 以 推广 到 更 一 
般 的 情形 上 去 . 
梅 尔 滕 斯 定理 ”如 果 级 数 (A) 与 (B) 收敛 , 并 且 至 少 它们 中 的 一 个 绝对 收敛 , 则 展开 式 (13) 


证 明 ”比方 说 级 数 (A) 绝对 收敛 , 即 级 数 (A*) 收敛 . 
把 第 n 条 对 角 线 上 的 项 合并 起 来 , 令 
cn = Qibn 十 G2pn 1 十 … :十 an_-lp2 十 anbl 


而 
Cn 一 Cl 十 co 十 … :十 cn， 


自 先 , 不 难看 出 


Cn 一 Q1 Bn, 十 a2Bn_i1 十 …… 十 an—_1B2 十 an Bi. (16) 
右 令 Bm = B 一 Bm( 其 中 余 式 Bm 一 0, 当 mm 一 co 时 ), 则 和 式 C% 可 改写 为 : 
On 一 AnB 一 ~Yn, 其 中 yn 一 Q10 十 Q020 1 十 …… 十 an_102 十 an 0O1 ; 


因为 An 一 4, 所 以 整个 问题 就 归 绪 为 证 明 关 系 式 limyn = 0. 
而 这 一 论断 可 从 391 的 3°( 当 Ln 一 Bn, Yn 一 Qn) 一 下 了 于 推出 来 ， 这 只 要 考虑 到 : 


ai| 十 |aa| + + lon| & 4 


其 中 4” 按照 假定 是 收敛 级 数 (A*) 的 和 . 
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作为 定理 的 应 用 , 我 们 回 到 390 目的 4). 如 我 们 现在 所 看 到 的 , 在 那里 所 提 到 的 等 式 , 在 级 
数 》 0 anz” 的 收敛 区 间 的 端点 z = 土 R 也 成 立 , 这 只 要 RR < 1, 且 级 数 在 这 个 端点 一 般 说 来 是 
收 合 的 (哪怕 是 非 绝对 收敛 也 成 ). 
我 们 指出 ,如 果 两 个 级 数 (A) 与 (B) 都 仅仅 是 非 绝 对 收敛 的 , 那么 就 不 能 保证 级 数 (13) 的 收 
全 性 ,作为 例子 , 试 把 下 述 级 数 [我 们 在 3882,2) 中 已 知 , 它 是 非 绝 对 收敛 的 ] 自 乘 一 次 : 
1 


DT 1 工 
2 


二] 


在 这 情形 下 


1 1 1 


1 
I Vi Vi iil" i 用 ++ 


cn = (—1)”™ 人 


因为 括号 中 的 每 一 项 都 大 于 二 ,所 以 |cn| > 1 ( 当 n> 1 时 ), 因而 级 数 发 散 [364,5°] 
然而 , 如 果 类 似 地 处 理 同样 是 非 绝对 收敛 的 级 数 [382.1)] 


(一 1 一 1 n—11 
ln 2 一 一 一 
n >》 本 1 十 十 (一 1) 十 ， 
n 二 1 
那么 有 
1 1 1 1 
= | 二 十 一 -~ .二 
| 
2 1 1 
=(—1)” (1 二 =) 
(= nn 二 1 Tz Tn 


这 儿 , 随 n 的 增 大 ,|cn| 趋 于 0, 单调 递减 , 因而 [根据 菜 布 尼 茨 定理 , 381] 级 数 > cn 仍然 是 收 
敛 的 . 它 的 和 是 怎样 的 , 是 否 等 于 (in2)?? 下 述 定理 回答 了 这 个 问题 : 

阿 贝尔 定理 ”车 刚好 是 对 两 个 收敛 的 级 数 (A) 与 (B), 其 所 取 柯 西 形式 的 乘积 也 收效 . 则 乘 
积 级 数 的 和 C 必然 等 于 4 .已 . 


证 明 保持 以 前 的 记号 , 从 (13) 式 容易 得 到 |: 
CI 十 C2 十 .十 Cn 一 4DB + A2Bn_i 二 :+ AnBi. 
把 这 个 等 式 逐 项 地 除 以 n, 令 n 一 oo 取 极 限 . 因为 C。 一 C, 则 根据 柯 西 定 理 [33; 同样 参看 
391,1°], 算术 平均 值 


C1 十 Co 十 … 十 Cn _ 


包 


C. 


另 一 方面 ， 根据 391,4? ( 寿 令 Zn 一 An, Yn 一 Bn, )， 


4iP 二 A2Bn_ 1 十 … 十 4 Bi 
n 


一 AB. 


由 此 C = 4 : B, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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85. 累 级 数 与 二 重 级 数 


393， 累 级 数 ”给 定 依赖 于 两 个 自然 数 标记 的 无 穷 数 集 
0 


2 


想象 它们 分 布 为 无 穷 长 方 矩阵 的 形状 : 


这 种 类 型 的 矩阵 称 为 具有 两 个 列表 值 的 无 穷 长 方 矩阵 
现在 来 讲 一 个 与 形状 (1) 矩阵 的 研究 有 关 的 概念 累 级 数 概念 
若 在 无 穷 长 方 矩阵 中 分 别 把 每 一 行 加 起 来 , 便 得 到 形 如 


(2) 
的 级 数 的 无 穷 序列 
现在 把 这 个 序列 累加 起 来 , 将 有 
Vy (3) 
k=1 i=1 
所 得 到 的 记号 称 为 累 级 数 . 若 把 行 代 之 以 列 , 即 若 先 把 无 穷 矩 阵 按 列 加 起 来 . 便 得 到 
第 二 个 累 级 数 
> (4) 


?一 上 8 一 1 
素 级 数 (3) 称 为 收敛 的 , 是 指 :车 首先 , 按 行 的 所 有 级 数 都 收敛 (其 和 相应 地 记 为 
4( 旬 ), 其 次 级 数 


5 A(k) 
k=1 


收 你 ; 其 和 是 累 级 数 (3) 的 和 .所 有 这 些 都 容易 照搬 到 级 数 (4). 
算 阵 (1) 的 元 素 可 用 多 种 方法 表 为 无 穷 序列 


LU UV2 Ur (5) 
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的 形式 , 据 此 可 组 成 简单 级 数 _ 

yu (6) 
[关于 这 一 点 , 我 们 已 在 389 目 中 , 由 于 特殊 类 型 的 矩阵 而 说 过 了 .] 反 之 , 若 有 一 通常 
的 序列 (5), 则 把 它 的 所 有 项 分 开 (不 管 其 位 置 ) 成 无 穷 组 的 无 穷 集合 . 可 能 有 许多 方 


法 将 其 表 为 有 两 个 列表 值 的 矩阵 , 并 根据 这 个 矩阵 组 成 累 级 数 (3). 自然 地 会 提出 由 
同样 的 项 组 成 的 级 数 (6) 与 (3) 的 联系 问题 


定理 1 车 级 数 (6) 绝对 收 你 于 和 U, 则 不 管 它 的 各 项 怎样 排列 为 矩阵 (1) 的 形 
式 , 累 级 数 (3) 收效, 同时 具有 相同 的 和 ， 


证 明 按照 假设 , 级 数 


收敛 ; 用 U* 表示 它 的 和 . 
于 是 , 首先 对 任意 的 nn 与 ， 


ya er, 
?2 一 荆 
由 此 得 出 级 数 本名 1 |of | 的 收敛 性 [365], 而 意味 着 级 数 并 2 a(*) 的 收敛 性 [377 


(对 任意 的 此). 
其 次 , 对 任意 数 s > 0, 存在 这 样 的 ro, 使 得 


> lu <e (7) 
7 二 7o 十 1 
因此 , 更 加 有 
>》 ur = US, <E. (8) 
r 二 Tog 十 1 "二 1] 


硅 1 与 m 充分 大 , 则 级 数 (6) 的 项 uv, ,wj 含 于 矩阵 (1) 的 前 n 行 与 前 
m 列 之 中 , 比如 说 当 n> rom > mo 时 . 那么 对 于 所 说 的 nn 与 m, 表达 式 


年 号 但 大 于 ro 的 那 一 些 项 w 的 和 , 根据 (7) 式 , 按 绝对 值 < <. 令 m 一 co 取 极限 
(对 于 n> no), 得 


[393] 85. 累 级 数 与 二 重 级 数 . 275 ， 


于 是 , 由 于 (8) 式 ， 


LA 


>》 AY —U 


大 一 工 


由 此 得 出 累 级 数 (3) 的 收敛 性 , 并 且 束 收 仿 于 和 U. 


附注 和 矩阵 (1) 的 茶 些 行 可 能 由 有 限 数目 的 项 组 成 ; 容易 把 结果 推广 到 这 种 情 
形 . 


如 果 我 们 记 起 , 在 386 目 , 把 一 个 简单 级 数 的 项 分 成 有 限 组 , 同时 不 破坏 它们 的 
位 置 次 序 , 那么 很 明显 , 定理 1 陈述 了 对 绝对 收敛 级 数 ( 相 容 地 ) 结合 性 质 与 交换 性 
质 的 一 种 深刻 的 推广 

' 族 定理 仅 在 对 累 级 数 作 很 强 的 假定 下 才 成 立 . 


定理 2 设 给 定 累 级 数 (3), 若 将 其 各 项 代 之 以 各 项 的 绝对 值 , 得 到 的 是 收敛 级 
数 , 则 不 仅 级 数 (3) 收 化, 而 且 由 与 级 数 (3) 相同 、 按 任意 次 序 放置 的 项 组 成 的 简单 
级 数 (6) 也 收敛 , 且 收 化 于 同一 个 和 . 


证 明 按照 假设 , 级 数 


< 25， 


和 lo 


上 ， 


收 伍 ; 设 4* 是 它 的 和 . 对 任意 nn 与 m 有 
3 < A*. (9) 
现在 取 级 数 (6*) 的 任意 部 分 和 


U* = ul + ual + -+ |url. 


对 于 充分 大 的 n 与 mm, 诸 项 wu… ,ur 将 包含 于 矩阵 (1) 的 前 交行 及 前 m 列 中 . 
那么 , 从 (9) 式 得 出 
U" < 4 
级 数 (6*) 收敛 , 即 级 数 (6) 绝对 收敛 . 
余下 的 是 应 用 定理 1. 


显然 , 关于 累 级 数 (3) 所 说 的 一 切 , 对 累 级 (4) 也 都 成 立 , 于 是 作为 上 述 请 定理 
的 推论 , 得 到 如 下 命题 , 它 通 篆 是 有 益 的 喧 . 


在 德 文 文献 中 , 这 个 命题 被 称 为 “grosser Umordnungssatz”. 
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定理 3 设 给 定 答 阵 (1)， 若 将 级 数 (3) 的 各 项 代 之 以 其 各 项 的 绝对 值 得 到 收 
黎 级 数 , 则 两 个 累 级 数 (3) 与 (4) 收敛 , 并 具有 同一 个 和 : 


大 一 1 ?一 ] 1 一 1 天 一 1 
394, 二 重 级 数 ”二 重 级 数 概 念 与 无 穷 长 方 矩阵 (1) 有 关 . 这 就 是 符号 
af + ad rad + + a 十 


十 at 十 ai 十 a 十 … 十 at 


ee 


十 oe 三 >》 Qt (10) 


这 和 叫做 给 定 二 重 级 数 的 部 分 和 .我 们 将 同时 增 大 彼此 无 关 的 数 m 与 n, 使 他 们 趋 
于 无 穷 .如 果 存 在 着 极限 


A= lim 4(o)， 
这 极限 是 有 限 的 或 无 穷 的 (但 有 确定 的 正 号 或 负 号 ), 则 称 这 极限 为 二 重 级 数 的 和 , 并 
与 OO 
A= > at 
zk=1 


如 采 级 数 (2) 具有 有 限 和 , 则 称 它 是 收敛 的 , 在 相反 的 情形 下 , 则 称 它 是 发 散 的 . 
我 们 回 到 前 面 的 一 节 [389] 以 通 项 是 
(k) 


Ci; 一 Qibk, 
的 情形 作为 矩阵 (7) 的 例子 . 在 这 种 情形 , 部 分 和 显然 等 于 (如 果 保 持 以 前 的 记号 ) 
0) = A B,, 


于 是 , 相应 于 这 个 矩阵 所 组 成 的 二 重 级 数 恒 收 敛 , 并 且 具 有 和 


C= lim AmB, = AB.D 
史 由 此 可 见 , 者 两 个 收敛 的 简单 级 数 的 乘积 表 为 二 重 级 数 的 形式 , 则 后 者 的 和 总 是 4B: 难点 在 
于 , 要 证 明 用 简单 级 数 来 表示 级 数 乘积 的 同样 关系 . 


[394] 8$85， 累 级 数 与 二 重 级 数 Ts 


容易 把 以 第 数 乘 收敛 级 数 的 各 项 的 定理 及 两 个 收 全 级 数 相 加 或 相 减 的 定理 
[364, 3° 与 4?] 搬 用 到 二 重 级 数 上 来 ; 证 明 留 给 读者 去 作 . 
完全 同样 地 , 二 重 级 数 收 化 性 的 必要 条 件 也 是 通 项 趋 于 0: 


lim al 二 0 


大 一 CO 
[比较 364,5°]. 这 从 下 面 的 公式 一 下 子 就 可 看 出 : 


a9 = A — 4 — A D4 A 


自然 地 要 把 二 重 级 数 (10) 与 前 面 人 研究 过 的 累 级 数 (3) 与 (4) 加 以 比较 . 因为 


oe ba 


k=1 


所 以 , 在 这 儿 固 定 ”后 取 极 限 , 当 m 一 co 时 (假定 , 行 级 数 收敛 ) 得 到 


i (WU (k) 
a 


现在 显然 可 见 , 系 级 数 (3) 不 是 别 的 , 而 正 是 累 极限 


a 人 
各 到 ha me mm 
两 个 累 级 数 (3) 与 (4) 的 和 相等 的 问题 是 两 个 肾 极 限 相 等 的 特殊 情况 . 
把 第 168 目 中 关于 二 重 极限 与 累 极 限 的 一 般 定理 应 用 到 所 考虑 的 情形 上 去 @， 
得 到 这 样 的 结果 : 


定理 4 若 1) 二 重 级 数 (10) 收 化 而 且 2) 所 有 的 行 级 数 收 伊 , 则 累 级 数 (3) 收 
敛 , 并 具有 与 二 重 级 数 相同 的 和 : 


本 

k k 
-4- oN 
$ 
k=1 2 一 1 1 大 三 二 \ 


-一 -一 一- 一 一 


对 于 第 二 种 毗 级 数 (4), 类 似 的 定理 也 成 立 . 
二 重 级 效 收敛 性 的 问题 , 对 于 正 项 级 数 的 情形 可 直接 解决 ,所 谓 正 项 级 数 即 是 
级 数 的 所 有 的 项 都 是 非 负 的 : a > 


DD 这儿 m 与 nn 起 自 变量 的 作用 , 而 部 分 和 4 名 ) 则 起 它们 的 函数 的 作用 . 


58) 注 意 , 和 通常 的 序列 与 级 数 不 同 , 如 同 收敛 的 二 重 级 数 一 样 , 收敛 于 零 的 二 重 序列 可 能 并 不 有 
界 . 例如 , 若 a() 二 = 一 a 及 ak) = 0( 对 所 有 开 = 1 2 及 = 3,4, 人 
履 伍 并 有 等 于 零 的 和 ; 由 《的 人 不 等 式 | <M, 对 所 有 的 k = 1, 2 都 能 


立 . fe 
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定理 5 若 a(9 > 0, 则 级 数 (10) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 它 的 部 分 和 有 界 . 


证 明 这 个 断言 的 必要 性 是 明显 的 . 欲 证 充分 性 . 设 44™ < 工 . 取 和 A 人 的 集 
合 的 上 确 界 : 
A = sup{ AW)}. 


现在 要 证 , 这 个 上 确 界 就 是 给 定 级 数 的 和 |. 
给 定 任意 s > 0. 依 上 确 界定 义 , 可 以 找到 这 样 的 部 分 和 4to), 使 得 


Mo) >A—&e. 
如 果 取 mm > mo,n > no, 那么 就 更 加 有 
A(W > 4 一 6 


因为 4?’ 显然 随 着 两 个 附 标 n 与 m 的 增 大 而 增 大 . 
因为 每 一 部 分 和 不 超过 4, 所 以 可 以 写 


144m) — A| < e( 当 m > mo,n > no 时 ), 


这 束 表 示 
A= lim A(W™, 


亦 即 , 级 数 (10) 收 伍 . 

在 这 个 定理 的 基础 上 , 可 以 确立 类 似 366 目 定 理 1 的 , 正 项 二 重 级 数 的 比较 定 
理 ; 这 和 留 给 读者 去 作 . 

现在 考虑 由 和 矩阵 组 成 的 二 重 级 数 , 而 矩阵 中 的 元 素 不 都 是 正 的 . 显然 如 对 简单 
级 数 那样 , 在 研究 中 应 除去 这 样 一 些 情况 : 当 全 部 元 素 都 是 负 的 ; 或 仅仅 有 有 限 多 个 
元 素 是 正 的 或 负 的 , 因为 所 有 这 些 情况 都 可 归结 到 已 研究 过 的 情形 ， 所 以 我 们 假设 
在 所 考虑 的 矩阵 (1) 中 , 也 意味 着 在 级 数 (10) 中 , 无 论 是 正 的 元 素 , 还 是 负 的 元 素 都 
是 无 穷 集 合 . 

除 矩 阵 (1) 外 , 从 元 素 的 绝对 值 再 作 一 个 矩阵 
1 | 


|... (| 
2 i 


Bu 
a od- a(®)|... 
并 从 这 个 矩阵 作 二 重 级 数 _ 
k) * 
Sy la). (10*) 
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与 第 377 目 关 于 简单 级 数 的 定理 相 类似 , 在 这 儿 也 有 


定理 6 车 由 给 定 级 数 (10) 的 项 的 绝对 值 所 组 成 的 级 数 (10*) 收敛 , 则 给 定 级 
数 也 收敛 ， 


证 明 表示 a(” 成 为 下 面 的 形状 : 


aa 加 p(® gq(®), 


pe mm 一 -一 一 一 一 和 -一 一 — -— 


— 


因为 zx < at o 鸭 区 已 器 所 以 队 二 -| 0*) 的 收敛 性 可 推 得 下 列 二 重 级 数 
的 收敛 性 : 


但 这 时 级 数 


A=P-0Q. 
车 级 数 (10*) 与 级 数 (10) 同时 收敛 , 则 级 数 (10) 叫做 绝对 收敛 级 数 . 若 级 数 (10) 
收敛 ,而 级 数 (10*) 发 散 , 则 级 数 (10) 叫做 非 绝 对 收敛 级 数 59)， 
现在 证 明 有 关 由 同样 的 项 组 成 的 二 重 级 数 (10) 与 简单 级 数 (6) 之 间 联 系 的 定 
理 . 这 个 定理 与 定理 1、 定 理 2 类 似 . 
定理 7 设 给 定 由 同样 的 项 组 成 的 二 重 级 数 (10) 与 简单 级 数 (6). 那么 , 从 它们 
中 一 个 级 数 的 绝对 收敛 性 可 引出 另 一 级 数 的 绝对 收敛 性 , 并 且 二 者 的 和 相等 . 


证 明 首先 假设 二 重 级 数 (10) 绝对 收 敏 , 即 级 数 (10*) 收敛 ; 后 者 的 和 记 为 A*. 
取 任 意 一 个 自然 数 >, 构成 级 数 (6*) 的 部 分 和 
Dr 三 | 十 | 十 :十 |ur|. 
如 同 在 证 明定 理 2 时 一 样 , 容易 建立 不 等 式 U* < A*, 和 它 一 同 , 也 建立 了 级 数 (6) 
的 收敛 性 . 


”59) 二 重 级 数 的 绝对 收敛 性 (与 非 绝对 收敛 不 同 ) 已 经 导致 其 诸 项 的 有 界 性 ( 若 M = >_ lasl 
则 显然 |aij| < M). 
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设 现在 已 知 , 简单 级 数 (6) 绝对 收敛, 即 级 数 (6*) 收敛 ; 级 数 (6*) 和 记 为 U* 
不 管 级 数 (10*) 取 怎 样 的 部 分 和 


4 = 5 Dla, 
k=1 i=1 
都 存在 这 样 大 的 ", 使 这 个 和 的 所 有 项 都 含 于 级 数 (6*) 的 前 " 项 之 中 , 于 是 


a 本 


在 这 种 情形 下 , 按照 定理 5, 二 重 级 数 (10*) 收敛 , 这 意味 着 级 数 (10) 绝对 收敛 

最 后 , 为 了 计算 级 数 (6) 的 和 U 由 于 它 绝对 收敛 可 以 把 它 的 项 按 任 
意 适 当 的 次 序 排列 [387]. 我 们 按 正 方形 的 方式 将 (1) 排列 ; 那么 若 还 是 把 它 的 项 合 
并 , 不 在 同一 正方 形 的 各 项 排 在 其 后 , 便 得 到 


U= lim A(W=A. 


这 就 完成 了 证 明 . 
对 照 定理 1,2 与 7, 最 后 我 们 叙述 这 样 的 
典 推 论 设 乱 阵 (1) 与 序列 (5) 由 同样 的 一 些 项 组 成 那么 二 重 级 数 (10), 累 级 数 


(3),(4), 最 后 ,简单 级 数 (6) 若 至 少 其 中 之 一 , 当 其 各 项 代 之 以 各 项 的 绝对 值 时 
是 收 化 的 一 一 则 所 有 四 者 都 是 收敛 的 , 并 具有 同样 的 


395. 例题 
1) 下 面 的 矩阵 给 出 一 个 有 兴趣 的 例子 (0 < xz < 1) : 


这 儿 行 级 数 绝对 收敛 并 分 别 具 有 和 z,z(1 一 7z), x(1 - z) >，…… 由 这 些 和 组 成 的 级 数 也 绝对 收 
敛 ; 它 的 和 等 于 1. 然而 , 另 一 种 累 级 数 却 不 收敛 , 因为 列 级 数 具 有 轮流 等 于 十 1 或 -1 的 和 . 

这 件 事实 丝毫 也 不 与 定理 2 矛盾 , 因为 对 于 由 绝对 值得 到 的 矩阵 来 说 , 任何 一 种 累 级 数 都 不 
收敛 . 我 们 只 看 出 , 行 (或 列 ) 级 数 的 绝对 收敛 性 与 由 它们 的 和 组 成 的 级 数 的 绝对 收敛 性 的 假定 ， 
并 不 能 代 革 使 绝对 值 矩 阵 的 黑 & 
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2) 我 们 来 举 出 著名 的 “约翰 伯 努 利 悖 论 ”. 考虑 如 下 正和 矩阵 (其 中 缺失 的 项 可 以 用 零 代替 ): 


并 认为 与 这 个 矩阵 的 相应 的 两 个 票 级 数 的 和 相等 . 若 起 初 按 和 IN 
二 . ,由 这 些 和 组 成 调和 级 数 , 这 个 调和 级 数 的 和 记 为 s. 若 按 列 求 和 (所 有 这 些 列 都 只 包含 


I 
有 限 项 !), 便 导 致 结果 : 5， 3， 7 = .…; 由 这 些 数组 成 了 缺少 第 一 项 的 调和 级 数 , 其 和 为 1 于 
是 s 二 ss 一 1i 


当然 , 事实 上 这 个 “ 悖 论 ” 仪 仅 是 证 明了 相反 的 事实 :和 s 不 可 外 | 
3) 设 9 遍历 以 自然数 为 底 及 指数 (大 于 1) 的 , 所 有 可 能 的 乘 震 ， 并 且 每 一 个 来 时 只 1 


次 . 求证 
1 
6 > 
aq 


哥 德 巴赫 (Goldbach). ] 
如 果 zw 取 不 是 乘 回 的 所 有 可 能 的 自然 数 估 (> 1), 则 


G- Diit mt) +) 
I oh Mm 


由 此 


其 中 no NO We 自然 数值 于 是 ;了 际 上 ,GG 二 1259)|. 
[引用 已 证 明 过 的 定理 来 论证 的 工作 , 留 给 读者 去 作 
把 这 个 结果 跟 下 面 的 施 泰 纳 (Steiner) 的 结果 相 比 较 , 是 很 有 趣 的 : 
这 2 mE >， m(m 一 
7 一 2 k= 二 2 m 二 2 


(这 儿 乘 寡 可 以 出 现 不 止 一 次 1) 
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4) 考虑 具有 通 项 
pK) 加 (天 一 1)! @ 一 1)! 


ii 二 1) :tk) kk+1)-...(k+ 人 人 
的 矩阵 , 利用 在 363 目 ,4) 中 所 建立 的 关系 式 


CO 


> 一 (11) 
( 当 a = 0,p 一 上 时 ), 容易 把 第 行 求 和 : 


由 此 ,， 累 级 数 的 和 
>》 >》 ai = 2 局 | (12) 


由 于 oa) 的 表示 式 关于 i 与 是 对 称 的 ， 另 _ 个 林 级 数 与 第 一 个 相等 , 把 二 者 的 和 相 比较 并 
不 能 给 出 任何 新 的 东西 . 

现在 把 矩阵 这 样 变形 : 在 第 m 行 中 使 前 m 一 1 项 保持 原状 , 而 第 m 项 代 之 以 第 mm 行 从 第 
m 项 开始 的 所 有 项 的 和 rm, 而 丢掉 其 余 的 项 . 对 于 新 矩阵 


按 行 求 和 的 诸 级 数 的 和 , 与 先前 的 第 一 个 累 级 数 的 和 仍旧 一 样 . 对 于 按 列 计算 诸 级 数 的 和 ， 


ml)! 
m= ii+ 1) (+m) 

(my | 
-| i i - ~ mi(m+1)- “(2m — 1) 


这 里 我 们 又 利用 了 当 wa = m 一 1,p = m 的 关系 式 (11). 第 mm 列 其 余 各 项 的 和 等 于 
3 (mo— 1)! 
,i tm) 

(mC— 1)! (mC—1)! 
(m+n(m+i+nti+l1):.(m+n) mmt+t1)...2m 


7 
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[在 (11) 式 中 我 们 令 a = p = mj. 最 后 ,m 列 各 项 的 和 等 于 
(m1 _» [mo 1) 


rT (2m)! 
根据 定理 3, 比较 这 两 个 累 级 数 的 和 , 我 们 得 一 个 有 趣 的 关系 式 : 


OO OO ] 
1 ge me WN Ga 
D3 人 过 0 


[440,7)] 我 们 会 看 到 , 推出 的 关系 式 可 以 把 前 一 级 数 的 和 表 为 “有 限 形 式 "， 它 等 于 元 [这 个 结 


采 属 于 欧 拉 ]. 
岛 :ie 阳 定 在 |z| < 1 的 假定 下 的 兰 伯 特 级 数 


x 
0 


k=1 


我 们 见 过 [385,5)], 在 这 假定 下 , 兰 伯 特 级 数 对 于 与 寡 级 数 


OO 


f(z) = > 的 


k=1 
相同 的 z 值 收 化 我们 假定 这 级 数 的 收敛 半径 R > 0 [379], 并 由 认定 |z| < R. 
显然 ， 
ne 0 


现在 把 这 些 项 乘 以 ax 后 作 和 拖 阵 , 把 x 的 同 次 宕 排 在 同一 列 (空白 处 可 用 0 补 进 ): 


按 行 的 累 级 数 恰 好 具有 和 ”wp(z). 因为 寡 级 数 在 以 |z| 代替 z, 以 |ok| 代替 ak 时 收敛 ,而 兰 
但 特级 数 随 同 害 级 数 也 收敛 , 所 以 可 以 应 用 定理 3 而 按 列 相 加 . 我 们 得 到 wo(z) 的 震级 数 展开 式 


邮 (0 二 Ser", 并 Ea, = >》 Qk: 
n= 二 1 


k/r. 
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记号 k/n 习惯 上 表示 , 累加 号 只 遍 取 pp 的 除数 
例如 , 令 a = 1 或 ak = 二 k 吕 ,就 分 别 有 


一 
>- > re 和 


其 中 7(n) 表示 nr 的 所 有 除数 的 个 数 ， 而 .oln) 表示 n 的 所 有 除数 相 加 起 来 的 和 . 


6) 把 上 是 中 所 有 的 项 按 男 一 种 方式 排列 , 使 在 矩阵 中 没有 空白 : 


按 行 相 加 , 就 保持 与 上 题 按 行 相 加 的 同一 和 , 按 列 相 加 则 依次 得 到 :f(z), f(z?), f(z3), f(z 人 ).… 
这 样 , 我 们 得 到 联系 函数 wp 与 了 的 恒等式 


一 


例如 , 取 ak = a*, 其 中 ja| < 1, 即 有 


1l—ax 
于 是 _ | 
(azZ) QL" 
> er rp 


k=1 
7) 所 得 到 的 结果 可 以 加 以 推广 . 股 给 定 两 个 宕 级 数 


CO 


De 了 可， 以 (二 Dom" . 


n 二 1 


限制 x 的 值 为 |z| < 1, 并 且 在 这 些 z 0 
内 元吉 On 作 韦 阵 ， 国 为 (对 9 冯 击 与 人 1 说 来 )rzm > m 十 n, 所 以 


由 此 容易 断定 , 对 应 于 所 取 和 矩阵 的 二 重 级 数 绝对 收 钱 . 根据 推论 , 由 于 两 种 累 级 数 的 和 相等 , 我 们 
得 到 恒等式 : 


| brs (x 站 


| / 久 二 1 


su bm 二 1 时 | 于 是 0() = 一 一 |, 可 得 到 上 题 的 恒等式 


中 在 两 种 情形 下 都 容易 验 明 ,R = 1, 于 是 只 要 简单 地 认定 lz| < 1 就 够 了 . 


\ 
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8) 级 数 


可 从 级 数 > > zx’ 与 》 2 y* 相 乘 得 到 , 后 面 两 个 级 数 当 |z| < 1 与 |y| < 1 时 (绝对) 收敛 ; 对 
于 这 些 z,y 值 来 说 , 二 重 级 数 也 (绝对 ) 收敛 . 

若 |z| > 1 或 |y| > 1, 则 违反 收敛 性 必要 条 件 : 通 项 不 趋 于 0, 级 数 发 散 . 容易 直接 验证 , 发 散 
性 在 |z| = 1 或 |y| = 1 的 情形 时 也 出 现 . 

9) 考虑 级 数 


pa 3 (a > 0,8 > 0). 


这 级 数 也 从 级 数 总 >, 二 与 汇总 ， 才 相 乘 得 到 , 后 二 者 当 a > 1 与 8 > 1 时 收敛 , 于 是 二 重 
级 数 在 这 些 假定 下 也 收 笋 
反之 , 如 果 a < 1( 或 6 < 1), 则 二 重 级 数 一 定 发 散 , 因为 这 时 所 有 行 (或 列 ) 级 数 发 散 (比较 
前 一 目的 推论 )， 
10) 研究 下 面 级 数 的 收敛 性 : 


CO 


1 
> GT 二 iv (o > 0). 
2,k=1 
为 此 , 把 级 数 的 项 依 对 角 线 排列 起 来 后 , 把 级 数 表示 成 为 简单 级 数 的 形状 . 因为 在 同一 对 角 线 
上 的 项 都 相等 , 所 以 , 为 计算 方便 起 见 把 它们 合并 起 来 后 , 得 到 级 数 


CO 


> oo 二， 


人 一 2 
由 于 显然 的 不 等 式 
7 


以 n” 除 后 , 即 有 


0 
2 no nN n° 
由 此 明白 看 出 , 我 们 所 得 到 的 简单 级 数 当 go_ > 2 时 收敛 , 而 当 oz < 2 时 发 散 . 根据 定理 7, 对 二 重 
级 数 说 来 , 这 同样 是 正确 的 . 要 
11) 现在 考虑 更 复杂 的 级 数 
=) (AB + Bi OR (00 
i,k=1 i,k=1 


其 中 二 次 型 47? + 2Bzy + Cy? 假定 是 正定 的 ,于 古人 = 4C - B?>0, 并 且 4,C>0. 
如 果 用 二 表示 数 |4|, 1B|,1C| 中 最 大 的 一 个 , 那么 , 显然 
和 下 
,2 本 2 2 
A +2Bik+Ck’ 和 过 了 (十 及) ,a; > De 


在 这 情形 下 , 从 10) 显然 看 出 , 当 p < 1 时 给 定 级 数 发 散 . 
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另 一 方面 , 有 
Ai? 4+ 2Bik + Ch? = (AC — B?)i? 二 (Bi 二 CAR] > 2 
下 十 2 ap 
ae) < (k) 一 1 
人 Qi; ~、 i2p ， 并 且 ， 类 似 地 ， CQ; < AP ~ Kk2p 和 
由 此 容易 得 到 
Ck) fy 1 
i 
4 人 20 . kp 


把 这 跟 9) 比较 , 我 们 看 出 , 当 p > 1 时 , 所 考虑 的 级 数 收 敛 . 

12) 在 定理 4 中 , 与 关于 二 重 级 数 收敛 的 假设 同时 , 还 特别 作 了 所 有 行 级 数 都 收 争 的 假定 . 下 
面 的 简单 例子 表明 : 没有 第 二 个 假设 是 不 行 的 一 一 它 不 能 从 第 一 个 假设 得 出 . 照 如 下 图 式 的 二 重 
级 数 : 


& 【是 收敛 的 , 其 和 为 0. 同时 , 所 有 的 行 级 数 发 散 


rte- “33) 确定 下 列 一 重 级 数 的 和 ， 

9 0 n > i(h ~ SL (6) 2 二 In2 
(p+n)™ p+l 0 

p< 3 wp EC i a / 1 -In2; 


9) Sm pr i ep 和 mn=l (4n— 1)2m 4 
. ” 1 T 
J a tw > 


人 8 


| ”提示 _! 从 按 愉 求 和 开始 , 变 为 累 级 数 . 利用 展开 式 
se 1 1 1 


1 一 二 十 过 一 二 十 …， jn 2 
- -此 CD) _ wi nt 
0 4 让 1 一 了 十 一 了 十 | 7 
作为 巴 秃 : 
a 人 者 丙 个 灾 的 数 
全 (2 人 


把 绝对 收敛 级 数 


[396] §5.， 累 级 数 与 二 重 级 数 . 287 . 


相 乘 , 就 得 到 对 这 个 函数 而 言 的 (也 绝对 收敛 的 ) 二 重 级 数 : 


p(x,z) = 》 () 人 


?一 0 


把 z 的 同一 帮 次 的 项 收集 在 一 起 (推论 ), 可 以 把 二 重 级 数 变 形成 为 些 级 数 


其 中 对 于 n > 0 说 来 


= 
— 


\ 
\ 


Jn(z) = 2 SU C0 


| 

而 对 于 ?7 < 0 说 来 
放下 

-> i [> | 

可 是 , 容易 看 出 ， es 


0 
图 数 (Zz)(n = 0,1,2,…) 叫做 带 下 标 n 的 贝 塞 尔 函 数 ; 这 些 清 数 在 数学 物理 、 天 体力 学 
等 学 科 中 起 着 重要 的 作用 . 函数 p(x,z)( 从 它 的 展开 式 可 以 得 到 由 i 
“ 母 函 数 ”. 
396. 两 个 变量 的 宫 级 数 ; 收敛 区 域 ” 按 变量 x 与 y 的 正 整 数 具 次 排列 的 形 如 


CO 


2 opkZ g (14) 
i,k=0 
的 二 重 级 数 , 叫做 两 个 变量 z,y 的 瞧 级 数 . a 


ee 0 Sm 即 是 绝对 收敛 . 与 此 相 联系 的 是 ， 
我 们 把 绝对 收敛 的 两 个 变量 也 ; 在 不 存在 绝对 收敛 性 
时 , 我 们 便 说 级 数 “ 发 散 ”. 
像 我 们 在 379 目 中 对 简单 寡 级 数 作 过 的 那样 , 在 这 儿 我 们 也 提出 问题 : 说 明 级 
数 (14) 的 “收敛 区 域 ”( 即 是 使 级 数 收敛 的 那些 平面 点 的 集合 M = {MM (xz, 四 }) 的 形 
引 理 若 级 数 (14) 在 某 一 点 M(x, 胃 (绝对 ) 收敛 , 这 点 的 两 个 坐标 都 异 于 0, 则 


级 数 在 满足 不 等 式 |z| < |z|, ly| < | 外 的 所 有 的 点 ( 即 是 , 在 以 坐标 的 原点 为 中 心 而 
以 点 朵 为 一 个 顶点 的 整个 开 和 矩形 内 ){( 绝 对 ) 收敛 . 


@ 级 数 + on 按照 定义 , 是 下 列 两 个 级 数 的 和 数 : 


| 十 co 十 co 
) Qn 十 》 Qn'\ 
nn 二 0 nn 二 1 } 
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证 明 与 379 目 引 理 的 证 明 完 全 类 似 . 从 级 数 (14) 的 项 当 x = 7z,vy = 时 的 有 界 


性 
lai pz | <L (es La 
可 得 
anniytl < LE | ， 
-| 二 
于 是 只 要 |z| < |z|, ly| < | 加 一 一 在 右 端 我 们 有 收敛 级 数 的 通 项 [395,8)]; 由 此 


即 推 知 级 数 (14) 的 绝对 收敛 性 . 

我 们 只 着 手 研究 这 样 一 些 级 数 , 对 它们 说 来 , 有 类 似 MM 的 点 存在 ; 至 于 其 他 的 
级 数 , 我 们 并 不 发 生 兴 趣 . 由 于 引 理 的 特性 , 容许 了 我 们 只 要 限制 我 们 的 讨论 在 坐标 
的 第 一 象限 内 ; 由 此 所 得 到 的 结果 一 一 按 对 称 性 质 一 一 可 以 很 容易 地 推广 到 其 他 
象限 内 . 

在 第 一 象限 内 取 从 原点 开始 的 射线 OL， 

它 与 zx 轴 构 成 角 0( 图 55). 与 379 目 中 一 样 ， 

利用 引 理 , 可 以 证 明 : 我 们 可 找到 这 样 的 正 数 

R(9)( 它 也 可 能 是 无 穷 ), 使 得 在 这 射线 上 的 所 
”有 的 点 M 中 , 对 于 


OM < R(O) 


的 那些 点 M 说 来 , 级 数 (14)( 绝 对 ) 收敛 , 可 
是 , 当 


OM > R(O) 


时 , 级 数 (14) 发 散 . 
如 果 至 少 对 于 一 条 射线 说 来 ，R(9) = +co, 那么 , 由 于 引 理 ,级 数 在 全 平面 上 是 
(绝对 ) 收敛 的 , 这 时 全 平面 就 是 “收敛 区 域 "M[. 
现在 除去 处 处 收敛 的 级 数 这 种 情形 . 于 是 R(9) 就 是 9 的 有 限 函 数 , 并 且 在 每 一 
条 射线 OL 上 都 可 找到 一 个 界 点 M6, 对 于 这 界 点 , 有 


图 55 


OMs = R(O). 


点 Me 把 射线 上 使 级 数 (绝对 ) 收敛 的 点 M 同 使 级 数 发 散 的 点 分 开 ; 而 在 点 Mo 本 
身上 , 要 看 情况 , 级 数 可 能 收敛 , 也 可 能 发 散 
如 果 过 Me 作 铅 垂 线 PP' 与 水 平 线 QQ'( 看 图 55), 那么 , 在 矩形 OPMoQ 内 部 六 
级 数 显 然 收 敛 , 而 在 角 Q'MoP' 内 部 级 数 显然 发 散 (根据 引 理 由 . 因此 , 在 对 应 于 任何 
另 一 角度 9 的 新 射线 O7 上 , 沿 着 OR 上 的 点 将 是 收敛 性 的 , 而 沿 着 SL' 上 的 点 将 
是 发 散 性 的 . 因而 , 在 这 条 射线 上 的 界 点 Me， 应 当 位 于 R 与 5 之 间 . 由 此 容易 看 


gr 
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出 , 当 0 由 0 变 到 5 时 ,R(9) 连 续 地 变 着 , 于 是 点 Ms 在 第 一 象限 内 画 出 一 条 连续 的 
边界 曲线 . 

因为 当 6 减 小 时 , 点 Me 的 横 坐 标 ze 不 递减 , 而 它 的 纵 坐 标 yo 不 递增 , 所 以 当 
9 一 0 时 二 者 都 具有 极限 值 . 于 是 , 显然 ,R(9) 也 具有 极限 值 . 如 果 这 极限 


lim R(9) = Ro 


是 有 限 的 , 则 点 Mo 趋 于 z 轴 上 的 某 一 极限 点 Mx (Ro0,0), 而 在 相反 的 情形 下 , 边界 
曲线 具有 与 z 轴 平 行 的 渐 近 线 (这 渐 近 线 可 能 就 是 xz 轴 本 身 ) 把 x 换 成 y 后 , 容易 
把 所 有 这 些 说 明 转 用 到 9 一 3 的 情形 上 去 ， 


附注 可 是 , 不 应 当 以 为 刚才 讲 到 的 极限 点 Me 必须 跟 z 轴 本 身上 的 边界 点 Ma 
重合 . 点 Mo 可 以 在 Mr 的 更 右面 (甚至 位 于 无 穷 远 处 ). 这 一 可 能 性 不 应 当 使 读者 
惊讶 , 因为 引 理 及 根据 这 引 理 所 建立 起 来 的 那些 推论 , 仅 与 坐标 轴 外 的 点 有 关 . 


现在 在 其 他 象限 中 作出 (对 于 二 坐标 轴 与 原点 而 言 ) 与 第 一 象限 中 边界 曲线 对 
称 的 曲线 . 用 这 方法 我 们 得 到 一 条 完全 的 边界 曲线 , 这 曲线 事实 上 就 定 出 我 们 感到 兴 
趣 的 “收敛 区 域 "AM[: 在 有 界 曲 线 所 划 出 的 那 块 平面 的 内 部 ,级 数 (16) (绝对 ) 收 敛 , 在 
那 块 平面 的 外 部 , 级 数 发 散 品 , 在 有 界 曲 线 本 身 的 点 上 , 级 数 可 能 收 笋 , 也 可 能 发 散 ， 

现在 考虑 一 些 例子 . 


397. 例题 “1) 像 在 395,8) 中 我 们 已 经 见 过 的 级 数 


zk 
它 的 “收敛 区 域 "+M 是 开 算 形 (一 1,1; 一 1,1)( 图 56). 在 这 和 矩 形 
的 范围 内 , 级 数 的 和 是 一 一 


2) 对 于 与 上 题 类 似 的 级 数 


、》， Ty, 
?无 一 ] 
(这 儿 指 数 i,k 从 1 开始 变化 ), 它 的 “收敛 区 域 ” 包含 着 与 上 题 
同样 的 矩形 组 成 的 , 并 连同 两 根 坐标 轴 在 一 起 . 在 这 情形 下 , 虽 
然 上 面 讲 到 过 的 边界 点 Mo 当 6 一 0 时 也 趋 于 zx 轴 上 的 极限 
点 Mi(10), 但 收敛 性 在 整个 xz 轴 上 都 成 立 (参看 附注 ). 
3) 级 数 图 56 


大 
中 如 来 不 算 二 坐标 轴 的 话 ; 因为 在 有 些 情形 下 , 沿 着 这 两 根 坐 标 轴 , 像 已 经 指出 过 的 , 级 数 也 可 
能 在 这 界线 范围 外 的 点 上 收 全 . 
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显然 , 在 全 平面 上 绝对 收敛 . 


4) 为 了 使 级 数 时 
(i 二 kk)!l ik 
> Ee 
1 天 一 0 
绝对 收敛 , 亦 即 级 数 
= 
D> lly 
2 =0 
收敛 , 必要 及 充分 条 件 是 使 级 数 
OO 四 ] 


收敛 , 这 级 数 是 上 述 二 重 级 数 按 对 角 线 相 加 得 到 的 . 这 使 我 们 得 到 条 件 jz| + |y| < 1. 因而 , 在 这 
儿 “收敛 区 域 ” 是 斜 置 的 以 ( 土 1, 0), (0, 士 1) 为 顶点 的 正方 形 (图 57). 


图 57 图 58 


5) 最 后 , 考虑 下 面 的 二 重 级 数 : 
YT=1lto+ 二 2 二 十 YY 十 十 ZY 十 … 
i>k 


0 
假定 这 级 数 绝对 收敛 , 如 果 把 它 按 横行 加 起 来 , 就 得 到 
本 
二 
由 此 显然 看 出 , 对 于 绝对 收敛 性 说 来 , 必须 jz| < 1, |zy| < 1; 同时 , 这 些 不 等 式 也 是 充分 的 .收敛 
区 域 ” 表 示 在 图 58 上 ; 这 区 域 上 的 曲线 为 等 轴 双 曲线 . 


(1+%+ r+) 1+ y+ (y+. 


一 一 一 一 


[399] 86. 无 穷 乘 积 . 291 ， 


398. 多重 级 数 分 日 伏地 广 生 了 对 于 无 穷 级 数 的 概念 的 更 进一步 的 扩 展 . 设 
给 定 用 s(s > 2) 个 下 标 i,k,… ,! 编号 的 无 穷 数组 


Us k,...,! 


这 些 下 标 中 的 每 一 个 都 彼此 无 关 地 取 所 有 可 能 的 自然 数值 . 在 这 情形 下 , 符号 


>》 Ui,k ! 
2 天 一 | 
就 叫做 多 重 (更 精确 地 说 是 s- 重 ) 级 数 . 


如 有 果 级 数 的 部 分 和 数 


4 一 k=1 1 二] 
当 nn 一 00,m 一 00,… ,Pp 一 oo 时 趋 于 有 限 或 无 穷 极限 ， 
则 这 极限 就 是 级 数 的 和 . 级 数 叫 做 收敛 的 , 如 果 它 具有 有 限 和 的 话 . 
多 重 级 数 中 最 重要 的 一 类 是 多 变量 的 窜 级 数 : 


i,k,… ,l=0 


上 述 理论 的 基本 概念 及 定理 也 可 推广 到 多 重 级 数 上 去 . 


$86. 无 穷 乘 积 


399. 基本 概念 ”如 果 
Pl, D2,; Pp3,"** ,Pn, (1) 


是 某 一 给 定 的 序列 , 则 由 它们 组 成 的 符号 


叫做 无 穷 乘积 . 
现在 看 手 把 (1) 中 的 数 连 乘 起 来 , 组 成 部 分 乘积 


三 0 三 0 人 Pn, *: (3) 


我 们 总 是 把 这 些 部 分 乘积 所 作成 的 序列 { 忆 ,} 跟 符号 (2) 相 参 照 . 
乘积 的 这 样 的 表示 法 我 们 早已 遇见 过 , 但 那 时 只 是 有 限 多 个 因数 
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极限 


J 
则 这 个 极限 叫做 乘积 (2) 的 值 , 并 写作 


如 果 无 穷 乘 积 具 有 异 于 0 的 有 限 值 P, 则 乘积 本 身 叫 做 收敛 的 ,在 相反 的 情形 下 , 乘 
积 叫 做 发 散 的 呈 . 


为 要 使 所 有 乘积 的 值 等 于 0, 只 要 乘积 的 因数 中 有 一 个 是 0 就 够 了 . 在 以 后 的 
考虑 中 , 我 们 把 这 种 情形 除开 , 于 是 我 们 恒 有 pn 汉 0 

读者 容易 建立 起 跟 无 穷 级 数 相似 的 那些 事实 [362], 并 可 以 认识 到 : 与 级 数 相 似 ， 
考虑 无 穷 乘积 , 也 仅 只 是 研究 序列 及 其 极限 的 一 种 特殊 形式 ， 熟悉 这 种 形式 是 有 用 
的 , 因为 在 有 些 情 形 下 , 这 种 形式 比 起 另 一 些 形式 来 是 更 方便 的 . 


400. 例题 1) TI2。 (1 =- 十) ee 
因为 部 分 乘积 
四 1 1 二 
es 
所 以 无 穷 乘 积 收敛 , 而 它 的 值 是 5 
2) 沃 刊 斯 公式 [317] 
Tj 2.2.4.4..... 27 . on 
0 Te 
显然 , 相当 于 数 的 无 穷 乘 积 展开 式 
T_ 2244 .. mn 
0 Da .Die 
这 公式 可 化 成 下 列 公 式 : 
和 克 2 
i pe | = nl oe | 
3) 证 明 ( 当 |z| < 1 时) 
(LT a) (Lo = 


也 这 样 一 来 (我 们 强调 这 点 ), 如 果 P = 0, 则 乘积 对 我 们 说 来 是 发 散 的 , 虽然 这 个 术语 跟 无 穷 级 
数 中 所 采用 的 术语 有 些 冲 突 , 但 它 是 大 家 采用 的 , 因为 它 能 使 许多 定理 的 令 述 更 为 容易 . 


[400| 86， 无 穷 乘积 . 293 . 


实际 上 , 连 乘 以 后 就 容易 断定 \ 


(1 x) :P=(1—7z)(l+r)(l+2r)...(1+z* )=1-—z 
P= 
1—Zz 
由 此 取 极 限 , 就 得 到 所 求 等 式 . 
4) 在 54,7a) 中 我 们 曾经 有 极限 
im cos€ cos 55 区 天 0). 


现在 我 们 可 以 写成 


i “2 sne 


特别 地 , 当 yp = - 时 , 得 到 展开 式 


如 果 回 想 一 下 


cos 工 - 15e0s2 = t+ loo 
4 V2 2 V2 2 ) 


则 这 个 展开 式 可 改 与 成 下 列 的 形状 : 


2 VE 人 
2 2 2V2 2VY2 


[ 韦 达 (F.Vieta)]. 这 个 公式 与 沃 利 斯 公式 一 起 , 在 分 析 史 上 提供 给 我 们 最 初 两 个 无 穷 乘积 的 例子 . 
5) 在 315(10) 中 , 对 于 第 一 类 全 椭圆 积分 , 我 们 确立 了 公式 


K(k) = 3 lim (1+ hh)(l+ ka). (1+ kn), 


其 中 序列 kn 用 下 面 的 递 推 关系 式 来 确定 : 


1— /1l—k2_) 
= 一 一 一 一 一 (ko = k). 
1l+ /lk 1 


这 公式 给 出 K(k) 的 无 穷 乘 积 展开 式 


6) 再 考虑 这 样 的 无 穷 乘积 


在 给 定 情 形 中 部 分 乘积 具有 下 面 的 形状 


1 
p _ el 十 过 十 … 十 址 elnnt+C+Yn nn CG ~ 
n+l n+l n++l1 | 
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| 


其 中 C 是 欧 拉 常 数 ,y, 是 无 穷 小 量 [367(4)]. 由 此 可 知 , 乘积 收 伍 并 且 它 的 值 、 


P=et. 


401. 基本 定理 . 与 级 数 的 关系 ， 在 无 穷 乘积 (2) 中 弃 去 前 m 个 项 后 , 得 到 余 
乘积 , 
Nm Pm+1'Pm+2'''Pmtk'"'* = | pn) (4) 


n= 二 my 二 1 

它 与 无 穷 级 数 的 余 式 完全 类 似 . 

1” 车 乘积 (2) 收敛 , 则 对 任何 一 个 m, 乘积 (4) 也 收 敏 ; 反之 ,从 乘积 (4) 的 收 
你 性 可 推出 原来 乘积 (2) 的 收敛 性 @. 

证 明 留 给 读者 去 作 [比较 364,1?]. 

由 此 可 见 ,在 无 穷 乘积 的 情形 下 ， 弃 去 开头 的 有 限 多 个 因数 或 在 前 头 加 进 一 此 
新 的 因数 , 也 都 不 影响 乘积 的 化 散 性 . 

2? 车 无 穷 乘 积 (2) 收敛 , 则 


Dri. :Tal 
yi 一 CO 


[参看 (4)]. 
这 从 等 式 


与 Py 趋 于 Pz0 推 得 . 
3” 老 无 穷 采 积 (2) 收敛 , 则 


由 9 


[比较 364,5°.] 
我 们 不 一 一 列举 类 似 于 无 穷 级 数 的 其 他 无 穷 乘 积 的 性 质 了 . 现在 我 们 来 确立 无 
穷 乘积 与 无 穷 级 数 的 收敛 性 间 的 关系 , 这 关系 使 我 们 能 够 把 对 于 级 数 详尽 地 发 展 了 
的 理论 直接 对 于 乘积 来 利用 ， 
在 收敛 乘积 的 情形 下 , 因数 zw, 从 某 处 开始 , 将 全 是 正 的 (3°). 而 且 , 由 于 1°, 如 
来 以 后 假定 所 有 的 p,, > 0, 并 不 因 之 破坏 普遍 性 . 
提醒 一 下 , 我 们 永远 假定 pn 0. 
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无 穷 乘积 (2) 收敛 的 必要 充分 条 件 是 级 数 


oo 
> In pn 
1 一 上 


4A° 


收 化 . 
当 这 一 条 件 满足 时 , 如 果 工 是 级 数 的 和 , 即 有 


P=et. 


用 L， 表示 级 数 (5) 的 部 分 和 后 , 即 有 
L», = InP,,P, = err". 
从 对 数组 数 与 指数 函数 的 连续 性 ,现在 推 知 , 如 果 PP, 趋 于 有 限 正 极限 已 则 L,, 趋 
于 InP; 反之 , 如 果 L, 具有 有 限 极限 工 , 则 对 于 PP 而 言 , 极限 是 ez. 
在 研究 无 穷 乘 积 (2) 的 收敛 性 时 , 令 


pn=1+an, 
把 乘积 写成 
| + ea»), (2*) 
nn 二 1 
再 把 级 数 (5) 写成 
3 In(1 + an) (5”) 
n= 二 1 
这 样 第 党 是 更 方便 的 . 
在 这 些 表 示 法 下 , 我 们 有 下 面 的 简单 定理 : 
5。 若 至 少 对 于 充分 大 的 n 说 来 ,有 
an > 0( 或 an < 0)， 
则 来 积 (2*) 收 化 的 必要 充分 条 件 是 级 数 
>》 Qn (6) 
nn 二 1 


收 和 化. 
因为 对 于 乘积 (2*) 与 级 数 (6) 的 收敛 性 说 来 , 在 每 种 情形 下 , 必要 条 件 都 是 
(7) 


lim an” 三 0 
NOO 
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[参看 3%], 所 以 我 们 假定 这 一 条 件 是 成 立 的 . 于 是 即 有 关系 式 


i jn(1 十 an) 
侯 ~ 一 CO On, 
[77,5)(a)]. 在 这 样 的 情形 下 , 由 于 级 数 (5*) 与 (6) 二 者 的 项 从 某 处 开始 都 保持 一 定 
的 符号 ; 根据 366 目 定 理 2, 这 二 级 数 同时 收敛 或 同时 发 散 . 由 此 , 由 于 4°, 就 推出 
我 们 的 上 断言 . 
回 到 一 般 的 情形 a,, < 0, 还 要 证 明 这 样 的 定理 : 


= 


6 ” 若 级 数 时 
2 on (8) 
与 级 数 (6) 同时 收 化 , 则 无 穷 乘积 (2*) 收敛 
事实 上 , 从 (8) 首先 推出 (7)， 回 忆 下 函数 in(1 十 x) 依 泰 勒 公 式 的 展开 式 
[125,5)], 我 们 有 
ln (1 + an) = an ~ 3a2 + o(0? 
A = iil), 1 
im tn) 了 9) 


由 366 目 定 理 2, 级 数 (8) 的 收敛 性 引出 级 数 


>》 [om 一 Ia(1+on) (10) 
的 收敛 性 . 因为 已 假定 级 数 (6) 是 收敛 的 , 所 以 由 此 推出 级 数 (5*) 的 收敛 性 . 这 里 级 
数 (5*) 是 两 个 收敛 级 数 的 差 . 剩 下 的 事 就 只 是 应 用 定理 4 了 ， 
现在 略为 讨论 一 下 无 穷 乘 积 “ 发 散 ” 于 0 的 情形 . 
7" 无 穷 乘 积 (2)[ 或 (2*)] 具有 零 值 的 必要 充分 条 件 是 级 数 (5)[ 或 (5*)] 具有 和 
本 
特别 地 , 若 an < 0 而 级 数 (6) 发 散 , 或 级 数 (6) 收敛 但 级 数 (8) 发 散 , 则 也 有 这 
样 结果 . 
证 明 留 给 读者 去 作 . 只 是 关于 最 后 的 假定 , 我 们 指出 , 从 级 数 (8) 的 发 散 性 , 由 
于 (9), 推出 级 数 (10) 的 发 散 性 , 级 数 (10) 将 有 和 +co. 而 在 这 情形 下 , 由 于 级 数 (6) 
的 收敛 性 , 显然 可 知 级 数 (5*) 的 和 是 一 oo. 
最 后 , 我 们 利用 乘积 (2)[ 或 (2*)] 与 级 数 (5)[ 或 (55)] 之 间 的 关系 来 建立 无 穷 乘 
积 绝对 收敛 性 的 概念 . 无 穷 乘积 在 它 的 因数 的 对 数 所 作 的 对 应 级 数 绝 对 收敛 的 情形 
时 , 就 叫做 绝对 收敛 的 , 
第 387 目 与 第 388 目的 研究 使 我 们 可 能 立即 断定 , 绝对 收敛 乘积 具有 可 交换 
性 , 可 是 非 绝 对 收敛 乘积 显然 不 具有 这 一 性 质 . 
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按照 5° 的 范例 , 容易 证 明 \ 
8。 乘积 (2*) 绝对 收 伊 性 的 必要 充分 条 件 是 级 数 (6) 的 绝对 收 伍 性 


402. 例题 1) 把 上 面 证 明 9 定理 应 用 到 下 列 无 乘积 上 去 : 
站 二 (z > 0) 按照 与 级 数 Yee ， = 同样 的 敛 散 情 形 ， 当 z > 1 时 收敛 , 而 


当 z < 1 时 发 散 (5°); 类 似 地 , [Ts (1 - 元) 当 z > 1 时 收 化 (5°), 而 当 0 < z < 1 时 发 散 
于 0(7°). 
6) Te ， 四 本 当 z > 二 时 收 伍 ， 即 ， 当 = > 1 时 乘积 绝对 收敛 ， 因 为 级 


外 人 二 收 化 (ss); 而 当 > < < 1 时 乘积 地 对 收 人 因为 级 可 ED 


2 政信 (6"); 最 后 , 当 0 < zs ;时 乘积 的 值 是 0, 因为 这 两 个 级 数 中 的 第 一 个 收敛 ,而 
第 二 个 并 不 收敛 (人 
2) 设 zn 是 包含 在 区 间 (0, 二 ) 内 的 任意 序列 . 这 时 乘积 


sin Zn 
1 | cos Xp。 与 1 J 


收敛 与 否 , 要 看 级 数 y` zi 是 否 收敛 来 决定 . 
首先 假定 , 序列 zn 一 0; 这 时 , 这 些 论断 可 从 5° 与 7? 推出 , 如 果 利 用 下 列 展 开 式 [125,2) 
与 3)] 的 话 . 


2 E 
cos Tn =1— ++o(r), 


2 
» 二 1 一 FE 

若 zn 不 趋 于 0, 则 同时 级 数 也 发 散 , 而 两 个 乘积 都 具有 有 零 值 C. 

3) 从 无 穷 乘 积 的 理论 容易 得 出 阿 贝尔 定理 : 若 ye ,an 是 给 定 的 正 项 级 数 , 4。 表示 其 部 分 
和 , 则 级 数 ye ,2 与 给 定 的 正 项 级 数 小 co ，a。 同 时 收敛 与 发 散 [参看 375,4)1. 仅 需 要 对 发 
散 情形 证 明 . 车 4w 一 co, 则 无 穷 乘积 [和 2 (1 - 至 ) = 村。 气 二 发散 到 0, 于 是 [根据 

级 数 本 2 发 于 

尖 谍 重要 的 且 和 


= (1- 2 


| 以后, 在 第 408 目 中 , 我 们 将 看 到 ， 这 乘积 代表 函数 sin "| 芭 zz 夭 jr, 其 中 大 =0, 士 1, 士 2,. 


乘积 的 收敛 性 (当然 是 绝对 收敛 性 ) 从 级 数 已 21 -了 的 收 化 性 可 一 下 子 推出 , 如 果 把 每 
一 个 因 式 分 解 成 两 个 因 式 而 把 乘积 写成 下 面 的 形状 : 


出 | 人 要 We | 人 


那么 , 因为 1 一 一 一 1, 在 所 指出 的 因 式 分 解 下 收 合 性 保持 着 , 乘积 的 值 也 保持 着 . 但 这 次 由 于 
级 数 
下 -但 27r on nn nn 


” @ 乘 积 具 有 确定 的 有 限 值 , 可 从 它 的 所 有 因 式 都 是 真 分 式 这 点 明白 看 出 ; 还 有 它 的 值 不 可 能 
于 0, 因为 这 是 违反 必要 条 件 (3°) 的 . 
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的 非 绝对 收敛 性 , 乘积 的 收敛 性 成 为 非 绝对 的 , 于 是 这 些 因 式 不 能 任意 调换 位 置 
现在 以 因 式 (1 干 一 ) e+ 启 代替 每 一 因 式 1 干 一 ; 容易 看 出 , 这 既 不 影响 无 穷 乘 积 的 收 笋 


性 , 也 不 影响 它 的 值 . 同时 新 的 乘积 也 是 绝对 收敛 的 ， 因为 [125,1)] 2 


-有 1 zx 2 1 
a 
并 且 从 某 处 开始 , 因 式 成 为 正 真 分 式 . 
5) 证 明 恒 等 式 ( 当 0 < q < 1 时 ) 


1 


(1+9(1 + +t9) .= Hg) 


( 欧 拉 ). 
提示 ”两 个 乘积 的 收敛 性 都 可 借助 于 5° 来 确定 . 把 它们 中 的 第 一 个 表示 成 下 面 的 形状 : 


(1 — 9°)(1— gq)(1 — gq ).… 
(Cla Ld 


6) 证 明 ( 当 a > 8 时) 


0841 (Btn 
mn 一 ce QQ 二 1) (a+nm1) 


为 此 , 只 要 确立 无 穷 乘积 


= 0. 


nn 二 0 n= 二 0 
的 发 散 性 或 [参看 7°] 级 数 
) Ee 
QO 二 nn 
n=0 


的 发 散 性 就 够 了 . 而 这 容易 从 把 所 写 出 的 级 数 跟 调 和 级 数 相 比较 而 推出 . 


附注 这 个 例子 以 及 下 面 的 儿 个 例子 在 这 方面 是 值得 特别 注意 的 , 即 是 , 这 些 例子 指明 : 利 
用 相当 发 展 了 的 无 穷 乘积 的 理论 , 把 寻求 序列 的 极限 的 问题 化 成 研究 无 穷 乘积 的 问题 , 有 时 确实 
是 有 利 的 . 


站 现在 潮 我 们 时 在 3702)( 与 $78.1) (四 中考 记 过 的 级 数 本， 722) 我们 曾 把 在 收 


敛 区 间 端 点 x = 一 上 级 数 的 钱 散 情况 留 作 悬案 . 
在 这 情形 下 可 得 到 交错 级 数 
> 1 人 Me 
n! er 


它 的 项 依 绝对 值 单 调 递减 . 回忆 一 [381], 我 们 看 出 , 级 数 收 敛 性 的 论断 由 下 面 等 
式 的 存在 来 决定 : 


n" 1 


lim 一 :一 一 0. 
nNn— 00 nl er 
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因为 这 序列 的 第 n 十 1 个 值 跟 第 ”个 值 的 比值 是 


所 以 可 把 问题 表示 成 等 价 的 形式 求 无 穷 乘 值 


=) 1 1 1 1 1 1 
人 =nln (1+5) -1=n|; -+?( 充 ) -1=- 训 +0(#)， 
于 是 类 型 (5) 的 对 数 级 数 发 散 , 并 具有 和 -oo. 在 这 样 的 情形 下 (7°), 无 穷 乘积 的 值 (所 求 极限 也 
跟 它 一 样 ) 实际 上 就 是 0. 级 数 收 化. 
8) 现在 来 全 部 解决 当 x 二 -1 时 ,在 -1 < ya -6 < 0 的 假定 下 ( 亦 即 这 种 情形 我 们 曾 
留 下 了 没有 考虑 过 ) 超 越 几何 级 数 


i at) Gtn- DB (8+). (Btn) 


敛 敬 情 况 的 问题 [参看 372 与 378,4)]. 
这 儿 第 n 十 1 项 系数 跟 第 n 项 系数 的 比值 等 于 


(a+tn)(B+n) _)_ 7Y-o-8+1 

TT - 1— + (|An| < 5). (11) 
对 于 充分 大 的 n 值 说 来 , 这 比值 是 正 的 ; 设 Y 一 Qa 一 8B > 一 1, 于 是 比值 到 后 来 总 是 小 于 1. 这 样 ， 
级 数 

一 na (o+1). (ot+nm1):B:.(8+D). (+n 1) 
rom 

如 果 在 弃 去 若干 个 开始 项 后 , 就 变 成 每 项 的 绝对 值 单调 递减 的 交错 级 数 了 . 并 在 这 上 儿 , 把 求 通 项 的 
(绝对 值 的 ) 极限 化 成 确定 无 穷 乘积 


TT (a 上 +m)(B 十 ma 
I] (1+n)(Y 二 + 7n) 


的 值 更 为 方便 . 如 果 yy 一 a 一 B > 一 1( 像 我 们 已 经 假定 的 ), 则 从 (11), 由 于 7°, 可 推 知 这 乘积 
有 0 值 ; 级 数 收敛 . 
在 一 a 一 B= 一 1 的 情形 时 , 公式 (11) 得 到 下 面 的 形状 : 
(十 mi 十 mi ,hn 
(+nY+n) 


” @ 开 始 值 m = no 可 假定 为 如 此 之 大 , 使 得 所 有 因数 都 是 正 的 ， 
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按照 定理 5°, 无 穷 乘 积 的 值 异 于 0, 对 级 数 (12) 说 来 违反 了 收敛 性 的 必要 条 件 , 级 数 发 散 
我 们 终于 完成 了 对 超越 几何 级 数 敛 散 情况 的 研究 . 所 得 结果 可 以 作成 下 表 : 


绝对 收敛 
发 散 
绝对 收敛 
发 散 
绝对 收敛 
| 非 绝 对 收敛 
发 散 


9) 证 明 , 级 数 


OO 


>», an(x” — 1)(2? — 22)... (x? — n2) 


7 二 1 


对 所 有 z 值 收敛 , 如 果 至 少 对 一 个 非 整数 值 > = zo 收敛 的 话 [斯 特 林 (Stirling)]. 
这 级 数 的 项 与 收敛 级 数 


Dad VR- (Za 一 7 


的 项 只 相差 因 式 2 


(2 ~ Ds? 2). (v7 
a3 ma) 


(£0 — 1)(20 — 22) 
些 因 式 当 nn 充分 大 时 , 是 单调 变化 着 的 . 
还 剩 下 的 事 只 是 确立 它们 的 有 界 性 (因为 这 时 就 可 以 应 用 阿 贝尔 判别 法 了 ), 为 此 目的 , 最 简单 
的 办 法 是 来 断定 无 穷 乘积 


的 收敛 性 ; 我 们 把 它 留 给 读者 去 作 . 
考虑 ( 像 欧 拉 所 考虑 过 的 ) 无 穷 乘积 


认定 z 异 于 0, 并 且 异 于 所 有 负 整 数 . 
容易 把 它 的 普遍 因 式 表示 成 这 样 : 


由 此 , 由 于 8°, 推出 给 定 乘积 (绝对 ) 收敛 . 这 条 积 所 确定 的 西数 he 济 了 初 等 数 以后 
在 分 析 中 考虑 到 的 最 重要 的 函数 中 的 一 
并 更 深入 地 研究 它 的 性 质 . 
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因为 第 n 部 分 乘积 具有 下 面 的 形状 : 


(n+ 1)” (2 nn” 
z+7) (I+3) (+ DTD +) 
所 以 就 可 以 令 
T(z) = lim nn (14) 
与 出 T(z 十 1) 的 类 似 的 公式 , 容易 看 出 ， 
I(z+1) .. nz 
T(z) nv riIsn 
我 们 就 得 到 一 个 简单 而 重要 的 关系 式 : 
rtz+D =z.T(o (15) 


如 果 令 z 等 于 自然 数 m, 就 得 到 递 推 公 式 
To 十 1) 三 7 (7 


因为 工 (1) = 1( 这 很 易 验 明 ), 所 以 由 此 得 


TT(m+1)=m! 
如 果 把 等 式 
1) 
et)=T0).7= | se = | 一 一 一 
"Yn i (1+) 


逐 项 相 乘 (其 中 前 者 由 (13) 与 (15) 推出 , 而 后 者 容易 从 400,6) 得 出 ), 我 们 还 可 得 到 函数 械 的 
一 个 重要 的 公式 , 即 


Cz 一 Cn 
e… :T(z+1) ll 到 
或 CO 
Fa =ec | (1+=) “En. (16) 


这 就 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 . 
现在 讲 一 个 也 是 属于 欧 拉 的 变换 无 穷 乘 积 为 级 数 的 著名 例子 .如果 依 递增 的 次 序 把 素数 
世上 与 但: 

pl = 2,p2 = 3,p3 一 5 人 KE 
则 当 z > 1 时 就 有 恒等式 


章 常数 项 无 穷 级 数 [402] 


` 302， 第 十 一 章 
由 | 
Si bs a 
. -Pe 
于 是 这 一 乘积 表示 黎 曼 函数 C(x) [365,2)]. 
按 几 何 级 数 的 求 和 公式 , 我 们 有 
人 
_1 pi (PpR)” (PR )” 
Dk 
如 果 把 对 应 于 不 超过 自然 数 NN 的 所 有 素数 的 有 限 个 这 种 级 数 相 乘 起 来 , 那么 部 分 乘积 就 等 于 
Oo / N CO / 
PW- [= + 》 二 (17) 
先生 1 名 二 名 n 二 N+l 


pkSN 1— 
pr 

这 儿 一 撤 “” 表 示 累 加 号 不 是 管 到 所 有 上 自然 数 , 而 只 是 管 到 它们 的 那 一 部 分 (还 要 管 到 1), 这 一 部 

分 目 然 数 在 分 解 成 素 因 式 的 分 解 式 中 , 只 笃 引 进 的 那些 素数 (前 面 N 个 自然 数 当 然 具 有 这 


种 性 质 ). 由 此 , 更 加 有 
N Co 
(IN) Sn 1 
0 > 3 < 和 


Tel 


由 于 级 数 从? 二 的 收敛 性 , 表示 着 这 级 数 第 n 项 后 余 式 的 右 端 表达 式 当 N -oo 时 趋 于 


0; 取 极限 ,就 得 到 所 要 求 的 结果 ， 
12) 当 z= 1 时 , 关系 式 (17) 还 保持 有 效 , 由 此 


发 散 并 具有 值 十 co. 
欧 拉 所 给 的 素数 集合 是 无 穷 的 这 一 事实 的 新 的 证 明 , 就 是 根据 上 述 结果 得 出 的 (实质 上 , 在 上 
面 所 作 的 讨论 中 , 我 们 并 不 会 利用 过 素 集 合 是 无 穷 的 这 一 事实 ); 事实 上 , 当 这 集合 是 有 限时 , 乘积 


束 会 具有 有 限 值 , 这 与 上 述 结果 相 子 盾 . 如 果 把 所 得 到 的 结果 改写 成 


6- 二 (- 坟 )- 


2 
则 由 于 5°, 可 以 断定 级 数 
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的 发 散 性 . 此 外 , 这 个 重要 的 命题 还 给 出 素数 增长 的 某 一 特征 .| 我 们 强调 指出 , 这 一 命题 在 断定 调 
和 级 数 已 2 的 发 散 性 时 是 极 有 力 的 , 因为 这 儿 只 讲 到 调和 级 数 的 所 有 项 的 一 部 分 
13) 类 似 地 ( 当 z > 1 时 ) 可 以 确立 恒等式 
1 


_1 _ 1,1 ] 1 
1 加 3rz 5 7z 9z 
是 (人 司 ( 有 人 二) 
37 5z 7z 11z PE 


这 儿 在 堪 端 分 母 中 的 + 或 -号 依据 ( 奇 ) 素数 是 否 形 如 4m 一 1 或 4n 十 1 来 取 定 . 


87. 初等 函数 的 展开 
403. 展开 函数 成 具 级 数 ; 泰勒 级 数 ”在 第 379 目 中 我 们 已 经 状 虑 过 形 如 
》 anzn = a0+az+ or + 二 QnrY 十 (1) 
0 


的 依 z 的 乘 才 展开 的 过 级 数 . 如 果 除 去 “处 处 发 散 ” 的 级 数 , 则 对 每 一 个 这 样 的 级 数 
说 来 , 存在 着 以 点 z = 0 为 中 心 , 从 - 玉 到 R( 这 儿 收 钱 半 径 R > 0, 但 也 可 以 是 无 穷 ) 
的 收敛 区 间 . 这 区 间 是 否 包含 端点 在 内 , 要 看 情况 怎样 来 决定 . 

考虑 依 二 项 式 z - zo( 代 蔡 x) 的 乘 寡 展开 的 更 普遍 形状 的 才 级 数 : 


>》 an(Z ~ £0)" = a0+a(z — go) + +an(z — zo)" + (2) 
0 


这 种 级 数 跟 形 如 (1) 的 级 数 没 有 本 质 上 的 差别 , 因为 用 一 个 简单 的 变量 蔡 换 :zx - xo = 
y( 只 有 变量 表示 法 上 的 不 同 ) 就 可 把 它 化 成 级 数 (1)，、 对 级 数 (2) 说 来 , 如 果 它 不 是 
“处 处 发 敌 ” 的 , 也 有 收敛 区 间 , 但 这 次 中 心 是 点 zo, 从 zo 一 R 到 zo 十 R. 它 的 端点 ， 
跟 级 数 (1) 的 情形 一 样 , 可 以 属于 , 但 也 可 以 不 属于 区 间 内 . 

在 以 后 儿 慷 中 我 们 要 详细 地 研究 窜 级 数 的 性 质 , 它们 在 许多 方面 都 与 多 项 式 相 
似 . 多 项 式 是 医 级 数 的 段 (部 分 和 ), 这 使 寡 级 数 成 为 近似 计算 的 便利 的 工具 . 由 于 这 
个 事实 , 把 预先 给 定 的 函数 按 z - zo 的 乘客 (特别 情形 , 按 x 的 乘 寡 ) 展开 的 可 能 . 
的 问题 , 亦 即 把 四 数 表示 成 类 型 (2) 或 (1) 的 级 数 和 形状 的 可 能 性 的 问题 , 就 获得 很 
大 的 重要 性 . 

在 这 儿 我 们 要 人 研究 初等 函数 的 如 此 的 展开 式 , 并 且 在 124 ~ 126 目 中 详细 研究 
过 的 泰勒 公式 给 我 们 打开 一 条 通 向 解决 所 提出 的 问题 的 道路 . 事实 上 , 假定 所 考虑 
的 函数 f(z) 在 区 间 [zo, zo 十 日] 或 [zo 一 瑟 ,xo](H > 0) 上 具有 各 阶 导数 (因而 它们 
都 是 连续 的 ). 于 是 像 我 们 在 第 126 目 中 已 经 看 到 的 , 对 于 在 这 区 间 上 所 有 的 x 值 ， 
即 有 公式 


fo) = feo) + (szo) + (~ zo0)? + 
(n) (7 
十 了 ) (2 0) + rn(X)) (3) 


二 
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a 


其 中 余 项 mm(z) 可 以 表示 成 第 126 目 中 所 指出 的 形式 中 的 任 一 个 .同时 我 们 可 以 取 
n 任意 大 , 即 是 ,把 这 展开 式 进行 到 x - zo 的 任意 高 的 乘 震 . 
这 就 月 然 地 引出 无 穷 展 开 式 的 想法 . 


fo) = fo 上 + 于 和 za) 二 大 和 (一 zoj?+ 
(n) [7 
/ ee (4) 


这 种 级 数 一 一 它 跟 收敛 与 否 及 是 否 具 有 和 f(x) 无 关 一 一 叫做 函数 f(z) 的 泰勒 级 
数 . 它 有 (2) 的 形状 , 并 且 它 的 系数 
a0 = f(z0), al = foo),, 加 ee" SS 0 
叫做 泰勒 系数 . 
因为 f(z) 与 泰勒 级 数 ”+ 1 项 和 数 之 间 的 差 数 , 由 于 (3), 恰好 是 r(xz), 所 以 显 
然 : 在 某 一 z 值 时 ,展开 式 (4) 实际 上 成 立 的 必要 充分 条 件 是 , 在 这 个 z 值 时 ,泰勒 
公式 的 余 项 rn (7x) 随 着 7 的 增 大 而 趋 于 0: 


Wi eC 0 (5) 


九 -一 CO 


这 等 式 是 否 成 立 , 以 及 在 怎样 的 > 值 时 这 等 式 成 立 , 在 研究 这 些 问题 时 , 依赖 于 
n 的 余 项 rn(z) 的 各 种 形式 对 我 们 是 有 用 的 . 
沉 常 要 讨论 跟 xo = 0 与 函数 f(z) 直接 按 x 的 乘 究 展开 成 级 数 


/ // (n) 
JOO Os OO 
的 情形 ; 这 级 数 具 有 (1) 的 形状 , 系数 为 
/ // (m) 
0 = fl0),a = ,0a = Ls = OO,... (7) 
现在 更 详细 地 写 出 适合 于 这 一 特别 假定 :zo = 0 [126] 的 余 项 rn(z)， 
(n+l) (9z 
拉 阁 关 晶 形式; ma) = 于 ont (8) 
(n+1) 
禁 西 形式 : | = _ OV nt (9) 


并 且 , 关于 因数 9 只 知道 它 包 含 在 0 与 1 之 间 , 但 它 在 z 或 n 改变 时 (甚至 在 从 这 
一 形式 换 成 另 一 形式 时 ) 可 以 跟着 改变 . 
现在 讲 一 些 具体 的 展开 式 . 
中 这 级 数 通 和 党 叫做 甫 克 劳 林 级 数 , 参看 第 一 卷 124 目 和 125 目的 有 关 脚 注 . 


[404] 8$7. 初等 荡 数 的 展开 . 305 . 


404. 展开 指数 函数 、 基 本 三 角 函 数 及 其 他 函数 成 为 级 数 ”首先 证 明 下 面 的 简 
单 定理 , 它 直 接 包含 了 一 系列 的 重要 情形 . 
若 子 数 f(x) 在 区 间 [0, 太 | 或 一 H, OH > 0) 一 要 并 且 当 xz 在 所 
给 区 间 上 变化 时 , 所 有 这 些 导 数 的 绝对 值 被 定 : 


PC Oo) SE (10) 


这 儿 工 不 依赖 于 由) 则 在 整个 区 间 上 展开 式 (6) 成 立 . 
事实 上 , 取 拉 格 明日 形式 的 余 项 x (zx)[ 见 (8)], 由 于 (10), 我 们 有 


Hero ET 
Irn(7)| = mr I gL: ey 
像 我 们 在 35,1) 中 见 过 的 , 当 nn 无限 增 加 时 , 表达 式 -一 一 一 趋 于 0; 但 是 , 这 [由 于 


Er 7 
364,5°] 也 可 从 级 数 


co Hn+1 
+ 2 (n+ 1)! 
的 收 合 性 推荐 870,2)(a)]. 但 在 这 样 的 情形 下 ,rn(z) 就 具有 极限 0, 这 就 证 明了 我 们 


的 断言 . 
(a) 可 把 这 定理 应 用 于 在 任何 区 间 [- 互 ,如 上 的 下 列 函数 : 


f(x) = ez sin x, cosz. 
因为 它们 的 导数 f(x) 分 别 等 于 


7 所 i 
E”, Sn Th. ) COS TN ) 


并 且 在 这 区 间 上 , 函数 ez 的 各 阶 导数 的 绝对 值 以 数 ef# 为 上 界 , 而 函数 sinz 与 cosz 
的 各 导数 的 绝对 值 以 1 为 上 界 . 

因为 在 125,1) 一 3) 中 我 们 已 经 计算 过 这 些 函数 的 泰勒 系数 , 上 拨 以 可 以 立即 写 出 
展开 式 : 


1 | 72 n | 

t TT 一 一 -一 

而 ] 十 ]1 十 林 十 十 | 十 ! {11) 
3 5 2k—1 

7 .2 1)*-1_ 二 ... 

sinZ 二 2 一 可 十 可 十 (一 1) (ag 1 十 (12) 
: 72 x4 2 | 

1 一 _ 十..， 

cosX 一 1 5 十 本 + (一 1) ony 十 \ (13) 


它们 在 任意 x 值 时 都 成 立 . 
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(6) 个 难 用 类 似 方式 得 到 基本 双 曲 函数 的 展开 式 , 但 更 简单 的 是 回忆 一 下 它们 
的 定义 : 
一 ee 人 
2 2 | 
然后 用 把 级 数 (11) 与 下 面 的 级 数 逐 项 相 加 或 相 减 的 方法 引出 这 些 展开 式 . 这 级 数 是 
在 级 数 (11) 中 以 -~-z 代替 x 而 得 到 的 : 


e 
Sh Y= 


Ee 
e =1 十 2 十 (一 了 

用 这 方法 我 们 找到 : ER 
rT 3 E 2k—1 
Dt 


tn) 开头 所 证 明 的 定理 就 不 能 用 到 函数 y = arctg x 上 . 实际 上 , 在 116.8) 中 已 
求 出 的 这 个 函数 的 第 n 阶 导数 的 普 这 表达 式 


i \ 
vt) 一 人 1jlcos “yy sinn hm 二 , (1 


并 不 保证 所 有 的 yn) 有 共同 的 界 
因为 对 应 的 泰勒 级 数 [参看 125,6) 


2 5 2k—1 
这 这 es 
ee ee 1 > 二 
2 


只 在 区 间 [1,1] 上 收敛 ,所 以 在 这 区 间 外 已 经 用 不 着 说 到 用 这 级 数 来 表示 孔 数 
arctg 2. 有 反之, 对 于 |z| < 1, 依 拉 格 朗 日 公式 (8)[ 考 虑 到 (14)], 我 们 有 


cos™t1 yg .sin(n 十 二) (w 十 了 | ] 


[| < ) 
亿 十 二 Tih] 


其 中 yo = arctg9x. 由 此 显然 可 知 ,rn(z) 一 0, 于 是 对 于 在 区 间 [一 1,1| 上 所 有 的 zx 值 
有 展开 式 


二 a a 本 E 
和 1 De C19 
我 们 再 一 次 强调 . , 虽然 arctg z 天 这 区 亲 外 贞 有 确定 的 意 划 义 ， 但 展开 式 (15) 在 那 


儿 就 是 不 正确 的 , 因为 级 数 没有 和 . 
特别 地 , 当 x = 1 时 , 从 级 数 (15) 可 得 到 著名 的 莱 布 尼 茨 级 数 


T 1 1 

a a re i 人 16 

下 0 
这 是 给 出 数 x 的 展开 陈 的 第 一 个 级 数 , 


中 按 [377] 达 朗 贝尔 判别 法 容易 确信 : 如 果 |z| < 1, 级 数 (绝对 ) 收敛 , 而 当 |z| > 1 时 级 数 发 散 . 
当 z = 士 1 时 级 数 的 ( 非 绝 对 ) 收敛 性 可 从 [381] 莱 布 尼 茨 定理 推出 . 


[405] 87， 初等 函数 的 展开 . 307 . 
-> 


405. 对 数 级 数 ”如 果 取 In(l + zj(z > 一 1) 作为 函数 f(x), 则 对 应 的 泰勒 级 数 
是 这 样 的 [125,5)]: 


Z2 23 


-二 了 了 二 -二 ( 一 
x 7 +3 + (一 1) 


这 级 数 只 对 于 在 区 间 (-1 1 上 的 > 值 收敛 9; 这 就 是 说 , 研究 余 项 r(x) 的 情况 仅 
仅 对 这 些 值 来 说 才 有 意义 . 
首先 取 拉 格 朗 日 形式 (8) 的 余 项 . 因为 


n 
n 一 1 


nl 


tr) 1 人 
1 (0) = (1)" 


[116,2)], 所 以 


» 1 rtl 
rn(¥) = (—1) nil TO ( 


如 果 0 < xz < 1, 则 最 后 的 因 式 不 超过 1, 由 此 
ra (2)| < 一 一 ,于 是 7(z) 0( 当 n oo 时 ) 


0<0<1). 


但 是 , 当 > < 0 时 , 这 个 因 式 的 情况 不 明 , 因而 必须 采用 柯 西 余 项 形式 [ 见 (9)] 
我 们 有 

(1—0)” 
(1 十 gzjn+1l1 


[| 二 1 一 0 ) 
< : . 
rn (2)| 1—|z| \l1+0x 


因为 当 z > -1 时 有 1+9zx >1-0, 所 以 最 后 的 因 式 小 于 1; 因而, 只 要 z| < 1 就 
显然 有 rn(z) 一 0. 

很 有 趣 地 , 虽然 柯 西 形 式 完全 解决 了 在 -1 与 1 之 间 的 所 有 x 值 的 问题 , 但 当 
Zz 二 1 时, 它 什么 结果 也 不 能 给 出 ; 因为 在 这 情形 下 我 们 得 到 


rn(7X) = (—1)"*z"+! (0<0<1), 


于 年 


rn(1)| < (1 — 0)", 


但 由 于 9 随 ”而 变 的 可 能 性 , 不 能 断定 (1 _ bm 一 0. 
所 以 , 总 起 来 说 , 对 于 在 区 间 (1.1| 上 所 有 的 z 值 , 事实 上 有 


2 3 n 
mF) =2 (17) 
特别 地 , 当 x = 1 时 就 得 到 我 们 熟悉 的 级 数 
-1 i 
In2 一 1 一定 本 二 (一 1) 一 十 (18) 


中 比较 上 页 的 脚注 ; 当 z = -1 时 可 得 到 (只 有 符号 上 的 差别 ) 发 散 的 调和 级 数 . 
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从 级 数 (17) 可 以 导出 另 一 些 有 用 的 展开 式 . 例如 , 以 -~z 代替 其 中 的 z 后 , 从 级 数 
(17) 中 逐 项 减 去 所 得 到 的 级 数 (在 此 我 们 认定 |z| < 1), 就 得 到 下 面 的 级 数 : 


上 十 并 
1 一 并 


In 


1 1 1 
=2 (1 -x2 r+ 2m 下) ] 
TlT3r 十 (19) 


406. 斯 特 林 公 式 ”作为 应 用 , 我 们 说 明 ， 如 何 借助 于 这 级 数 可 以 导出 一 个 重要 的 分 析 公 
式 一 一 斯 特 林 (Stirling) 公式 ， 
在 (19) 中 取 z = 其 中 n 是 任意 自然 数 . 因为 在 这 情形 下 


2n 二 1 
| 1 
1-7 |) 1 7 
2 九 十 1] 
所 以 我 们 得 到 展开 式 
n+l 2 1 1 1 1 
"mn -mt tt et) (20) 
这 展开 式 可 以 改写 成 下 面 的 形状 : 
(nt3) (iti)=1+3 
”2/7 n/ 3 (ni: 5 (Qn+1 


这 个 表达 式 显然 大 于 1, 但 小 于 
1 .1 l 1 | 1 
pt | Inm rny 
所 以 , 我 们 有 | | ) 
1 < (n+ >) m (+ =) <1+ Im， 
由 此 , 取 指 数 , 得 到 | 


疙 十 亏 1 
e < @ 十 =) < einTI 
HAA 


nN 


现在 引进 序列 a = 了 <. 这 时 
nt 


从 上 面 的 不 等 式 即 可 推 知 


1 
On e 12n 


I 
el2n(nt+1l) 一 I ， 
an+1 ec 


于 是 ， 一 方面 ,an > Qnl1, 另 一 方面 


1 < 


1 _ 1 
Qn © li2n < Qn+1:€ 12(n+1) 


[406] 87， 初 等 车 数 的 展开 Fo: 


由 此 可 见 , 随 着 n 的 增 大 , 序列 a 递减 (保持 下 有 界 , 例如 , 以 0 为 下 界 ), 并 且 趋 于 有 限 极 
限 a; 而 序列 an . e- 环 递增 , 并 显然 趋 于 同一 极限 a( 因 为 e- 这 -1 因为 对 任何 n, 不 等 式 


an:e Br <a<an 
成 立 , 所 以 可 以 找到 包含 在 0 与 1 之 则 的 这 样 的 数 0, 使 得 
4 = an.e 区 或 gn = Qa.eTr， 
(我 们 指出 , 一 般 说 来 , 数 9 依赖 于 n.) 回忆 一 下 变量 a 的 定义 , 我 们 得 到 
nl = aVn. (=) 'e 节 (0 <9<1). (21) 


现在 剩 下 的 事 只 是 定 出 常量 a. 为 此 目的 , 回忆 一 下 活 利 斯 公式 [317], 这 公式 可 写成 下 面 的 
形状 : 
, 2n1l 
有 i 
在 括号 中 的 表达 式 可 用 下 面 的 方式 加 以 变形 : 


tt .2 
(2n—1t 2n 2n! | 


在 这 儿 用 公式 (21) 中 nl! 的 表达 式 代 替 n!, 而 用 类 似 的 表达 式 
2 刘 = 2 | a [00 入 必 0 


代 蔡 2n!, 用 初等 方法 化 简 后 , 得 到 


于 十 
we Ge e177 = 二 . 
NnN— OO 27 十 1 2 4 
由 此 
0a” 一 2 而 @ = V27. 


把 这 个 a 值 代入 公式 (21), 我 们 就 得 到 捧 特 林 公式 


-A mm 一 mm 一 一 -一 -一 一 


1 n 下 \ 
(9) .eT Oe 
e | 


A Am nr 一 汪 rm Ad / 吧 一 
+ 一 一 一 一 -~ 一 一 


i 出 级 数 
一 27 十 1 
Eee -1 


的 和 . 这 个 级 数 的 收敛 性 在 367 目 9)(6) 中 已 证 明 过 了 . 
提示 : 计算 第 n 部 分 和 , 借助 斯 特 林 公 式 作 变换 后 , 取 极 限 .答案 : >(1 — In2). 
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407. 二 项 式 级 数 最 后 , 取 f(z) = (1 十 x)”, 其 中 m 是 任何 异 于 0 及 异 于 所 
有 目 然 数 的 实数 (在 自然 数 m 时 按 牛顿 公式 可 得 已 知 的 有 限 展开 式 )， 在 这 情形 下 ， 
泰勒 级 数 具 有 下 面 的 形状 [125,4)]: 


| — 1)... 一 1 
mz D2 Mm) (mo ntl) 
1 .2 1.29.....7 


这 级 数 叫 做 二 项 式 级 数 , 而 它 的 系数 叫做 二 项 式 系数 . 在 对 m 所 作 的 假定 下 , 这 些 
系数 中 任何 一 个 都 不 是 0( 反 之 , 如 果 m 是 自然 数 , 则 zm+! 及 所 有 在 它 后 面 的 系数 
都 变 成 0). 利用 达 因 尔 判 别 法 [377] 容易 确定 , 当 |z| < 1 时 二 项 式 级 数 (绝对 ) 收 
伍 , 而 当 |x| > 1 时 级 数 发 散 . 我 们 将 在 |z| < 1 的 假定 下 来 作 余 项 r(x) 的 研究 , 并 
且 一 开始 就 取 它 的 柯 西 形 式 (9)( 拉 格 朗 日 形式 在 这 儿 给 出 的 答案 不 是 对 所 有 的 zx 值 


的 ). 
因为 
fHDr) =mm (mntlm— n+ rz)" 
所 以 就 有 
rl0) = Hm UF pnt 


重新 配置 因数 之 后 , 把 它 表 示 成 下 面 的 形状 : 


rn(Z) = (一 Jo - 2 1—n+1) Zn .mz(l + 07r)™ i (Te) . 
这 三 个 表达 式 中 的 第 一 个 是 二 项 式 级 数 的 通 项 , 但 对 应 于 指数 m - 1; 因为 当 
zx| < 1 时 二 项 式 级 数 收敛 , 不 管 指数 是 怎样 的 , 所 以 这 个 表达 式 当 n -oo 时 趋 于 0. 
至 于 其 他 两 个 表达 式 , 则 第 二 个 的 绝对 值 包 含 在 与 n 无关 的 界 
mz 一 多) SS |mzl (1 +zD)™ 


之 间 ; 而 第 三 个 , 与 405 中 一 样 , 小 于 1. 这 样 一 来 ,r(x) 一 0, 亦 即 对 于 lz| <1 说 
来 , 有 展开 式 


(十 2 三 1 十 702 十 


下 人 +... (22) 
它 也 是 跟 和 牛顿 的 名 字 联 系 着 的 . 
我 们 还 没有 考虑 过 在 值 x = 土 1 时 展开 式 的 适合 的 问题 . 容易 想 出 , 二 项 式 级 数 是 超越 几何 

级 数 的 特殊 情形 , 并 且 可 从 后 者 当 a = -m,6 = YY 时 , 以 -z 代替 z 而 得 出 . 由 于 这 点 , 按照 
402,8) 中 的 表 , 容易 作出 二 项 式 级 数 在 它 的 收敛 区 间 的 端点 x = 土 1 上 特征 的 敛 散 情况 的 表 : 
绝对 收敛 
非 绝 对 收 钱 

发 散 


[407] 87， 初 等 函数 的 展开 ' 311 ， 


可 以 证 明 , 每 一 次 当 二 项 式 级 数 收 敛 时 , 它 的 和 就 是 (1 + z)™. 在 这 儿 我 们 不 讨论 这 点 , 借以 
避免 余 项 的 烦 难 的 研究 , 因为 这 结果 可 简单 地 从 以 后 将 要 证 明 的 一 个 普遍 定理 | 参看 437,6?] 推 
出 . 


我 们 指出 二 项 式 定理 的 一 些 特别 情形 , 例如 , 对 应 于 m 二 m= 1, 的 情形 : 
Tl (1l<z<1) 


(通常 的 几何 级 数 ), 然后 ， 


] 1 5 14 
1 一 一 一 昌 . 
Vl 十 人 二 1 十 oT 3 十 jsT 一 1282 十 


nn 1(2m7 一 3) » 
十 (一 全 1 ( 一 (~l<z<1) (23) 
与 
1 3 2。 5 3 35 4 
TF 718? 16 + 1287 
2n— 1 。 
十 (一 )" i ) rz:.. (ll<z<1) (24) 


这 是 重要 的 , 强调 指出 : 在 二 项 式 级 数 的 和 总 是 给 出 根 式 的 算术 的 值 . 


附注 I. 下 面 的 有 趣 的 展开 式 , 例如 属于 施 勒 米 希 (Schl5milch) 的 展开 式 , 就 建立 在 这 特别 
情形 上 面 . 首先 . 在 (23) 中 令 xz = -多 其 中 -1 < y < 1, 我 们 得 到 


然后 ， 在 这 儿 用 表达 式 了 3 代替 y, 其 中 z 在 -oo 与 +co 之 间 变 化 . 有 


< 一 
a Ci 


~ -一 一 一 一 一 二 ww mm 


| 2z ) z 如果 |z| < 1,， 
2n!! 1 十 22 - 如 果 |z| > 1.， 


[| es 


这 个 例子 因为 下 面 的 事实 而 是 很 有 兴趣 的 : 因为 对 于 在 不 同 区 间 上 由 不 同 的 分 析 表 达 式 z 与 
= 所 定义 的 函数 , 同时 却 给 全 出 一 个 单一 的 在 级 数 和 形状 下 的 分 析 表 达 式 [比较 46,363,5)]. 

1I. 在 上 面 所 有 考虑 过 的 例子 中 , 函数 展开 成 泰勒 级 数 引出 这 样 的 结果 : 对 于 使 级 数 收 敛 的 所 
有 的 zx 值 , 级 数 的 和 等 于 建立 起 该 级 数 的 那个 消 数 . 因此 , 可 能 会 引起 读者 这 样 的 猜疑 : 要 保证 展 
开 式 (和 或 (6) 的 成 立 , 甚至 想 不 必 去 检验 关系 式 (5), 一 般 地 以 为 只 要 确立 级 数 的 收敛 性 就 够 了 . 

可 是 , 事实 上 , 事情 并 非 这 样 . 例如 , 如 果 回 到 在 138 目 附 注 中 考虑 过 的 函数 


fl(z)=e (rz #0N),f(0)=0, 


则 对 于 这 个 质数 , 如 我 们 见 过 的 , 虽然 在 x = 0 时 有 各 阶 导 数 , 但 在 这 点 都 变 成 0. 系数 全 部 是 0 
的 形 如 (6) 的 泰勒 级 数 当 然 处 处 收敛 , 但 是 任何 一 个 xz 值 ( 除 xz = 0 外 ) 都 不 能 够 再 产生 原来 的 
师 数 的 值 . 


-312 . 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [408] 


408. 展开 sinz 与 cosz 成 无 穷 乘 积 ”我 们 在 上 面 熟 悉 了 一 些 最 重要 的 初等 函数 依 x 的 乘 
攻 展 开 的 无 穷 级 数 展 开 式 , 亦 即 熟悉 了 把 这 些 函 数 表 示 成 “无 穷 多 项 式 ” 的 形状 . 在 本 节 末 了 , 我 
们 要 把 sin z 与 cos z 表示 成 无 穷 乘积 的 形状 , 这 些 乘积 仿佛 是 实现 分 解 成 对 应 于 “无 穷 多 项 式 ” 
的 因 式 . 

我 们 从 推导 一 个 辅助 公式 开始 . 从 代数 学 中 我 们 已 经 知道 棣 莫 弗 公式 人 


(coszZ++isinz)™” = cosmz++1i.sinmz, 


其 中 m 认定 是 自然 数 . 依 普通 法 则 解 开 左 端的 括号 , 并 比较 左 端 与 右 端 的 “ 虚 单 位 ”i = V 一 1 的 
系数 , 我 们 得 到 


sinmz =mcos™ lz.sinz— mY oom 2 .gsin3z 十 …. 
如 果 m = 2n 十 1 是 奇数 , 则 按 公 式 :cos**z 二 (1 一 sin” z)* 替换 余弦 函数 的 偶 次 军 后 , 我 们 把 所 
得 结果 表示 成 
sin(2n + 1)z = sin z . P(sin’ z), (25) 
其 中 P(w) 是 一 个 n 次 害 多 项 式 . 
如 果 用 wi,442,:… ,Un 表示 这 多 项 式 的 根 , 那么 这 多 项 式 可 以 用 下 面 的 方式 分 解 成 因 式 
记 


PUO=au-a -am=4(- 二 ) =- 之) 


从 (25) 容易 定 出 根 wi, wo,:… ,un， 只 要 注意 到 ， 如 果 z 使 sin(2n + 1)z 变 成 0, 但 保持 
sin z 异 于 0, 则 sin? z 就 一 定 是 多 项 式 P(w) 的 根 . 显然 , 包含 在 0 与 5 之 间 并 且 依次 递增 的 什 


Tn Tt yi _ 
= 7 2 A 和 MY” 递增 \ \ : 
2n41’ ni1l’ ntl 对 应 着 也 是 递增 大 的 (因而 是 相 寞 的 ) 根 
包 一 sin2_ 包 -sin22— .. Wy, = sin?2n 下 
i 2n+1’ 2n+1” on 


最 后 , 系数 A = ?0 ) 可 以 作为 当 z 一 0 时 比值 sin(2n 二 1)z/ sinz 的 极限 而 定 出 ; 由 此 A = 
2n 二 1. 
这 样 一 来 , 就 得 到 公式 


._ 2 .2 
or 
， 、 2 
Sin sin“n 
2n 二 1 2n 二 1 


令 z= pp 二 , 可 把 这 公式 改写 成 


sin2 二 sin” > 

sinz = (2n+t 1)sin - 1—-— 2+l … 1— — tl . (26) 
27 十 1 sin? sin*n— 
27 十 工 2 十 1 


我 们 认定 z 异 于 0, 士 r, 士 2r,…… ,于 是 sin x 关 0. 在 条 件 (k 十 1)x > |zx| 下 取 自 然 数 ,并 
坝 n > k. 现在 把 sin x 表示 成 下 面 乘积 的 形状 : 


sinz = U(™ .VI™, (27) 
中 例如 , 参看 下 面 453 目 . 


[408] 87， 初 等 浮 数 的 展开 ‘ 313 . 
-- > 


其 中 
。 2 L .2 9 
Cn) x S11 on 41 SI1nN 2n 41 
Ur = (2n + 1)si 1 | 
‘tn sin? -一 sin2 大 -一 
2n 二 1 2 十 1 
只 包含 上 个 在 括 弧 中 的 因 式 , 而 
.2 Zz 。 也 尼 
SI1n SIn 
”| sin?(k + 1)— sin2 n— 
2n+1 2n+1 


包括 所 有 其 余 的 因 式 ， 
暂 设 上 是 固定 的 ; 容易 找到 当 n -oo 时 UL" 的 极限 , 因为 这 个 表达 式 由 确定 的 有 限 多 个 
因 式 组 成 . 因为 


Jim (2m 十 1) sin yr 
sin2 — 
A 2 
. 27 十 1] 人 
本 
n+1 
所 以 
2 2 2 
rr 2 2Z Z 
Ur dm Us =z(1- 握 ) 0- 所) (总 
由 于 (27), 极限 、 
Vi = lim VA™ 


存在 , 并 且 


sinz = Ur: WV. 


现在 研究 极限 Vi 的 估 值 . 
已 知 , 对 于 0<w< | 不 等 式 
2 . 
元 多 < Sn < 


成 立 [54, (9); 133, 1)]. 所 以 


2 


sin?— <_< 
2n+1 (2n+t1)? 
并 且 
，2 nt 4 hn 
h OQ hh 二 十 1, 
SiN an +1 > 元 2 (2n + 1)3 ( 十 上 ) 2) ， 
于 是 ， ， 
1] 、 TVrn) 1) D 
> UT aT ey (28) 
无 穷 乘积 


' 314 ， 


[408] 

2 

(其 中 ho 如 此 挑选 , 使 得 4h3 > z?) 收敛 , 因为 级 数 沁 只 ，。 字 5 收敛 [401, 定理 51， 因 此 余 
乘积 


_ 了 2 
hh 二 kK 十 1 
当天 一 co 时 应 当 趋 于 1[401,2°]. 显然 , 如 果 写 
1 > Vi > 


我 们 只 加 强 了 (28) 中 的 第 二 个 不 等 式 ; 当 n 一 co 时 取 极 限 (在 固定 的 下 ), 得 到 


l>V>W. 
由 此 推 知 ， 


lim WV 二 1, 于 是 im Ur = sin x, 
最 后 , 我 们 就 得 到 有 名 的 展开 式 


2 
_ | .. (29) 
这 是 欧 拉 首先 建立 的 . 


是 0. 容易 看 出 , 这 些 各 别 的 因 式 恰好 对 应 于 sin x 的 不 同 的 根 @， 
如 果 在 所 得 到 的 展开 式 中 令 x = 了 ， 就 得 到 


于 是 又 推出 乓 理 斯 公式 [317; 比较 400,2)]. 


CO 


2 
Sin Xz =7z || 0 一 5 . 


我 们 再 指出 这 个 展开 式 的 一 个 有 趣 的 应 用 ; 以 rz 代 蔡 x, 这 展开 式 可 以 表示 成 下 面 的 形状 : 


7 2 
回忆 一 下 函数 F(z) 的 定义 [402,(13)] 
1 之 
1 + 
I 一 二 
(z) = = lI 1 
及 关系 式 T(z 十 1) = xz :T(x)[402,(15)]. 于 是 


nn 二 1 ] - 
中 关于 重新 配置 因 式 的 可 能 性 , 参看 402,4). 


[409] 88， 借 助 于 级 数 作 近似 计算 . 315 . 


相 乘 以 后 , 立即 得 到 所 谓 余 元 公式 


(人 ) 
— ) 
I ) TO es (30) 
这 也 是 欧 拉 求 得 的 ; 这 公式 在 任何 非 整数 的 rz 值 时 成 立 
类 似 于 sin z 的 展开 式 , 可 导出 展开 式 
es 2 | Ey 
一 一 5 
它 显 出 cosz 的 根 是 上 I 并 且 , 它 也 可 以 从 sinz 的 展开 式 依 下 面 的 公式 得 到 : 
. yy Sin 27 
cosz = sin (5 -7) 或 cos7 = Fo 
最 后 , 我 们 提 一 下 展开 式 
ce 2 co 2 
wz=z [I (1+ .Ss),m:= |] ey ) (31) 
多 二 1 n= 二 1 一 | 


它们 也 可 以 借助 于 相似 的 讨论 建立 起 来 . 


§8. 借助 于 级 数 作 近似 计算 


409， 一 般 说 明 ”在 我 们 所 得 到 的 具体 的 展开 式 的 例子 上 , 我 们 要 说 明 , 如 何 可 以 利用 无 穷 
级 数 来 达到 近似 计算 的 目的 . 我 们 预先 讲述 一 些 一 般 说 明 . 
如 采 我 们 可 把 未 知 数 4 展开 成 级 数 


4=al 十 a2 十 03 十 :… 十 an 十 
其 中 ai, az,as,…' 是 容易 计算 出 的 数 (通常 是 有 理 数 ), 并 近似 地 令 
4=4 一 al 十 a2 十 …: 十 an， 
那么 , 所 要 弃 去 的 一 切 其 余 各 项 的 校正 数 可 用 下 面 的 余 式 表示 出 来 : 
an 一 anf+l 十 an+2 十 … 


当 m” 充分 大 时 , 这 个 误差 成 为 任意 小 ,所 以 4。 可 以 以 任意 预先 给 定 的 精确 度 来 表达 4 
我 们 感到 兴趣 的 是 要 简单 地 作出 余 式 an 的 估 值 的 可 能 性 ; 这 使 我 们 当 计 算 接连 的 部 分 和 时 ， 
在 已 经 得 到 了 所 要 求 精确 度 的 近似 值 下 , 就 能 够 及 时 停止 而 不 再 往 下 作 . 


@ 特 别 地 ,在 这 儿 令 z = > 我们 得 到 (| “= 因为 当 z > 0 时 ,T(z) > 0 所 以 (5) - 
VT. 


316 ， 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [410] 


如 果 所 考虑 的 级 数 是 项 的 绝对 值 单调 递减 的 交错 级 数 (“ 菜 布 尼 艾 型 ”的 ), 那么 , 如 我 们 曾经 
见 过 的 [381, 附注 ], 余 式 的 符号 即 第 一 项 的 符号 , 并 且 余 式 的 绝对 值 小 于 这 项 的 绝对 值 . 对 于 这 
个 估 值 , 在 简易 这 一 意义 下 说 来 , 不 能 再 希望 有 比 它 更 好 的 估 值 了 . 

在 正 项 级 数 的 情形 下 , 事情 就 稍微 复杂 一 些 . 

在 这 情形 下 , 通常 是 设法 找 出 一 个 其 各 项 大 于 我 们 所 关心 的 级 数 的 各 项 , 容易 相 加 起 来 的 正 
项 级 数 , 并 对 这 新 级 数 的 余 式 估 值 . 

例如 , 对 于 级 数 ?一 3 可 得 到 


一 1 一 1 一 1 | 1 
> mi ~ 3 mm—1) 3 Ce 
mm 二 十 1 m 二 n 十 1 mm 二 nn 十 1 


这 个 估 值 跟 373,(11) 式 中 借助 于 积分 法 所 得 到 的 估 值 一 致 而 对 于 级 数 1 + 并 Ye -二 ,有 


= 和 1 bo 1 1 
= 人 0 
2 ml nl > (n+1):::m nl 2 (n+l)r-® nn 
mm 二 nn 十 1 mm 二 nn 十 1 m= 二 n+l1 


[在 37 中 计算 数 e 时 , 我 们 实际 上 就 是 利用 这 个 估 值 的 ] 

通常 是 求 数 4 的 十 进位 近似 值 , 可 是 级 数 的 项 也 可 以 不 用 十 进位 小 数 来 表示 . 在 把 它们 变 成 
十 进位 小 数 时 , 依 尾数 的 取舍 规则 使 它们 进 一 位 , 又 是 新 误差 的 来 源 , 这 也 应 当 计 算 进去 . 

最 后 , 我 们 指出 , 具有 使 我 们 感到 兴趣 的 数 4 作为 和 的 任何 级 数 并 非 都 是 适合 于 此 数 4 的 
实际 计算 的 (哪怕 它 的 项 是 简单 的 , 并 且 余 式 的 估 值 也 容易 作出 来 的 ). 问题 在 于 收敛 的 速度 , 亦 
即 在 于 部 分 和 向 数 4 接近 的 速度 . 

作为 例子 , 取 分 别 给 出 数 二 与 mn 2 的 展开 式 的 级 数 [参看 404(16) 与 405(18)]: 


1 1 1 1 
| ep ee A 
315 71 本 


i 

为 了 要 利用 它们 来 计算 这 两 个 数 , 比方 说 , 精确 到 二 在 第 一 种 情形 , 必须 加 到 五 万 项 , 而 在 第 
二 种 情形 , 加 到 十 万 项 ; 这 当然 是 不 能 实现 的 . 下 面 我 们 用 不 着 费 多 大 的 力 就 可 计算 上 述 两 数 甚至 
到 很 大 的 精确 度 , 但 利用 的 是 更 合适 的 级 数 . 


410. 数 的 计算 利用 已 知 的 反正 切 函 数 的 级 数 [404,(15)] 


3 5 7 


yy 
t 一 3 全 
arctgZ 三 并 十 


如 果 取 >z 二 A 则 arctgz = 工 , 我 们 就 得 到 级 数 
元 1 1 1 1 1 1 1 
a Le 


这 对 于 计算 已 经 是 合用 的 . 
回忆 一 下 反正 切 消 数 的 加 法 公式 


arctgZ 十 arctgy = arctg 7 ER 
y 


@ 在 这 形状 下 的 这 个 公式 , 只 在 角度 的 和 依 绝对 值 < > 的 假定 下 才 是 真确 的 [50]. 


[410] §8， 借 助 于 级 数 作 近似 计算 wa 


并 选取 任何 两 个 满足 关系 式 


的 真 分 数 作为 zx 及 y, 即 有 


二 一 arct raretgy 三 C= a 
A 8 8Y 一 3 y 3 


例如 , 令 z= ,y= 5， 我 们 得 到 


D 


2 10 
5 5 17 120 
t = 2 == 一 ”一 -一 = 
go , tg20 ne 15° tg40 - 5 1 
25 144 
由 于 这 数 的 接近 于 1, 显然 可 知 , 角度 4a 接近 于 1 2 即 有 
120 
9 下 1 
(BP Jr eo 
119 
由 此 | 人 7 - 1! 加 A | 六 of A LA 


1 1 1 1 


i 
239 3 2393 


这 就 是 梅 钦 (Machin) 公式 . 
我 们 要 按照 梅 钦 公式 计算 数 r 到 小 数 后 第 7 位 数字 . 为 此 , 只 需要 上 面 实 际 上 已 经 写 出 的 那 
些 项 就 够 . 因为 两 个 级 数 都 是 莱 布 尼 芯 型 的 , 所 以 在 被 减 数 与 减 数 中 , 弃 去 了 的 未 写 出 的 项 的 校正 
数 , 分 别 是 
16 1 
13.513 ~ 108 


把 保留 下 来 的 项 化 成 十 进位 小 数 , 使 它们 ( 依 小 数 的 尾数 取舍 规则 ) 近似 到 第 8 位 数字 . 把 计算 列 


0 i 与 0<A,< 


0 
5 .2395 108 
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成 下 表 (括号 中 的 土 号 指示 校正 数 的 符号 ): 


16 16 
= 3.200 000 00 ss = 0.042 666 67 (一 ) 
16 16 
S755 = 0.001 024 00 57 = 0.000 029 26 (一 ) 
41) -了 -0.000 000 91 (+) 上 ~ 0.000 000 03 (一 ) 
9.59 下 
3.201 024 91 0.042 695 96 
4 
人 0.016 736 40 (十 ) 
3.201 024 91 
—) 0.042 695 96 NS 
3.158 328 95 0.016 736 30 
算出 全 部 校正 数 , 有 


3.158 328 95 < l6a < 3.158 328 98 
一 0.016 736 32 < —46 < —0.016 736 30， 


于 征 
3.141 592 63 < 7 < 3.141 592 68. 


所 以 , 最 后 ,r = 3.141 592 6.…, 并 且 所 有 写 出 的 数字 都 是 真确 的 . 
411. 对 数 的 计算 ”级 数 


1 


nmi 1 1 1 
= 一 和 | 1) 一] 一 一 PR 1 
n(n+1)—inn Oe 下 (1) 


2 
Nn 2n 十 1 人 


十 


是 计算 的 基础 , 在 第 406 目 中 | 参看 (20)] 导出 斯 特 林 公式 时 我 们 已 经 利用 过 这 公式 . 
当 nn 二 1 时 , 得 到 In2 的 展开 式 : 


In2=3 (1+3.3+5 ee 
3 9 5 9 7 9 9 9% 11 9 
1 1 由 1 1 
Es 


这 级 数 对 计算 是 完全 合用 的 . 例如 , 只 要 限于 已 经 写 出 的 这 些 项 , 我 们 证 明 可 以 找到 有 9 位 真确 
的 十 进位 数字 的 In2. 
事实 上 , 如 果 弃 去 这 级 数 从 第 10 项 开始 的 那些 项 , 那么 , 相应 的 校正 数 就 是 : 


Ne ee )< Co 2) 
3\19 99 21 910 3. 1 99 9 

1 2 

ee 
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计算 到 10 位 数字 , 作出 下 表 : 


3 = 0.666 666 666 7 (--) 算出 所 有 的 校正 数 后 , 我 们 有 
0 0.693 147 180 2 < In2 < 0.693 147 180 9, 
3.3.0 = 0.024 691 358 0 (十 ) 于 是 
2 lIn2 = 0.693 147 180...,， 


> = 0.001 646 090 5 (+) 


5 并 且 所 有 写 出 来 的 九 位 数字 都 是 真确 的 ， 
3 = 0.000 130 642 1 (十 ) 
oo = 0.000 011 290 1 (一 ) 
了 5 -= 0.000 001 026 4 (一 ) 
1 = 0.000 000 096 5 (一 ) 
了 二 -07 = 0.000 000 009 3 (一 ) 
了 - -5 = 0.000 000 000 9 (+) 


0.693 147 180 5 


现在 在 (1) 中 令 n = 4, 我 们 找到 
1 


2 ] 1 1 
mn5-o2mn2 2 二 
2 二 “器 +5( ta Sts5 a ) 


利用 已 经 算出 来 的 In2 的 值 , 按 这 公式 容易 算出 In 5, 然后 也 可 算出 in 10 = lIn2 十 In5. 在 这 之 
后 , 可 以 算出 变 自 然 对 数 为 常用 对 数 时 的 模 
-1 
ln 10 | 
到 任意 精确 度 ; 它 等 于 M = 0.434 294 481.…. 乘 以 这 模 后 , 得 到 常用 对 数 :ijg2 与 lg5. 
在 基本 公式 (1) 中 取 常 用 对 数 : 


2M 1 1 1 1 
I DD) len= | 2 
sntl) -lgn | 3 CGntD 5 Gar | (2) 


在 这 儿 令 n = 80 = 2 .10 并 注意 n 十 1 二 81 = 3%, 我 们 找到 


2M 1 1 1 1 
tls3— 3lg2—1= 7161 1 + 3 1 + 5 + 


由 此 容易 找到 lg 3. 其 次 , 在 公式 (2) 中 令 n= 2400 ==3.23.10?, 即 有 nn 十 1 = 2401=74 
与 


2M 1 1 1 1 
4lg7-3lg2_lg3_2 ( )， 


= 14801 \ 13 23049601 | 5 330496017 + 
于 是 就 找到 对 数 jg7. 选 配 类 似 的 数 的 组 合 , 可 以 找到 素数 的 对 数 到 任意 精确 度 , 而 按 索 数 的 对 数 
用 相 加 及 以 自然 数 乘 的 方法 , 可 找到 复合 数 的 对 数 . 
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,可 以 按照 另 一 方式 来 进行 我 们 的 工作 , 即 直 接 计算 相继 的 自然 数 的 对 数 并 借助 于 公式 (2) 把 


ijgn 过 渡 到 ljg(w 十 也 例如 , 为 了 计算 从 1000 到 10000 的 数 的 对 数 , 在 公式 (2) 中 只 要 取 一 项 ， 


亦 即 近似 地 令 和 
2 3 4 
(了 mt 二 < 
lg(n+1)—lgn 0 < 


在 此 校正 数 是 
| 
2n+1 [3 (2n+1)? 5 (2n+1)4 


1 2M 2M 


2M 
+ 


1 
3(2n + 1)3 | 本 (2n 十 二 
因为 我 们 有 n > 10”, 而 2M < 1, 所 以 
J 1 
人 24.105 ~ 210 


4 
哪怕 把 所 有 的 差 误 都 加 起 来 , 一 般 地 说 , 误差 仍然 会 小 于 -i6 = >-5s， 但 在 按 第 一 各 
方法 算出 整 系列 的 控制 对 数 之 后 , 这 种 误差 的 累积 是 容易 避免 的 、 用 这 样 的 方法 可 以 达到 极 大 的 
精确 度 , 同时 保持 了 第 二 种 方法 所 固有 的 计算 的 自动 化 的 特点 (这 是 很 有 价值 的 , 尤其 在 造 巨型 的 
表 的 时 候 ). 
412. 根 式 的 计算 。” 根 式 可 最 简单 地 借助 于 对 数 表 来 计算 . 可 是 , 如 果 一 些 个 别 的 根 式 需要 
很 大 的 精确 度 , 则 更 适合 的 是 采用 二 项 式 级 数 [407(22)] 
(m—1) » mm—1)(m—2) 3 


m 一 Es a 
(1+7x) =1++mzi+t es 十 3 和 


假定 需要 计算 YA, 并 已 知 这 根 式 的 近似 值 a( 大 于 或 小 于 真 值 ), 但 要 求 改 善 它 ， 如果, 比方 
说 
A 


一 一 1 十 z 
ar : 
其 中 |z| 是 不 大 的 一 个 真 分 数 , 那么 可 以 用 下 面 的 方式 把 根 式 变 形 : 


A 2 
a 


并 可 利用 当 m 二 ; 时 的 二 项 式 级 数 , 有 时 从 等 式 


k 

Q / 
= = 中 

区 十 多 


出 发 是 更 合适 的 , 如 果 |x'| 又 是 一 个 不 大 的 真 分 数 , 并 且 采 用 为 一 变形 : 


YA= 一 .1 十 2 直 ， 


此 后 取 m = -i 应 用 二 项 式 级 数 . 
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作为 例子 , 从 V2 的 近似 值 1.4 出 发 , 计算 V2 到 很 大 的 精确 度 . 为 此 目的 , 按 上 述 两 种 范式 
中 的 -- 种 把 根 式 变形 : 


或 
=: 
V2 = 2 < = ( ) 
1.96 1 0.04 50 
六 2 


为 使 计算 容易 起 见 , 自然 宁愿 采用 第 二 种 方法 . 这 样 , 我 们 有 


Ll 3 5 1 35 1 63 1 
2.= | | Wn Ee ee ee et ee 
Va ( J 2 50 了 8 502 本 16 503 128 504 256 505 和 ) 


限于 已 经 写 出 的 这 些 项 ; 它们 都 可 以 表示 成 有 限 十 进位 小 数 : 


-| 
9 
和 
35 1 
1 sp7 = 0.000 000 043 75 
63 1 
356 * 555 = 0.000 000 000 787 5 


1.010 152 544 537 5 x 1.4= 1.414 213 562 352 50 


因为 在 元 的 寡 次 下 的 系数 递减 , 所 以 校正 数 可 以 像 通常 那样 加 以 估计 | 


人 


1 1.4 x 231 2.1 
1024 x 506 Rs 


502 1024 x 505 x 49 ~ 1011 
因此 


1.414 213 562 352 < V2 < 1.414 213 562 373, 
V2 = 1.414 213 562 3...,， 


小 数 后 所 有 10 个 数字 都 是 真确 的 . 
利用 己 形 
1190. 3 3 
容易 得 到 非常 多 的 数字 , 现在 再 举 出 一 些 类 似 的 变形 的 例子 (借助 于 二 项 式 级 数 的 计算 留 给 读者 
去 必 让 
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413. 欧 拉 级 数 的 变换 当 为 近似 计算 而 应 用 级 数 时 , 先 对 此 级 数 作 一 个 变换 有 时 是 有 好 处 
的 . 这 个 按 某 种 规则 , 用 另 一 个 具有 相同 和 的 级 数 代 换 已 知 收敛 级 数 , 称 为 变换 . 当然 , 仅 在 新 的 
级 数 收敛 更 快 , 并 便于 计算 时 , 这 样 的 变换 才 是 合适 的 . 

我 们 来 引入 以 欧 拉 的 名 字 命 名 的 经 典 变 换 的 公式 . 设 给 定 收 敛 级 数 


)= 》 (-1 ys (TG (3) 
k=0 
其 中 z > 0, 我 们 仅仅 是 为 了 方便 , 才 把 它 的 第 个 系数 表 为 (一 1)*ax, 完全 没有 假设 所 有 ak > 0. 
对 于 序列 ax(k = 0, 1,2,… ) 我 们 在 研究 时 引信 序列 的 差分 (这 与 在 122 目 对 具有 连续 变量 z 的 
清 数 f(z) 所 作 的 类 似 ): 


2 
Aax = QK 十 1 一 Qk, 人 Qk 一 Aak+l 3 Aax 一 Qk42 一 20K+1 十 Qk, 


一 般 地 
A?Tax 一 A < FAV 
把 已 知 级 数 改 写 为 这 样 : 
Qo Qi 0 0 0m ~ 0 — O53 
(2 二 一 一 一 十 CC. 
1 十 六 j++z 工 十 式 _ 1+z 


这 是 容许 的 , 因为 新 级 数 的 第 个 部 分 和 与 级 数 (3) 的 同类 部 分 和 相差 的 仅仅 是 TD) 
ak+izt+l 这 一 项 , 由 于 原先 级 数 的 收敛 性 , 这 一 项 当 有 co 时 趋 于 0[364,5°]. 为 了 简化 记号 , 现 
在 引入 差分 : 

Sl 


{00 — Aao:Z+t Aai. LAG 上 


保 
二 FXov = AV 二 一 …:} 
如 同 S(z) 那样 改写 为 
人 {A A! a0: T+ A’ar:7: 一 …:} 
的 形式 , 因此 , 再 次 分 出 第 一 项 , 便 有 :; 
A 人 ao 


2 
化 2 2 
Oh 二 z 十 (1 Tz) 人 00 一 人 “ai .十 :让 


Z (1 十 Z)? 
继续 这 样 进行 下 去 , 经 p 步 之 后 得 : 


Q0 人 AQo A 2 


p—1 A?- ao 
一 十 二 
li+z (1 十 2)3? (1 二 2)3 


人 


= … 十 (一 1) 
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其 中 


Ro(z)=(—1)? {A ao 一 Apzal .zz 十 Apa” .z2 一 


一 (人 + 你 )? 2 APak x". 


现在 来 证 明 :R(x) 当 p 一 co 时 趋 于 0. 


把 p 阶 差分 用 它 的 展开 式 (4) 代入 , 并 重新 排列 和 式 , 得 到 
1 — Dp Dp - ZA 
Ry (Zz) 一 (二 De 2 zt 2 Cpaktp 
一 1 - 2 1)*+ i 天 十 万 一 1 
ra OD) z 


Qk+p—id 
若 引入 对 原先 的 级 数 (3) 的 余 式 的 表示 , 令 


Tn 


OO 
> -Darnrst® (n=0,1,2,...), 
万 二 


则 RR。 的 表达 式 最 终 可 以 写成 


?7 COLr’ To di 人 7 
Ry (7) % 二 0 PDP 了 1( ) > ， 


i220 CozP .Tri(Z) 
(1 + £2)? (1 + 2)? 
因为 rn(z) 一 0, 则 根据 391 目 6",Ro(z) 一 0. 
在 (5) 式 中 令 p 一 ce 而 取 极 限 , 求 出 


化 
十 (一 六 A ao， (ee) 十 … } . 
将 S(z) 代 之 以 它 的 表达 式 (3), 便 得 到 欧 拉 变 换 : 


we 
-me 
MM 


1 
一 k k 上 一 DAD TL P 1 
CE 


1 十 了 
p=0 


人 
通常 在 zx 二 1 时 应 用 此 式 , 那 时 它 把 数值 级 数 变 为 数值 级 数 
Ap 
> 1)*ax 二 >》 人 — 1 
0 . 夫 
414， 例 题 


1) 令 ak = ZE 其 中 z 是 异 于 0, 一 1, 一 2, 一 3.…. 的 任意 常数 . 在 级 数 


Co (一 1 
2 之 十 天 
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中 寿 去 掉 前 面 充 分 多 项 , 它 便 是 莱 布 尼 茨 型 级 数 , 因此 级 数 收敛 . 
容易 计算 差分 的 序列 Aak, A“ak，…, 借助 于 数学 归纳 法 , 我 们 得 到 : 


FF /1\p p! , 
ND BFAGTRTD GrETD) 


特别 地 | 
Azao = (-1? 一 -一 


于 是 , 按照 公式 (7) 


~ (1)* p! 
2 ZT Da re {z+p) 


p=0 


若 令 z = 1, 便 得 到 著名 的 对 jn 2 的 级 数 变 换 : 


OO CO 
in2 = D (1)™ = = >》， — 
m 二 1 n= 二 1 


读者 很 明了 , 对 于 In2 的 近似 计算 , 利用 第 二 个 级 数 , 远 为 有 益 得 多 : 为 了 得 到 0.01 的 准确 


度 , 第 一 个 级 数 需 要 99 项 , 而 在 第 二 个 级 数 中 只 需 取 5 项 |! | 


习 设 we 一 于 未 全民 于 0 2 4 把 a FE 区 ak = 计 关 式 
2 
A?ao 可 以 利用 以 前 的 公式 : 
1 p! 1 22+ .pl 
和 人 = (一 1) 二 了 ”=(-12. -一 -一 一 二 
Qo = ( 2 < 5 +1) “(5 +2) (= 2 zz+2)::… (z+ 2p) 
在 这 种 情况 下 , 欧 拉 屡 换 具有 如 下 形式 : 
1 1 p! 
之 z+2k ;2 2(Z 十 2).…(z 十 2D) 
一 Dp 二 0 
特别 地 , 当 z = 1 时 由 此 得 出 表示 一 的 莱 布 尼 茨 级 数 变换 
TT 一 kx 1 1 一 p! 
4 2 2k+1 2 2 (2p + 1)!! 
3) 对 0 入 z 世 1, 在 404 目 ,(a) 中 有 展开 式 
CO 1 1 
arctgz 一 > (一 ] 元 + TZ . 
此 一 0 
僻 对 这 个 一 般 的 级 数 应 用 欧 拉 变 换 , 在 (6) 式 中 令 ak = Te ; 于 是 对 A?ao 可 利用 上 一 例子 
的 公式 (对 z == 1): (2 
p » (2p)!! 
A oo 二 (一 (2p + 1 
此 外 , 在 (6) 式 中 以 代替 x 且 等 式 两 端 还 乘 上 因子 z. 结果 便 得 到 
一 k 1 2k+1 化 一 (2p)1! ( 2 ) 
arctgz = >_(-!) 2k+41 1 3 QQp+ I I+) (8) 


k=0 了 一 0 
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4) 不 应 认为 收敛 级 数 的 欧 拉 变换 总 是 导致 收敛 性 的 改善 .[ 这 时 ， 比 较 两 个 具有 任意 符号 的 项 
的 级 数 > ,ck 与 从 ch 的 收敛 性 质 , 像 在 375 目 7) 中 那样 , 从 二 者 的 相应 余 式 加 与 + 


的 比值 的 性 态 出 发: 着 | 次 | 一 0， 风 第 一 个 级 数 收 全 较 快 而 第 二 个 级 数 收 全 较 
下 面 就 是 例子 


NsE 


-1  ， _ 一 1 
(-1) 未 变 为 收敛 较 快 的 级 数 2 


k 


| 
© 


一 1 一 1 /3\? 
2 元 变 为 收 策 匀 借 的 级 数 2 ,5 (了 ) ， 
5) 在 应 用 级 数 变换 作 计算 时 , 直接 计算 级 数 的 最 先 若 干 项 , 仅 对 级 数 的 余 式 作 变 换 常常 是 有 
益 的 . 我 们 现在 以 在 2) 中 讲 的 借助 级 数 计 算 x 值 作为 例子 来 加 以 说 明 : 
1.2 1.2.3 1.2. | 


1 
| — < 于 
和 | “3135 357 3.5.....(p+1 


因为 后 项 与 前 项 之 比 了 < 工 所 以 级 数 委 掉 的 余 式 总 是 小 于 被 计算 的 最 后 一 项 .例如 , 因 
一 一 一 一 一 2p 二 十 一 2 


为 第 21 项 


对 上 述 级 数 计算 了 21 项 之 后 ， 我 们 得 到 小 数 点 后 6 位 准确 数字 ， 如果 直接 计算 原来 级 数 的 前 7 
项 , 仅仅 对 第 7 项 以 后 的 余 式 作 变 换 , 得 到 


T=4 (1-3+F-F+5 一 六 十 吝 ) 
3 5 7 9 11"13 
2 
15 15.17 15.17.19 15.17..... (15 + 2p) 


在 这 里 , 括号 中 的 级 数 的 8 项 已 经 小 于 所 要 求 的 界 : 
1.2.3.4.5.6.7 


.°° ”~ “0. 0 2... 
2 15 .17.... .29 0.000 00 ) 


为 了 达到 同样 的 精确 度 , 对 比 前 述 的 21 项 , 除了 保持 原来 形状 的 7 项 外 , 只 需 再 计算 8 项 , 即 总 
共 15 项 ! 


415. 库 黑 尔 变换 “我 们 已 看 到 , 基于 准确 叙述 的 规则 的 欧 拉 变 换 导 至 单一 的 结果 , 当真 不 
总 是 有 益 的 [414,4]， 库 默 尔 提出 的 级 数 变换 的 方法 允许 更 大 的 任意 性 , 给 计算 者 的 技巧 提供 许 
多 东西, 然而, 在 简化 近似 计算 的 意义 上 是 目的 性 更 强 的 , 我 们 只 叙述 作为 所 论 方法 的 思想 , 并 用 
少量 例子 说 明 它 ， 

设 给 定 收 全 级 数 

AD FADE A TL... (9) 
欲 计算 级 数 具有 给 定 近似 程度 的 和 . 显然 4(9 一 0(k 一 co)， 取 另 一 个 与 4 人 等 价 的 无 穷 小 
a*) [62], 使 得 级 数 

2 
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不 仪 收敛 于 有 限 和 Ai, 而 且 使 得 这 个 和 易于 计算 . 如 果 令 


MD at 二 ol®), 


oh) 


OO 


1 1 


且 计 算 原 先 级 数 的 和 归纳 到 计算 各 项 显然 更 快 趋 于 零 的 变换 级 数 的 和 


例如 , 想 要 计算 级 数 并 > 证 的 和 , 我 们 记 起 和 等 于 1 的 级 数 并 


到 :( 当 一 co 时 ) 


1 1 
k2 大 (大 十 了 

因为 老 

1- 

k2 kk+1) K2( 大 十 1 
于 是 __ __ 

1 1 

2 B71 ET 

且 变 换 级 数 对 计算 更 为 有 益 . 


E(kE+1) 


所 指出 的 过 程 可 以 重复 进行 , 取 新 的 无 穷 小 a4%', 它 与 a4*) 等 价 , 使 得 级 数 


a 扣 十 oa 的 十 :十 Q 十 


收敛 于 有 限 的 、 易 于 计算 的 和 A2, 我 们 按 公式 


OO 


2》 A® 二 Ai 十 A2 十 3 


1 1 


把 计算 原先 级 数 的 和 归结 为 后 一 级 数 和 的 计算 , 这 后 一 级 数 的 项 
oo) 


趋 于 零 比 ai*) 更 快 . 
重复 这 个 过 程 p 次 , 达到 公式 


OO CO 
40 = 4 十 4 十 十 4 十 》 ab 
k=1 k=1 


其 中 


是 一 连 串 分 离 出 来 的 级 数 的 已 知 的 和 . 把 事情 归结 为 计算 级 数 > ab) 的 和 |， 


[415] 


[25,9)] 并 注意 


(10) 


[415] $8.， 借助 于 级 数 作 近似 计算 > 
ee bi 


OO 


1 I 
ol > 
jr 


于 是 

1 1 1 
2 Ce 
接着 是 
-1+ 吉 + 高 +32 tT 
i 3 kK2(kE + 1) (Kk+2)(k + 3) 


如 此 等 等 . 经 p 步 之 后 , 得 到 


| 1 1 
Ce en RN 人 


同时 , 我 们 始终 利用 为 我 们 已 知 的 公式 


一 | 1 
2 二 ‘(ki+p—i)(ki+p) 2D.21 


[由 在 3863 日 4) 中 所 引信 的 关系 式 中 , 当 aw = 0 得 到 的 ]， 

这 样 一 来, 计算 收 伍 较 慢 的 级 数 忆 包 ,去 的 和 被 归结 为 计算 它 的 前 p 项 (对 适当 的 p 值 ) 
的 和 及 一 个 收敛 较 决 的 变换 级 数 . 

再 举 一 个 更 为 复杂 的 例子 

用 Sp(p 一 一 自然数 ) 表示 级 数 


2 Sl) es 


对 暂时 不 定 的 y 有 
1 
Kk2(k+1)2...(k+p—1)2 (k++1)2(k+2)2...(k+p)? 
_ 2p— Dk’ +p(p + 2)k + yp’ 
ok2(k+1)2...(k+p—m1)2(k+ pp) 
由 此 可 见 ( 当 一 co) 
由 大 十 下 re po es ee, 
2 (tal) (Po) (td) (Ro 
1 
~ RE2(k+ 1 (k++p 1) 


如 末 以 级 数 So 的 与 这 些 项 等 价 的 各 个 差 代 蔡 级 数 5S; 的 各 项 , 便 得 易于 计算 、 其 和 为 


328 . 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [416] 


的 级 数 , 余 (“被 变换 的 ”) 级 数 将 具有 通 项 


p 2 32- 
2p 一 + 十 Ip -1 
Ek2(k+1)2...(k+p)? 
现在 我 们 就 利用 y 的 任意 性 , 选择 它 使 得 分 子 上 含有 的 项 为 零 : 


37D 
一 二 一 1. 
yD 


考虑 到 所 有 讲 过 的 , 对 级 数 Sr 得 到 这 样 的 变换 公式 : 


_ 3p p 
7 0p DP + Dap) P+ (ID 
| 3 1 
D3 + 
k=1 
1 3 1 (203 
302 3.9 3 + a2 3 
-DP ~。 3  (p~1)! (pJ)” ， 
2z-1(2p 一 3 川 ” D:22 (2p— 1)!! 和 2z{2p 一 Dn P+! (11) 
最 后 , 将 这 些 等 式 逐 项 相 加 , 得 到 如 下 结果 ot 
1 /1 1 1 1 952 1 (phe ] 
> 让- 527 3130 St po Gp 
(p)? 亚 1 
ta 2p 1 2 TI (106) 


例如 , 取 p = 5, 在 变换 级 数 中 也 取 5 项 , 可 以 计算 原先 级 数 的 和 准确 到 7 


416. 马尔 可 夫 变 换 ”马尔 可 夫 (A.A.Markov) 所 指出 的 对 变换 给 定 的 收敛 级 数 (9) 


CO 
A®*)=A 


的 方法 , 同样 给 计算 者 留 有 很 多 任意 性 . 以 任意 方式 把 每 一 个 44”) 展开 成 收敛 级 数 , 我 们 有 : 


A(*) 一 人 at ， 


?一 工 


所 有 这 些 级 数 的 项 组 成 具有 两 个 列表 值 的 无 穷 长 方 矩阵 [比较 393,(1)]. 


[416] 88. 借助 于 级 数 作 近似 计算 . 329 . 


于 是 所 求 的 数 A 径直 是 由 这 个 矩阵 组 成 的 二 重 级 数 


， k= 二 1 “一 工 
的 和 . 其 次 , 还 假设 所 有 按 列 的 级 数 


ya 


k= 二 1 
收敛 , 马尔 可 夫 建 立 了 级 数 2 ，4; 收敛 于 同一 个 和 4 的 必要 与 充分 条 件 .马尔 可 夫 变换 是 将 一 
个 二 重 级 数 用 另 一 个 二 重 级 数 代 换 : 


A=5 4 -YA 
k= 二 1 2 二 1 


例如 , 在 393 目 定理 3 中 给 出 了 应 用 马尔 可 夫 变 换 的 充分 条 件 [其 实 , 马尔 可 夫 定 理 本 身 十 
分 宽泛 , 因为 甚至 没有 假定 在 定理 中 所 提 到 的 级 数 的 绝对 收敛 性 . 

395 目 中 的 关系 式 (13) 是 应 用 马尔 可 夫 变 换 的 例子 , 所 谈 的 级 数 已 守 ， 十, 它 的 第 项 这 
次 表 为 有 限 项 的 和 


二 = a 
1 1 
一 从 一 i 二 
1 . (k— 1)! 
(Rl) Rk DR (CT 
然后 按 列 求 和 , 便 达到 所 提 到 的 关系 式 | 参看 395,4)] 
有 趣 地 指出 : 大 应 用 展开 式 


十 


则 马尔 可 夫 变 换 , 如 395 目 4) 中 已 强调 的 , 不 给 出 任何 新 东西 , 因为 径直 回 到 原先 的 级 数 . 

可 以 构造 联系 于 重复 应 用 库 默 尔 变 换 的 矩阵 (12)， 关 于 这 一 点 在 上 一 目 已 经 谈 到 了 [参看 
(10)], 但 是 在 那里 , 库 默 尔 的 (变换 ) 过 程 重复 仅仅 有 限 次 , 而 在 这 里 我 们 考虑 的 重复 进行 是 延续 
到 无 穷 的 ,只 不 过 每 次 应 该 验证 当 p -co 时 (10) 式 的 “ 余 式 " 趋 于 零 


li (k) 一 0 


为 了 证 明 这 一 点 , 例如 , 对 于 (106) 式 , 我 们 指出 : 在 余 式 中 出 现 的 和 不 超过 表达 式 


因此 整个 余 式 不 超过 量 


. 330 . 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [417] 


显然 , 它 当 p 一 co 时 趋 于 零 . 在 (106) 中 取 极 限 , 便 得 等 式 


> 二 -3 人 + LD | 
k2 [2 2.22 3 3.23 8 p27? (2p— 1)! 
Aw 1 (pC— 1)! 
-32 (2p 一 世上 

乃 一 


不 难看 出 它 与 395 目的 (13) 式 恒 等 . 
然而 类 似 的 极限 过 程 并 非 总 是 导致 有 益 的 结果 : 例如 , 若 在 等 式 (10a) 中 取 极 限 , 我 们 直接 得 


到 等 式 、 、 
1 1 


p=1 


这 梓 一 来 , 马尔 可 夫 提 出 的 方法 给 出 了 十 分 一 般 的 模式 , 给 计算 者 提供 广泛 的 可 能 性 , 但 对 技巧 有 


* 发 散 级 数 的 求 和 法 


417. 导言 ”在 本 章 整 章 中 , 直到 现在 为 止 , 对 于 已 给 的 数值 级 数 


》 on =a0+art ot Tan+..., (A) 
n=0 
我 们 是 在 部 分 和 的 极限 
A= 1im A, 


存在 并 有 限 (或 者 等 于 有 确 符号 的 无 穷 大 ) 的 假定 下 , 取 这 极限 作为 级 数 的 和 . 我 们 
总 认为 “振动 ”发 散 级 数 没有 和 , 并 且 一 贯 地 不 考虑 它们 | 

在 19 世纪 后 半期 , 由 于 数学 分 析 领 域 中 的 种 种 事实 , 例如 两 个 收 化 级 数 乘积 
发 散 性 [392], 自然 地 提出 了 在 某 些 新 的 意义 下 (当然 与 通常 意义 不 同 ) 发 散 级 数 求 和 
的 可 能 任 问 题 . 某 些 这 样 的 “ 求 和 ”方法 看 来 特别 有 效 ; 我 们 来 详细 谈 谈 这 个 问题 

必须 说 明 : 在 柯 西 建立 严格 的 极限 理论 (以 及 与 它 相关 的 级 数理 论 ) 以 前 , 在 数 
学 的 应 用 上 已 经 时 常 遇 到 过 发 散 级 数 . 虽然 对 于 它们 在 证 明 中 的 应 用 有 过 争论 , 然 
而 有 时 甚至 于 曾经 有 将 它们 赋予 数值 意义 的 企图 . 壁 如 , 从 莱 布 尼 茨 的 时 代 开 始 已 
经 取 数 > 作为 “振动 ” 级 数 


1 一 1 二 1 一 1 二 1 一 1 二.… 


的 “和 ”. 例如 欧 拉 以 为 这 种 做 法 的 理由 是 : 在 展开 式 


] 
一 一 王 1 一 2 十 2 一 23 二 24 一 05 十 
、\ l1+% 


[418|] 89， 发 散 级 数 的 求 和 法 ‘ 331， 


(实际 上 这 个 展开 式 只 对 |z| < 1 成 立 ) 中 用 1 代替 z 时 , 恰好 得 到 


1 
了 


在 这 里 已 经 包含 了 真理 的 核心 , 不 过 问题 的 提 法 不 够 明确 ; 这 样 任意 选取 展开 式 造 
成 了 各 种 可 能 , 璧 如 说 , 由 另 一 个 展开 式 (其 中 了 与 mm 任意 但 m <n) 


lot To To 
1 十 和 十 … 十 2Xm0r1 ] 一 27 


同时 就 得 到 


0 
7 


现代 分 析 学 用 另 一 种 方式 提出 问题 . 它 是 以 级 数 “ 广 义 和 ” 的 某 些 精确 表述 的 定 
义 为 基础 , 这 种 定义 不 仅 是 为 了 具体 的 我 们 感 兴趣 的 数值 级 数 而 建立 的 ,而 且 还 要 
应 用 到 一 整 类 这 样 的 级 数 上 . 这 种 方法 的 合理 性 不 会 引起 怀疑 : 读者 必须 回忆 到 不 
论 通 常 的 “级 数 和 ”概念 看 起 来 是 怎样 简单 而 自然 , 它 也 是 建立 在 (只 是 被 证 实 为 合 
适 的 ) 有 条 件 地 被 采用 的 定义 上 ;广义 和 ”的 定义 通常 要 适合 两 个 条 件 : 

第 一 ,车 级 数 Zan 取 广 义 和 4, 级 数 Eb, 取 广 义 和 B, 则 级 数 二 (pa + gbn), 其 
中 p 与 g 是 两 个 任意 常数 , 必须 取 数 pA 十 gqB 作为 广义 和 . 满足 这 种 条 件 的 求 和 法 

第 二 , 新 的 定义 必须 包含 通常 的 定义 作为 特例 . 更 精确 地 说 ,在 通常 意义 下 收敛 
于 和 4 的 级 数 必须 有 广义 和 , 并 且 广 义 和 同 样 等 于 4. 具有 这 种 性 质 的 求 和 法 称 为 
正则 求 和 法 . 当然 , 只 有 在 比 通常 的 求 和 法 更 广泛 的 情形 下 还 可 以 求 得 “和 式 ” 的 正 
则 求 和 法 才 有 用 处 : 只 有 这 时 我 们 才能 有 充分 的 理由 说 到 “广义 求 和 ”. 

我 们 现在 直接 转 到 讨论 在 应 用 的 观点 上 特别 重要 的 两 种 广义 求 和 法 . 

418. 项 级 数 法 ”在 实质 上 , 这 种 方法 是 泊 松 (Poisson) 所 发 现 的 , 而 且 他 首先 
企图 将 它 应 用 到 三 角 级 数 . 现 叙述 这 种 方法 如 下 : 

按照 已 给 的 数值 级 数 (A), 作出 宕 级 数 


CO 
Yanz" = a0+ Ar+ or + tanrr + 加 


nn 二 0 


霜 这 级 数 关 于 0 < x <1 收敛 ,并 且 它 的 和 f(x) 在 zx 一 1 一 0 时 有 极限 4: 


Nii (Sd 


rr—1—0 


则 数 4 称 为 已 给 级 数 的 (在 泊 松 意义 下 的 ) 广义 和 . 
例 1) 在 这 里 , 根据 定义 本 身 , 从 欧 拉 所 讨论 过 的 级 数 


ye Ry We 


825 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [418] 


就 可 导出 它 的 和 为 二 的 军 级 数 当 x _，1 _ 0 时 趋 近 二 极限 > 这 就 是 说 , 实际 上 , 在 此 处 精 


确 建立 的 意义 下 , 数 ; 就 是 所 指出 的 级 数 的 广义 和 . 
2) 我 们 取 更 一 般 的 例子 : 三 角 级 数 


对 于 一 切 值 90, -x < 9 < x, 是 发 散 的 . 
实际 上 , 如 果 9 有 CT 的 形式 , 其 中 p 与 g 是 自然 数 , 则 对 于 gq 的 倍数 n, 就 有 


cos n6 一 十 1， 


因此 违反 了 级 数 收敛 的 必要 条 件 . 如 果 比 值 上 是 无 理 数 , 则 将 它 展开 为 无 穷 连 分 数 , 并 且 作出 其 
渐 近 分 数 一 ， 如 我 们 所 知 , 应 有 


从 而 
In0 ~ m7| < un 
n 
这 样 , 对 于 无 穷 多 个 值 mw， 
|cosn6 土 1| < 2 
因此 | 
| cosPOl > 工 一 > 
由 此 也 可 见 收敛 的 必要 条 件 不 能 成 立 . 
如 果 作 出 震级 数 


OO 


+ 》 rm cosng < 


LN 


Sl 
(在 这 里 字母 7 代替 了 前 面 的 字母 z), 则 对 于 不 等 于 0 的 值 9, 它 的 和 是 : 
1 = 
2 1 一 2rcos0 十 72 (3) 
[参考 440(5)], 并 且 当 7 -1 一 0 时 趋 近 于 0. 因此 , 对 于 0 产 0,0 和 如 果 0 = 0， 
则 级 数 (2) 显然 有 和 等 于 十 co; 而 在 这 种 情形 下 表示 式 (3) 化 为 了 了 ,也 以 +oo 为 极限 
3) 同样 , 从 只 有 当 0=0 或 士 r 时 收敛 的 级 数 


OO 


>》 sinnb (rt <0<7) 
亿 一 1 
可 导出 寡 纹 数 
用 > 7r sinn0 = i 
1 一 27cos0 十 和 


[461,6) (a)], 因此 在 这 次 广义 和 当 9 二 0 时 等 于 Fctg30, 当 9 =0 时 等 于 零 


[418] 89. 发 散 级 数 的 求 和 法 . 333 . 


由 此 显然 可 见 所 讨论 的 广义 求 和 法 是 线性 的 . 至 于 这 种 方法 的 正则 性 , 则 可 从 
如 下 的 阿 贝 尔 定 理 确立 : 

车 级 数 (A) 收敛 , 并 有 和 A( 在 通常 的 意义 下 ), 则 对 0<z<1 畦 级 数 (1) 收 化， 
并 且 当 xz 一 1 一 0 时 , 其 和 趋 于 极限 A. @ 

首先 , 很 明显 [379], 级 数 (1) 的 收敛 半径 不 小 于 1, 因而 事实 上 对 0<x<1, 级 
数 (1) 收敛 . 我 们 已 有 等 式 


> an2Z ”一 (1 一 人) >》, Anz™ 
n=0 n=0 
(其 中 4% = ao 十 ai 十 … 十 an)[ 参 看 385,6);390,4)]; 将 其 与 显然 的 等 式 
A=(1—7z) > Ar” 
n=0 
逐 项 相 减 . 令 4 - 4n = an， 便 得 等 式 
4 一 >》 anz 一 (1 一 Z) 》 omzn (4) 
n=0 九 一 0 


因为 an 一 0, 则 对 任意 给 定 的 es > 0 存在 这 样 的 NW, 使 得 只 要 n> N, |an| < >. 
将 (4) 式 右 端 的 级 数 和 分 成 两 个 和 式 


N Co 
(1 —7) 》 onz” 及 (1 一 zx) > OnZ . 


九 一 入 十 1 


第 二 个 和 式 立 即 可 以 估计 , 且 与 x 无 关 : 


(1—Z) >》 QnT™ 


n 二 入 十 1 


至 于 第 一 个 和 式 , 则 当 x 一 1 时 , 它 趋 于 0, 因而 当 z 充分 接近 1 时 有 


OO OO 
7 E Nn 和 
< ( 工 一 2) 》 [lan|z <3°(1—2) 》 也 < 7 
n 二 入 十 1 n=N+1 


(1-7) anz"|< 5 
n 二 入 十 1 
于 是 最 后 有 
A— >》 CnXZ | < E， 
刀 .一 起 
这 了 驶 证 明了 我 们 的 论断 . 


中 这 个 定理 是 阿 贝 尔 在 人 研究 二 项 级 数理 论 时 证 明 的 [我 们 在 437 目 6" 中 将 回 到 这 个 定理 ]. 毋 
庸 怀疑 , 即 是 这 个 定理 导致 广义 求 和 法 的 一 般 表述 . 泊 松 仅仅 是 把 广义 求 和 法 应 用 到 特殊 情形 . 由 
于 此 所 ,虽然 发 散 级 数 求 和 法 的 观念 与 阿 贝尔 全 然 无 关 , 方法 本 身 却 常常 被 称 为 阿 贝尔 法 . 今后 ， 
我 们 还 是 把 它 称 为 泊 松 - 阿 贝 尔 法 


. 334 ， 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [419] 


419， 吻 人 定理 . 看 用 泊 松 - 阿 贝 尔 法 求 得 级 数 (A) 的 和 A, 则 如 我 们 已 经 看 到 的 , 这 级 数 
在 通常 的 意义 下 可 能 没有 和 . 换 句 话说 , 从 极限 


lim 0 三 二 (5) 


的 存在 , 一 般 说 来 不 束 推 得 级 数 (A) 收敛 .因此 自然 地 产生 了 下 面 的 问题 : 为 了 使 得 可 由 (4) 断 
定 的 级 数 (A) 收敛 , 也 就 是 断定 它 在 通常 的 意义 下 有 和 和 , 应 当 对 这 级 数 各 项 的 性 质 加 上 怎样 的 补 
充 条 件 ? 

在 这 方面 的 第 一 个 定理 是 陶 伯 (Tauber) 所 证 明 的 ; 这 个 定理 说 : 

设 级 数 (1) 当 0<z<1 时 收敛 , 并且 极限 等 式 (5) 成 立 . 车 级 数 (A) 的 各 项 适合 


人 (6) 


刀 -一 OO NN 


则 


证 明 我 们 将 证 明 分 成 两 部 分 . 首先 假定 


lim nan = 0 或 ao 二 0 (=) wD 


nOO 
+ 
a 
bn = max |kax|, 
kn 


则 当 mn 一 co 时 , 数量 5 单调 减 小 , 并 趋 近 于 零 ， 
对 于 任意 的 自然 数 N, 我 们 有 


N N co r co 
> Yanz" 十 > 、 
0 0 六 十 1 Lo 」 


因此 久 


N 


》_an—A4 | 


Sa 一 9 


N Co 出 
NAn IL 
<》 nan -so) + ee + 
0O 


0 N+1 0 
ON+1 nN 
< 一 -== = 、 
<(l 2 1)(0 > anzZ 一 人 


是 根据 著名 的 柯 西 定 理 [33,13)], 由 此 已 可 推出 条 件 (6) 成 立 , 但 是 反 过 来 却 不 正确 , 因此 我 们 现 
在 是 从 比 (6) 更 特殊 的 假定 出 发 . 
多 我 们 应 用 到 显而易见 的 ( 当 0 < z< 1 时 ) 不 等 式 


lz*=(1— zr)(l+r+ +2" i) <n(l— 2) 
友 


[419] 89， 发 散 级 数 的 求 和 法 . 335 . 


取 任 意 小 的 数 es > 0， 令 


、 E 
1— xz)N= 或 二 1] 一 一 
( Z) E Z Ny 


因此 当 N 一 ce 时 ,z 一 1. 现在 设 N 选 得 充分 大 , 使 得 :1) 不 等 式 6N+1 < e? 成 立 ; 并 且 2) 相 
对 应 的 z 是 这 样 接近 于 1, 以 致 


站 anz 一 4|<e. 

0 

这 时 
N 
》 an 一 4 < (2 十 0%0) :已 ， 
0 

这 就 证 明了 定理 . 


定理 的 一 般 情形 也 可 化 到 所 考虑 的 特殊 情形 . 令 


Vn 二 Ql 十 2a2 十 … 十 Nan (n> 1),vo=0, 


于 是 
Qn = = (wn — vn-1) (n> 1), 
然后 
>》 anz =a0+ D7 -> 一 
0 1 1 
Dt rm (7) 
但 是 由 定理 的 假定 , 也 就 是 由 于 也 当 n 一 co 时 趋 近 于 零 , 我 们 容易 得 到 
im (1-7) ,27" 一 0. (8) 
1 
为 了 要 证 明 它 , 在 这 里 只 需 将 和 式 分 成 两 部 分 : 
N CO 
(1 一 z) 》 +(1—2z) > 
1 N+1 


并 且 选 择 N 使 得 第 二 个 和 式 中 的 一 切 因子 到 的 绝对 值 小 于 预先 指定 的 数 。 > 0 一 因而 无 论 
z 是 怎样 , 第 二 个 和 式 的 绝对 值 小 于 e; 至 于 由 确定 的 有 限 个 项 所 组 成 的 第 一 个 和 式 , 则 当 z 接近 
于 1 时 也 是 这 样 . 

因此 , 由 (7),(5) 与 (8) 就 有 


CO 


、 人 mn 人 多 十 工 
] 》 一 2Z 4 一 ao. 
-0 - n(n 十 1) ” “0 


但 是 在 这 里 已 经 能 应 用 定理 的 已 证 明 的 特殊 情形 , 因此 


CO 


Un 加 
Der 


1 
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为 一 方面 ， 


) a DD 


Qm. 


因为 上 式 右 端的 第 一 项 趋 近 于 零 , 于 是 


CO 


lim > am 一 4 一 ao0， 
也 一 CO 
1 


这 样 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
后 来 , 许多 数学 家 建立 了 一 系列 同一 类 型 的 精巧 的 定理 ( 称 为 “ 陶 伯 型 ”的 定理 ), 它们 包含 形 
状 改变 了 的 并 且 推 广 了 的 陶 伯 条 件 . 我 们 对 此 将 不 加 人 研究 . 


420. 算术 平均 法 ”这 种 方法 的 最 简单 的 观念 是 弗 罗 贝 尼 乌 斯 (Frobenius) 所 提 
出 的 . 但 是 通常 它 与 切 萨 罗 (Ces&ro) 的 名 字 发 生 联 系 , 因为 后 者 对 这 个 方法 作 了 进 
一 步 的 发 展 . 这 种 方法 就 是 : 

根据 已 给 的 数值 级 数 (A) 的 部 分 和 4 作出 它们 的 逐步 算术 平均 


40 十 4i 4o 十 4 十 .十 4n 
com 


y 


如 果 变 量 an 当 nn 一 co 时 有 极限 4, 则 这 数 称 为 已 给 级 数 的 (在 切 萨 罗 的 意义 下 的 ] 
广义 和 . 
例 1) 回 到 级 数 
1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 ….， 
在 这 里 我 们 有 
kK 十 1 
C2k CO— SQ2k—1 一 


2k 十 1 2， 


于 是 an 5 我 们 所 得 到 的 和 数 与 用 泊 松 - 阿 贝尔 法 所 求 得 的 相同 [418,1)] 
2) 级 数 


的 部 分 和 是 (只 要 9 天 0 时 ) 


[421] 89.， 发散 级 数 的 求 和 法 . 337 . 


现在 不 难 计算 算术 平均 : 
a ] ] nn 
(n+ 1)an = >》 sin (n+ 5) 9= 一 1 Ylcos m0 - cos(m + 1)b] 
2 sin 30 m=—0 4sin 30 m=0 


6 2 
_1—cos(n+1)0 1 sin(n + 1)= 
4 sin? -0 2 sin 5 


6 2 
pfTD 0 | 
So 


显然 an 一 0: 在 这 里 , 当 9 关 0 时 ,0 就 是 广义 和 [参考 418,2)]. 
3) 最 后 , 重新 提出 级 数 


因此 , 最 后 得 到 


>》 sin nb (~ <0<7). 


nn 二 1 


当 0 关 0 时 , 我 们 有 
COS ;0 一 COS (n+ 3) 0 


An = 一 一 一 一 
2Sin 30 
然后 
nn 二 1 
1 1 1 
(n+ 1)an = 2 ctga0 一 一 一 一 >》 sin(7 十 1)0 一 sinynO] 


4sin? 30 m=1 


] . 
_ n+ ctg50 — St 2) sinb 


. 
4sin 30 
由 此 可 见 an 一 ctg30 

在 一 切 情形 下 , 根据 切 萨 罗 法 所 求 得 的 广义 和 与 根据 泊 松 - 阿 贝尔 法 所 求 得 的 一 样 . 以 后 [421] 
要 说 明 这 并 不 是 偶然 的 . 
在 这 里 也 立即 可 见 切 萨 罗 法 是 线性 的 . 在 极限 


lim 4 一 4 


存在 时 , 由 著名 的 柯 西 定理 [33,13)] 就 可 证 明 算 术 平均 on 也 有 同样 的 极限 . 因此 ， 
切 萨 罗 法 是 正则 的 ， 

421. 泊 松 - 阿 贝尔 法 与 切 萨 罗 法 的 相互 关系 ”我 们 从 简单 的 说 明 开 始 :如 果 用 
算术 平均 法 可 求 得 级 数 (A) 的 有 限 “ 和 ”A, 则 必须 有 


an = o(n). 
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2 可 知 


(Bt om — Won . Mn 


7 nn Be 
而 这 时 也 有 
am _ An nN—1An-i 2 机 
n 用 n nl | 
这 就 是 所 需要 证 明 的 . 


下 面 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 可 解决 在 本 目标 题 上 所 提出 的 问题 : 

如 果 用 算术 平均 法 可 求 得 级 数 (A) 的 有 限 “ 和 ”A, 则 同时 用 泊 松 - 阿 贝尔 法 也 可 
求 得 相同 的 和 

这 样 , 设 an 一 4. 由 本 目 开 始 所 作 的 说 明 , 显然 蜗 级 数 


a >， 9 
n=0 
关于 0 < x <1 收敛 . 运用 阿 贝 尔 变 换 两 次 [参考 383, 并 且 特 别 是 385,6)], 我 们 逐 
步 得 到 : 
(1 —Z) )D hn = = (1—Z) > eR 


[同时 应 回忆 到 4o + 4 十 … 十 4n = (n+ 1)anl. 局 (对 于 0<z<1)(-z)-?= 
0 (1 囊 
1= (1—72) 》 (n+1)z 
0 
用 4 乘 这 个 恒等式 的 两 端 , 再 逐 项 减 去 前 一 恒等式 : 


A— f(z)=(1 -2Z >》 (n+l)(A— an)r". 


二 0 


将 右 端 的 和 式 分 成 两 部 分 : 
RE 2 Ls 2 


外 从 右 端 显然 收敛 的 级 数 (由 于 am 四 出 发 , 不 难 直 接 证 实 上 面 的 恒等式 正确 : 


as +o) (n+ 1l)onr™ 3 1 十 (人 .一 1)an 2]z7” 
0 0 


一 {ln 十 1)an — non-i] — man-1i— (nm— lan-2]}r" 
0 


OO 
(An — An-_1)2” = > Qanz". 


0 


[这 时 我 们 令 a-1 = a-2 = 4-1 = 0.] 在 这 里 可 知 最 后 一 级 数 收敛 


[| 
dE 


[422] 8$9， 发散 级 数 的 求 和 法 . 339 . 


在 这 里 选择 数 N, 使 得 当 % > N 时 ， 
4 一 anl < e， 


其 中 < 是 预先 任意 给 出 的 正 数 . 这 时 第 二 个 和 式 的 绝对 值 小 于 e( 与 z 无关!), 而 当 
7 接近 于 1 时 , 第 一 个 和 式 也 是 这 样 . 由 此 证 明 就 完成 了 [与 418 目 阿 贝尔 定理 的 证 
明 相 比较 ]. 

这 样 , 我 们 断定 : 在 应 用 切 萨 罗 法 的 一 切 情形 下 , 应 用 泊 松 - 阿 贝尔 法 也 得 到 同 
样 的 结果 . 反 过 来 说 则 不 正确 : 有 的 级 数 可 用 泊 松 - 阿 贝尔 法 求 和 , 而 在 切 萨 罗 的 意 
义 下 无 广义 和 . 例如 , 我 们 考虑 级 数 


1 一 2+3 一 4 十 .…. 


因为 在 这 里 显然 (在 本 目 开 始 所 指出 的 ) 用 算术 平均 法 求 和 的 必要 条 件 不 成 立 , 所 以 
不 能 应 用 这 种 方法 . 而 同时 级 数 


1 一 2 十 3Z2 一 423 十 …， 


有 (对 于 0<z < 0) 和 三 二 它 当 z 一 1- 0 时 趋 近 于 极限 2-， 这 就 是 用 汉 


Z)2 
松 - 阿 贝尔 法 所 求 得 的 级 数 的 广义 和 和 . 
因此 , 治 松 - 阿 贝 东 法 比 切 萨 罗 法 要 强 些 , 也 就 是 说 可 应 用 到 比较 广泛 的 一 类 情 
形 , 但 是 当 同 时 可 应 用 两 种 方法 时 , 它们 彼此 不 相 了 矛盾 . 


422. 蛤 代 一 兰 道 定理 ”与 在 泊 松 - 阿 贝尔 法 的 情形 一 样 , 对 于 切 萨 罗 法 也 可 证 明 陶 伯 型 的 定 
理 , 亦 即 确立 级 数 各 项 的 一 些 补充 条 件 , 使 得 当 那 些 条 件 成 立时 , 如 果 级 数 可 用 算术 平均 法 求 和 ， 
” 则 它 在 通常 的 意义 下 收敛 . 

由 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 , 显然 从 泊 松 - 阿 贝尔 法 的 每 个 陶 伯 定理 都 可 特别 引导 出 切 萨 罗 法 的 这 
种 定理 . 例如 陶 伯 定理 本 身 可 以 改 述 为 : 若 ww A, 并 且 条 件 


.0Q1 十 2202 二 + 二 nan 
lim 一 一 


也 一 CC nN, 
成 立 , 则 同时 也 有 An 一 A. 而 且 在 这 里 , 由 容易 证 实 的 恒等式 


4 a = Qt 4202+ +nong 
n+1 


=0 (9) 


可 直接 推出 这 个 结果 , 这 个 恒等式 指出 了 : 在 所 考虑 的 情形 下 , 条 件 (9) 是 必要 的 
也 我 们 有 
m+l)An— ntlaon = (n+l)An— (Aot+ Alt..+ An) 
= (An — Ao)+ (An— Ai)+:+ (An — An_1) 
= (al 十 02 十 '… 十 an) 十 (az 十 :十 an) 十 十 an 一 al 十 2a3 十 十 man 


.340 : 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [422] 


险 代 (Hardy) 证 明了 : 不 仅 当 an = o (二 ) 时 (这 种 情形 已 经 包括 在 前 面 0), 而 且 在 更 广泛 
的 假定 
Imam| <C (C 为 瘦 数 ,m 二 = 1,2,3,:…) 
下, 可 渐 定 由 an 一 4 能 推出 A 一 A.， 兰 志 (Landau) 证 明了 其 至 于 只 要 这 种 关系 式 “ 单 侧 ” 
成 立 , 也 就 能 够 得 到 这 样 的 结论 . 
车 可 用 算术 平均 法 求 得 级 数 (A) 的 “和 ”A, 而 且 条 件 


mam > 一 CC (CC = 第 数 ;m = 1,2,3,.…) 


成 立 , 则 同时 也 有 


CO 


》 an=4. 


0 
[改变 级 数 的 所 有 项 的 符号 , 我 们 看 到 也 可 只 假定 另 一 方向 的 不 等 式 成 立 : 


mam <C. 


显然 这 定理 可 特别 应 用 到 各 项 符号 不 变 的 级 数 . 
为 了 证 明 起 见 , 首先 考虑 和 式 


nk 
S 一 》 Am,, 
mm 二 nn 二 1 
其 中 与 & 是 任意 的 自然 数 ; 用 恒 等 变 换 的 方法 , 容易 将 它 化 成 下 列 形式 : 
十 尼 Nn 
S= 》 An— An= (nt+ktlonte— (n+lon = kantkt (n+1)(ontk 一 an) (10) 
7 一 O Yn 二 0 


若 取 任意 的 Am( 当 n < m < n 十 时 ), 则 利用 所 假定 的 不 等 式 am > 于， 可 得 A 的 在 下 广 
的 估计 值 : ， 
Am = 4 十 (an+l 十 .十 am) > An 一 二 CC， 
于 是 对 于 m 求 和 , 就 得 到 
S > KKA4 一 el 
由 此 与 (10) 式 比较 , 得 到 这 样 的 不 等 式 : 


nn 十 1 
天 


现在 令 n 任意 增加 到 无 穷 大 , 而 令 的 变化 适合 下 一 条 件 : 比值 = 趋 近 于 预先 给 出 的 数 
e > 0. 这 时 不 等 式 (11) 的 右 端 趋 近 于 极限 A 十 sC, 因此 对 于 充分 大 的 值 n 就 有 


k 
An, < Cntk 十 (Qn+k 一 Qn ) 十 7 (11) 


An < A+2eC. (12) 
完全 同样 , 考虑 下 一 和 和 式 : 


S= 》 An=kaonk+n(on — on-k). 


m= 二 nT.—k+1i 
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并 且 作 出 An( 当 mm. 一 k < m <n 时 ) 的 在 上 方 的 估计 值 : 


k 
4m 二 4 一 (om+l 十 十 an) < 4 十 KRC， 


我 们 得 到 不 等 式 


2 


S' <kAn 十 > 次 
刀 一 无 
1 大 
9 十 f 


如 果 nn 一 oo, 并 且 与 在 前 面 一 样 , 同时 = 二 (但 这 次 设 s 有 ;) 则 这 个 不 等 式 的 右 端 趋 近 于 极 


限 4- 一 一 C > 4 一 2eC. 因此 , 对 于 充分 大 的 mw 应 有 
Ma EC (13) 
比较 (12) 与 (13), 我 们 看 到 确 乎 
lim An, = A. 


这 样 , 定理 得 证 . 
我 们 注意 : 对 于 泊 松 - 阿 贝尔 求 和 法 , 也 建立 过 类 似 的 陶 伯 定理 一 一 刚才 所 证 明 的 定理 只 
这 个 定理 的 一 个 特别 的 推论 . 但 是 由 于 它 的 证 明 复 杂 , 我 们 在 这 里 不 能 加 以 研究 . 


423. 广义 求 和 法 在 级 数 乘法 上 的 应 用 “现在 讨论 广义 求 和 法 在 依照 柯 西法 则 [389] 的 级 
数 乘法 问题 上 的 应 用 . 设 除 级 数 (A) 外 , 还 给 出 级 数 


>》 有 一 加 十 让 十 和 十 如 十 一 (B) 
nn 二 0 
则 级 数 
和 == > (Qobn 十 aabn-l 十 :…: 十 Qn_1b1 二 anbo) (C) 
nn 二 0 了 2 一 0O 


称 为 级 数 (A) 与 (B) 的 乘积 . 如果 两 个 已 给 的 级 数 收 敛 , 并 且 有 通常 的 和 4 与 B, 则 级 数 (C) 
还 是 可 能 发 散 [在 392 中 , 我 们 有 过 这 样 的 例子 ]. 
然而 ,在 一 切 情 形 下 , 我 们 可 用 泊 松 - 阿 页 尔 法 来 级 数 (C) 的 和 , 并 且 所 得 和 数 就 是 AB. 
实际 上 , 对 于 0 <Z< 1 级 数 (1) 与 级 数 


> We = bw be 4 hae te 


n= 二 0 


都 绝对 收敛 [379]; 用 f(z) 与 g(z) 分 别 表示 它们 的 和 . 根据 古典 的 柯 西 定理 [389], 这 两 个 级 数 
的 乘积 , 亦 即 级 数 


cnZ ”三 > (aobn 十 aipn il 十 …: 十 an_ibi 十 anpbo)Z 
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收敛 , 并 且 以 乘积 f(x)g(x) 作为 和 . 当 z 一 1 一 0 时 , 这 个 和 趋 近 于 4B, 因为 如 我 们 所 已 经 看 到 
的 , 分 别 有 
lim f(7) = A, lim g(z)=B. 


因此 , 级 数 (C) 的 “广义 (在 泊 松 - 阿 贝尔 的 意义 下 ) 和 ”的 确 是 AB, 这 就 是 所 需要 证 明 的 . 
由 此 , 作为 推论 得 到 了 关于 级 数 乘法 的 阿 贝尔 定理 . 同样 地 , 由 证 明 本 身 很 清楚 , 若 级 数 (A) 
与 (B) 不 是 在 通常 意义 下 收敛 , 而 仅 是 按照 泊 松 - 阿 贝 尔 法 求 的 和 A 与 B, 则 结论 同样 保持 有 效 . 
在 这 样 的 情况 下 , 考虑 到 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 [421], 可 以 作出 如 下 断言 :车 级 数 (A),(B) 与 (CO) 
在 切 萨 罗 的 意义 下 可 求 和 , 且 分 别 具 有 “广义 和 ”4, 与 C, 则 必然 C = 4B. 
作为 例子 , 我 们 考虑 级 数 


1 ， 113 m (2m — 1)!! 
Bt om 
的 “平方 ”, 这 个 级 数 是 在 二 项 展开 式 
1 +. 1.3 2 加 m (2m ~— 1)!! mm 
T3271 47 TO) om + 


中 取 z 二 1 而 得 到 的 . 将 所 述 数 值 级 数 自 乘 , 就 得 到 我 们 所 熟悉 的 级 数 
1 一 1+1—1+1-1+...0. 
无 论 根据 泊 松 - 阿 贝尔 法 或 是 根据 切 萨 罗 法 , 它 的 广义 和 总 是 = ( 己 )- 
其 次 , 把 这 个 发 散 级 数 自 乘 , 得 到 级 数 
1 一 2 十 3 一 4 十 
其 泊 松 - 阿 贝 尔 意义 下 的 广义 和 是 上 == 《 研 】 (在 切 萨 罗 意义 下 它 是 不 可 求 和 的 


424. 级 数 的 其 他 广义 求 和 法 
1) 沃 罗 诡 伊 (Voronoi) 法 . 设 有 正 的 数值 序列 {pw} 且 


P=po P,Q=po+pi+++pn (n>0). 


由 级 数 (A) 的 部 分 和 组 成 表达 式 


pn Ao 二 Dn-_1Al 十 ……， 十 Do4， 
wn 一 PP 


备 当 了 一 co 时 wn 一 4, 则 4 称 为 级 数 (A) 对 给 定 序列 {pn} 的 选择 在 沃 罗 诺 伊 意义 下 的 广 
义 和 . 
这儿 我 们 利用 了 数值 的 等 式 


om) Qn-2m- Dl 
(mt (nn 一 2 


其 中 (一 1)!! 与 04 约定 等 于 1. 


[424] §9， 发 散 级 数 的 求 和 法 . 343 . 


无 论 在 这 种 情况 下 , 还 是 后 面 各 种 情况 下 , 方法 的 线性 性 质 都 是 明显 的 , 所 以 我 们 不 再 谈 它 . 
对 于 沃 罗 诺 伊 法 的 正则 性 , 其 必要 与 充分 条 件 是 


lim 人 0. 


必要 性 ”我们 首先 假设 所 考虑 的 方法 是 正则 的 : 设 由 An 一 4 总 可 推出 w 一 4. 特别 若 
取 级 数 
1 一 1 十 0 十 0 二 0 十 …， 
对 此 级 数 ,Ao = 1, 而 An = 0( 因 而 4 = 0), 则 必然 有 


ey 


充分 性 ”现在 假定 定理 的 条 件 成 立 , 我 们 来 证 明 , 由 A 4 可 推出 wn 一 A. 
注意 到 特 普 利 获 定 理 [391] 且 以 An 代入 zn, 5 于 代入 tnm, 这 个 定理 的 条 件 (a) 成 立 ， 
因为 


Pn—m pn~—m si 


0 Lo Fr 
条 件 (6) 与 (8) 成 立 是 显然 的 , 因为 


> 
m= 二 0 ?1 一 0 


因此 , 如 所 要 求证 明 的 w 一 A. 
2) 推广 的 切 萨 罗 法 . 我 们 已 经 熟悉 了 算术 平均 法 [420]; 它 是 切 萨 罗 提出 的 求 和 法 的 无 穷 系 
列 中 最 简单 的 一 种 . 一 经 确定 了 自然 数 , 切 萨 罗 引进 序列 


Cntk Cn 
且 把 当 n 一 oo 时 它 的 极限 看 作 是 级 数 (A) 的 ( 次 ) 广义 和 @ . 当 = 1 时 , 便 回 到 算术 平均 
法 

今后 我 们 将 不 止 一 次 用 到 组 合 系数 C 之 间 的 如 下 关系 式 : 


Cri Or (14) 
若 从 已 知 的 关系 式 


Cul CDs Ci 
出 发 , 对 n 作 数 学 归纳 法 , 则 (14) 式 易 于 证 明 . 
首先 证 明 ,所 有 次 数 的 切 萨 罗 法 是 正则 的 沃 罗 诺 伊 法 的 特殊 情况 .为 此 , 只 需 令 pa = Ck-1_，， 
因为 由 (14) 式 便 推出 P = C& 加 之 


pn__l 
Es nk 


”CO 在 有 的 书 中 将 其 记 为 (C, 间 一 一 译 者 
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借助 于 等 式 (14), 利用 量 SX*), 可 确立 
SO VY +S Vr. SH = SH).0 (15) 


这 给 出 了 解释 次 切 院 罗 求 和 与 (k 一 1) 次 切 院 罗 求 和 之 间 关 系 的 可 能 性 ， 设 级 数 (A) 容许 
(k 一 1) 次 求 和 . 因此 yn 了 一 和. 根据 (14) 式 与 (15) 式 , 有 
(k) SCK) SCO) 十 SI) 十 .十 Sk-—1) 


CnHx Cn 
-1 (k—1 1 (kl _ k— 
CRN OR MY tt On 
一 Cr . 
nk 


到 这 里 应 用 特 普 利 交 定理 [391], 同时 令 


CAK 一 1 
zu 一 wk-D 及 tnm = 一 2 (m= 0,1,... ,n) 
Cok 


便 得 到 结论 : yK) 4. 这 样 一 来 , 若 级 数 (A) 按 某 一 次 数 的 切 萨 罗 法 是 可 求 和 的 , 则 这 个 级 数 按 
任意 更 高 次 数 的 切 萨 罗 法 也 是 可 求 和 , 并 且 求 得 同样 的 和 . 

现在 转身 已 为 我 们 所 熟悉 的 弗 罗 册 尼 乌 斯 定理 [421] 的 推广 : 若 级 数 (A) 按 任意 次 (比如 说 ,k 
次 ) 的 切 萨 罗 法 可 求 和 , 则 它 按 泊 松 - 阿 贝 尔 法 可 求 和 并 求 得 同样 的 和 . 


设 给 定 . 
(k 
本 69 
nn 十 大 
由 此 容易 断定 : 级 数 、 
SW)r” (17) 
n=0 
对 一 1 < zx <1 收敛 . 实际 上 , 因为 Ch ji ~ 守 , 则 从 (16) 式 有 
lim Ei [4 
多 一 CO nk k! 


若 4 关 0, 则 

lim VISW’|=1, 
因而 , 根据 柯 西 - 阿 达 马 定理 , 级 数 (17) 的 收敛 半径 等 于 1. 若 4 = 0, 级 数 的 收敛 半径 在 任何 情 
况 下 都 不 小 于 1. 


现在 考虑 等 式 的 系列 : 
Yonz”=(1-7) > Ar" = (1-7) > Sh 7", 
n= 二 0 n= 二 0 n= 二 0 
>》 Spa 一 (1 一 2 > Sr” © 
n=0 n=0 
>》 SY Vz" =(1-7) > Sz". 
n=0 n=0 


st0) 就 指 A，. 
乌 此 处 与 后 面 , 要 注意 到 等 式 (15). 
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在 前 面 我 们 已 得 出 上 述 系列 最 后 一 个 级 数 在 开 区 间 (一 1,1) 内 的 收敛 性 , 由 此 可 推出 [参看 
390,4)] 前 面 所 有 级 数 的 收敛 性 . 此 外 


anz” = (1 2) > SH)z" = (1— 72) On (18) 
二 0 n=0 nn 二 0 
把 此 式 与 男 一 等 式 
1 一 (一 四 人》 Ca (19) 


相 比 较 一 (19) 式 在 同一 开 区 间 (一 1, 1) 成立,(19) 式 是 由 对 级 数 


微分 次 得 到 的 . 等 式 (19) 两 端 乘 以 A, 并 从 其 逐 项 减 去 等 式 (18), 最 后 得 到 


4- > onm = (1 0)" IA- ICnrer™. 
n= 二 0 


二 


OO 


随后 的 论证 [考虑 到 (16) 式 ] 与 418 目的 阿 贝尔 定理 及 421 目的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 的 证 明 中 所 
用 的 完全 类 似 , 这 些 都 留 给 读者 . 结果 我 们 得 到 : 


lim an2z = A. 
zz—1—0 
n= 二 0 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 

注意 , 存在 着 按照 泊 松 - 阿 贝尔 法 可 求 和 的 发 散 级 数 , 但 它 按 推广 的 切 萨 罗 法 没有 一 个 方法 是 
可 求 和 的 . 于 是 , 所 说 过 的 方法 当中 , 第 一 个 方法 原来 强 过 所 有 后 面 的 , 甚至 比 它们 合 起 来 还 强 . 

3) 赫 尔 德 (Holder) 法 “这些 方法 不 过 是 重复 使 用 算术 平均 法 . 所 有 有 关 正 则 性 及 相互 关系 
的 问题 , 都 限于 引用 柯 西 定理 . 

可 以 说 , 使 用 回 算术 平均 法 完全 等 价 于 应 用 一 回 次 的 切 萨 罗 法 , 即 对 同类 级 数 求 和 , 并 
得 同样 的 和 | 

4) 博 雷 尔 (Borel) 法 ”这 个 方法 是 : 根据 级 数 (A) 及 其 部 分 和 A 作出 表达 式 


7 
若 后 一 级 数 收敛 , 哪怕 是 对 充分 大 的 z, 当 x 一 co 时 , 其 和 有 极限 4, 则 这 个 数值 就 是 对 级 数 (A) 
在 博 雷 尔 意义 下 的 广义 和 . 

我 们 来 证 明博 雷 尔 法 的 正则 性 . 设 级 数 (A) 收敛 , 并 用 (A) 表示 其 和 , 它 的 余 式 4 一 A 用 
Qn 表示 .( 对 于 充分 大 的 z) 有 


OO CD OO 


A-e ”DA -ey A ey) 4 ,2 =e 一 yon 
0 


0 0 0 
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给 出 任意 小 的 正 数 e > 0; 找 出 这 样 的 数码 N, 使 得 对 n > NN 成 立 |an| < 3. 把 最 末 的 式 子 表 为 
和 的 形式 : 
N Co 
二 7 二 二 
e > 十 e > 
0 Nl1 
对 不 论 怎样 的 x, 第 二 项 按 绝对 值 < 而 第 一 项 是 e-? 乘 以 (对 zx 的 ) 多 项 式 , 对 充分 大 的 并 
变 得 绝对 小 于 5 由 此 就 全 部 证 完了 @ 
5) 欧 拉 法 . 对 级 数 


>》 (-D*ax 
k=0 
在 413 目 有 [参看 (7) 式 ] 公式 
OO OO 人 了 z 
CE (20) 
大 一 0 2 一 0 


它 表 示 的 是 欧 拉 变换 . 同时 ,如 所 证 明 的 ,由 左 端 级 数 的 收敛 性 已 经 推出 右 端 级 数 的 收敛 性 , 并 且 
二 者 的 和 相等 

然而 在 第 一 个 级 数 发 散 的 情况 下 , 第 二 个 级 数 可 能 收敛 ; 在 类 似 的 情况 下 , 它 的 欧 拉 和 可 作为 
广义 和 而 赋予 第 一 个 级 数 . 级 数 求 和 的 欧 拉 法 其 实质 就 在 这 里 , 刚才 所 作 的 说 明 保 证 方法 的 正则 
eo 

在 把 所 考虑 的 级 数 写 成 通常 的 形式 (A), 而 不 分 出 正 负 号 土 , 并 回忆 起 413 目 , 对 p 阶 差 分 
的 表达 式 (4 和, 则 可 以 说 按照 欧 拉 求 和 法 , 取 通 常 的 级 数 和 


一 ao 十 Cial 十 C2aa 十 .十 Czan 
痪 ， 2PD 十 I 


作为 广义 和 (假设 后 者 收敛 ). 

我 们 就 在 这 里 结束 发 散 级 数 求 和 的 各 种 方法 的 述评 , 因为 给 读者 建立 起 关于 这 个 问题 的 方法 
的 多 样 性 的 印象 , 所 引述 的 已 经 足够 了 . 在 所 有 的 情况 下 , 我 们 都 把 方法 的 正则 性 作为 其 必需 的 特 
性 建立 了 起 来 . 只 可 惜 我 们 不 总 是 可 能 充分 深入 到 不 同方 法 之 间 关 系 的 问题 中 去 . 其实 可 能 会 发 
生 两 个 方法 的 使 用 的 范围 交叉 (而 不 是 一 个 覆盖 另 一 个 ); 可 能 出 现 两 个 方法 把 不 同 的 广义 和 赋予 
同一 个 发 散 级 数 的 情形 . 


425.， 例子 
1) 坝 {an} 是 正 的 单调 递减 序列 , 收敛 于 0. 令 
A= io An = 00 Tart "on (n>0). 
证 明 变 号 级 数 
Ao~ Ai 二 + A2— As++.… 


中 读者 会 党 察 到 这 个 证 明 与 阿 贝尔 定理 [418] 与 其 他 定理 的 证 明 的 相似 之 处 . 
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按 (1 次 ) 切 萨 罗 法 是 可 求 和 的 , 它 的 广义 和 等 于 收敛 的 菜 布 尼 蒋 型 级 数 
CQ 二 CQ0 一 QI 十 Q2 一 03 十 … 


的 和 的 一 半 [ 哈 代 (Hardy)]. 
提示 “计算 所 给 级 数 的 前 2m 个 部 分 和 的 算术 平均 值 , 它 可 表 为 如 下 形式 : 


1 (ao 一 ai) 十 (ao 一 al 十 aa 一 as) 十 …: 十 (ao 一 al 十，… 十 aam 2 一 am_1l) 
2 mm 
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根据 柯 西 定理 [33,13)]， 它 趋 于 za 然后 已 经 容易 证 明 前 2m 十 1 个 部 分 和 的 平均 值 趋 于 同一 
极限 . 


2) 取 on 一 二 或 an = n(n = 0,1,2,…), 根据 1) 中 定理 , 证 明 发 散 级 数 


Hi—~H2+Hs— Hit+::.©o 


与 
2 入 
二 者 按 切 萨 罗 法 可 求 和 , 其 广义 和 分 别 等 于 = 5 ln 和 = 二 1 开 本 
提示 ”在 第 二 种 情形 利用 沃 利 斯 公式 [317]. 
3) 借助 于 同一 定理 证 明 : 当 -1 < x < 0 时 , 发 散 的 狄 利克 雷 级 数 


> CU 


= )” ne (£=—z,0<é<1) 


可 按 切 萨 罗 法 求 和 . 
提示 把 r* 表 为 如 下 和 的 形状 : 


1 一 (1 一 0)+(2 一 1 十 十 (人 19， 


并 且 用 微分 学 的 方法 证 明 , 随 n 的 增长 , 序列 ns 一 (n 一 1)* 递减 [同时 , 由 于 32,5)， 序 列 趋 
于 0|. 

4) 硅 把 收敛 级 数 的 项 用 零 来 “ 稀 化 ”( 即 指 用 加 入 零 来 作为 原先 的 项 之 间 的 间隔 一 一 译 者 )， 
则 这 绝 不 会 影响 级 数 的 收敛 性 , 也 不 会 影响 其 和 的 数值 . 由 下 面 的 例子 可 以 看 出 , 发 散 级 数 的 广义 
求 和 法 , 可 能 是 另外 一 种 情况 , 考虑 级 数 

Ott 


(通常 )Hn 表示 调和 级 数 的 第 ” 个 部 分 和 
Q@(a) 中 的 土 1 项 位 于 第 m 个 位 置 (其 中 mm = 0,1,2,3,:…), 在 (s) 中 二 1 项 移 到 了 第 2m 个 位 
置 , 其 余 的 位 置 用 零 填 满 , 
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关于 第 一 个 级 数 , 我 们 已 知 它 的 按 切 联 罗 法 的 广义 和 等 于 . 证 明 :级 数 (6) 已 经 有 另外 一 个 
和 ,， 即 ,而 级 教 (9) 按 切 萨 罗 的 意义 全 然 不 可 求 和 ， 
提示 ”在 级 数 (8) 的 情形 , 当 n 从 2 变 到 2?™ 一 1 时 ,前 nn 十 1 项 的 算术 平均 值 


1 22m_1 1 
3 02m ”3 


振动 
5) 设 大 是 任意 自然 数 , 考虑 级 数 


Dk 三 > TCR 


证 明 z 用 大 次 切 萨 罗 法 不 可 求 和 , 但 用 (有 十 1) 次 切 萨 罗 法 可 以 求 和 ( 趋 于 “和 ”二 一)， 
应 用 等 式 (18) 并 应 用 等 式 (19) 两 次 (第 一 次 以 -z 代 换 x, 而 第 二 次 用 zx? 代 换 x), 顺 次 得 
到 : 


CO CO CO 

k) 1 1 \7 n 1 k 2m OD 
> Sn 2 = (je > (-1) Cn+kZ = (ze 2 pe 2 Cm+kT 
九 一 0 一 


九 一 0 
比较 第 一 个 和 最 未 一 个 级 数 中 z 的 同 次 寡 的 系数 [在 这 里 我 们 应 用 了 和 宕 级 数 恒 等 的 定理 , 这 个 定 
理 将 在 后 面 437 目 ,3” 中 证 明 ], 得 到 结论: 


SA =Che, SMMii=0 (m=1,2,3,...) (21) 
这 样 一 来 
C 1 
天 k k 
7 = 一 Dk YS = 0, 


所 提 到 的 级 数 没有 次 切 萨 罗 广义 和 
另 一 方面 , 由 于 (21),(15) 和 (14) 式 , 无 论 是 对 n= 2m, 还 是 对 n= 2m 十 1 都 有 GT+T) 一 
Ck 二 Tik 二 "十 Ctrw 一 Cmpptt 由 此 


大 十 工 
(kK 十 1) Cm+k+l _ l 
2m 天 k+l 
Coder 2 
对 YS) 也 同样 成 立 , 这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 


6) 级 数 


OO 


>》_(-D)"(n 十 1) 


n= 二 0 
其 中 是 任意 自然 数 , 同样 是 按 (k 十 1) 次 切 萨 罗 法 可 求 和 的 . 依靠 上 述 结果 , 可 以 证 明 这 一 所 
事实 上 , 把 Cxz 4 按 按照 (” 二 1) 的 容 展 开 : 
CR 
一 a 和 (十 1 十 a 的 人 二 TD 十 二 ak 十] 


中 最 末 一 个 级 数 在 开 区 间 (-1 1 内 的 收敛 性 容易 借助 于 柯 西 -阿达 马 定理 证 明 , 由 此 已 推出 
第 一 个 级 数 的 收敛 性 . 


[426] 8$9. 发 散 级 数 的 求 和 法 . 349 . 


这 里 at* 是 常 系数 , 同时 a(*) = 记 关 0. 再 把 级 数 记 成 这 样 的 等 式 后 , 以 k 一 1,k 一 2,… ,1 代 
换 k, 然后 倒 容易 把 (n 十 1)* 表 成 和 的 形状 : 


rb ee 


B 为 党 系数. 但 是 
G(r 0 De 
n= 二 0 
因为 所 有 的 级 数 2i0 = 1,2,.… ,有 ) 按 (k 十 1) 次 切 萨 罗 法 可 求 和 (我 们 在 此 处 考虑 到 一 系 
列 次 数 的 切 陆 罗 法 的 性 质 !), 则 由 于 所 说 方法 的 线性 性 质 , 这 一 点 对 所 论 的 级 数 也 成 立 . 
计算 广义 和 本 身 , 只 有 在 后 面 [449] 才能 够 实现 . 
再 举 出 几 个 直接 应 用 赫 尔 德 、 博 雷 尔 和 欧 拉 法 的 简单 例子 . 
7) 按 赫 尔 德 法 计算 下 列 级 数 的 和 | 
(a) 1 一 2 十 3 一 4 十 …: 
(的 
答案 (a) 两 次 求 平均 值 给 出 


7 1 
(6} 合 次 求 平均 值 给 出 
8) 按 博 雷 尔 法 求 级 数 1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 ... 的 和 . 
答案 lim ee . 三 有 


9) 按 欧 拉 法 求 下 列 级 数 的 和 : 
(aj 1 一 1 十 1 一 1 十 …; 

(a hi 
(B) 


1 


2 
Dd 
提示 ”在 所 有 的 情况 下 应 用 公式 (20) 中 的 欧 拉 变换 是 方便 的 . 


答案 
1 
3 1 1 1 
(6) A go=1,Aao=1,Ara0 =0p>1),A=3 -7=7; 
l 1 有 
A? = SN 
™ 0 4 1 7 12 6 
(rT) Aao =1 Arao = 7, A?2a0 = 12, A3a0 = 6, 对 p > 3, A?a0 =04= 二 -+ 二 -二 = 
2， :六 8: “16 
Se 


426， 一 般 的 线性 正则 求 和 法 类 ”最 后 , 我 们 举 出 一 种 极其 一 般 的 方式 来 构成 一 类 线性 正则 
求 和 法 , 在 这 种 求 和 法 中 特别 包含 着 上 面 所 详细 研究 过 的 所 有 方法 . 
设 已 给 出 在 参数 z 的 某 一 变化 区 域 蕊 中 的 一 个 函数 序列 


(JTJ (全 (更 ) 


350 ， 第 十 一 章 常数 项 无 穷 级 数 [426] 


假定 区 域 X 以 有 限 的 或 广义 的 数 w 作为 凝聚 点 . 根据 已 给 的 数值 级 数 (A) 作出 由 函数 构成 的 
级 数 


4opotz) + Aip1(7) + 二 + Anpn(2) T= 》 4npn(Z) (22) 


(其 中 hn = a0 十 Qi 十 … 十 an), 若 这 个 级 数 至 少 对 于 充分 接近 于 ww 的 并 是 收 伊 的 , 并 且 它 的 和 
OZ) 当 一 ww 时 趋 近 于 极限 4, 则 取 数 4 作为 已 给 数值 级 数 的 广义 和 . 
因此 ,与 选取 序列 (更 ) 及 极限 点 w 相关 , 我 们 得 到 级 数 的 某 种 求 和 法 . 根据 这 种 方法 的 作 
法 , 显然 可 见 它 是 线性 的 . 现在 假定 函数 on(Z) 满 足下 列 三 个 条 件 : 
a) 对 任意 常数 n 
lim pn(2) = 0; 


6) 对 充分 接近 ww 的 工 值 OD 
》 len(zjl 和 天 (K = 常数 ); 
nn 二 0 


B) 最 后 
lim >》 pn(z) = 1. 
n= 二 0 
这 时 求 和 法 就 是 正则 的 . 


证 明 于 是 , 设 
lim A, = A. 


那么 , 对 任意 给 定 的 s > 0, 可 以 找到 这 样 的 号 码 nv, 使 得 对 n>n 有 


人 


4 一 4< 3g 


(23) 


由 于 An 的 有 界 性 以 及 级 数 于 % pn(z) 是 绝对 收敛 的 , 至 少 对 lz - w| < 8'(z > A') 级 数 
> 0 4npn(Z) 同样 收敛 . 同时 , 显然 


2 4naon(z) 一 4= 和 ”4 — Alpn(z) + yAn 一 pn(z) 
十 人 [> 0 pn(Z) 一 1| ) 


因而 取 绝 对 值得 
2 Arpn(z) — A < | An — Alpn(?) 
九 一 0 n= 二 0 
+ >》 Ih —Al:lpn(z)|+|Al | >》 en(z) 一下. 
nn 二 n/ 十 1 n=0 


中 即 : 看 w 有 限 , 对 |z 一 w| < 6 或 者 若 w= +oo, 对 zz> A/. 


[426] §9， 发 散 级 数 的 求 和 法 . 351 . 


由 于 (23) 式 及 条 件 (6), 右 端 第 二 项 < 3， 至 于 第 一 项 和 第 三 项 , 由 于 条 件 (a) 与 条 件 (B)， 
使 > 充分 接近 w 时 , 每 一 项 都 可 使 其 < 3 因此 


lim 》 4npn(z) = 4, 
n=0 


即 广义 和 是 存在 的 , 并 且 等 于 普通 和 . 
右 Z 是 自然 参数 m( 因 此 w = +eo), 则 函数 序列 (更 ) 被 无 穷 长 方 矩 阵 代替 : 


取 序 列 
Tm = Aotom + Aitim + 二 Antnm t+ , 
当 mm 一 w 的 极限 作为 级 数 (A) 的 广义 和 , 假设 这 个 级 数 至 少 对 于 充分 大 的 数值 m 是 收敛 的 . 
对 这 种 情况 的 正则 性 条 件 变 为 如 下 形式 : 
(a) 对 任意 常数 n 
lim tnm = 0, 


7 OO 


(6) 对 充分 大 的 m 
>》 linm| < KK (KK 为 常数 )， 


二 0 


lim Ytnm 一 1. 
nn 二 0 
在 本 质 上 , 所 有 这 些 思想 属于 特 普 利 欧 [参看 391], 读者 记得 , 只 是 那里 的 矩阵 假定 是 三 角形 


窍 阵 , 这 种 特殊 情况 , 对 我 们 来 说 多 半 是 充分 的 . 我 们 还 提 到 : 无 论 是 按 泊 松 - 阿 贝 尔 法 求 和 还 是 
按 博 雷 尔 法 求 和 都 可 达到 前 面 所 给 的 模式 , 在 第 一 种 情形 有 


> anZ ”一 Sa — TT An, 
n=0 


nn 二 0 


因此 , 因子 (1 一 z)z” 在 区 域 XxX = (0,1)(w 


= 1) 

(0,+o0)(w = 十 co),pn(Z) 一 e ”. 二: 符 符合 条 件 ( 
定理 , 仍 可 建立 这 些 方法 的 正则 性 . 

前 面 所 给 的 求 和 法 的 一 般 求 和 法 的 定义 以 及 有 关 它 的 正则 性 的 定理 容易 这 样 来 照搬 : 使 级 数 


(A) 求 和 当中 参与 的 不 是 一 部 分 和 而 直接 是 其 各 项 a 的 情况 . 我 们 不 再 谈 及 这 一 点 了 . 


(B) 阳 后 ， 


起 >(z) 的 作用 . 在 第 二 种 情形 , 在 XX = 
aj,(6),(B) 容易 验证 , 根据 前 面 已 证 明 的 一 般 


81. 一 致 收敛 性 


427. 引言 ”前面 我 们 研究 过 无 穷 序列 与 它 的 极限 , 无 穷 级 数 与 它 的 和 ; 这 些 序 
列 的 元 素 或 这 些 级 数 的 项 都 是 常数 .实际 上 , 有 时 在 它们 里 面包 括 一 些 作为 参数 的 
变量 , 而 在 研究 的 时 候 , 这 些 变 量 看 作 是 确定 的 常数 . 璧 如 , 当 我 们 证 明 , 序列 


I T\2 T\3 TX\n 
tt) 1) 
十 村 十 十 本 十 了 


有 极限 ez, 或 者 级 数 


有 和 In(1 + z) 的 时 候 ,z 是 当 作 常数 的 . 序列 的 元 素 与 它 的 极限 的 函数 性 质 , 或 者 级 
数 的 项 与 它 的 和 的 函数 性 质 , 以 前 是 完全 不 考虑 的 ; 而 现在 引起 了 我 们 的 注意 . 
假设 已 知 一 序列 , 它 的 元 素 为 同一 个 变量 zx 的 函数 ,( 而 且 确定 在 同一 个 变化 区 
域 庆 = {2}O 上 ) 
f1(7), PPzh) , fn (2),* : (1) 
设 对 于 志 中 的 每 一 个 z, 这 个 序列 有 有 限 极 限 ; 因为 极限 完全 由 x 的 值 来 确定 , 所 
以 它 也 是 z 的 函数 (在 中) 
f(z) = lim fn(7), (2) 


我 们 称 它 为 序列 (1)| 或 函数 f(z)] 的 极限 函数 
” @ 这 区 域 通常 是 线段 ; 但 我 们 现在 要 暂时 保持 最 大 的 普遍 性 , 把 * 了 解 成 任意 一 个 无 穷 集合 . 


[427] 81.， 一 致 收敛 性 . 353 . 


现在 我 们 不 只 是 对 于 在 每 个 各 别 的 x 值 上 , 有 极限 存在 的 问题 有 兴趣 , 而 对 于 
极限 冰 数 的 函数 性 质 也 有 兴趣 . 为 了 使 读者 预先 明了 , 这 里 产生 了 什么 样 性 质 的 新 
问题 , 我 们 从 这 些 问 题 中 举 出 一 个 来 作为 例子 讲 一 讲 . 

假定 序列 (1) 的 元 素 都 是 在 区 间 过 = [a,4| 内 z 的 连续 函数 ; 是 否 能 保证 极限 
盟 数 的 连续 性 ? 如 像 从 下 列 例 中 看 到 的 那样 , 有 时 极限 纹 数 保持 连续 性 的 性 质 , 有 时 
号 不 . 

例 在 以 下 所 有 的 情形 中 x = [0,1]. 

I 0 Al 


2) fn(7) = 当 x >0 时 f(z)=0, 而 f(0) =1( 在 x =0 处 不 连续 ). 
3) fn(2) = 对 于 所 有 的 z, f(z) = 0( 处 处 连续 ). 


es 二 

1 ong? 对 于 所 有 的 z, f(x) = 0( 同 上 ). 

很 自然 的 产生 了 问题 一 一 建立 极限 函数 保持 连续 性 的 条 件 ; 这 是 我 们 要 在 第 
431 与 432 日 中 讨论 的 . 

我 们 已 经 看 到 [362], 关于 数 项 级 数 与 它 的 和 的 研究 只 是 关于 数 序列 与 它 的 极限 
的 研究 的 男 一 种 形式 . 现在 我 们 来 考虑 级 数 的 项 为 同一 个 变量 z( 在 域 七 中 ) 的 函数 
的 情形 : 


Dl 二 V1(ZT) 十 U2(Z) 十 … 十 Wn(Z) 十 …- (3) 


设 这 级 数 对 在 中 每 个 z 值 都 收敛 , 则 它 的 和 是 一 个 z 的 函数 f(z). 奉 访 (z) 表示 
部 分 和 
fil(s) a a () (4) 


级 数 的 和 可 以 用 等 式 (2) 的 极限 来 下 定义 . 相反 地 , 如 设 


ui(z)= fi(2),u2(7) = fol¥) — fi (2),... 


关于 任意 已 知 序列 (1) 的 极限 水 数 的 问题 , 可 以 用 级 数 (3) 求 和 的 形式 来 研究 . 因为 
这 种 研究 极限 函数 的 方式 , 在 实际 上 和 常 是 很 方便 的 , 我 们 束 必 和 需 时 常 来 处 理 函 数 级 

这 里 同样 也 应 该 强调 指出 , 我 们 即将 研究 的 对 象 不 只 是 级 数 (3) 收敛 性 的 问题 ， 
还 有 它 的 和 的 函数 性 质 . 我 们 可 以 举 出 级 数 和 的 连续 性 问题 作为 例子 , 并 假定 级 数 
的 所 有 各 项 部 是 连续 的 . 这 就 是 与 以 前 提 到 过 的 同样 的 问题 , 

可 见 , 极限 负数 (或 司 一 个 意思 一 一 级 数 和 )f(x) 的 函数 性 质 , 主要 是 依 
赖 于 f(z), 对 于 不 同 的 > 值 , 趋同 于 jz) 的 特性 . 在 下 目 中 , 我 们 要 进行 这 里 提出 
的 一 般 可 能 性 的 研究 . 


. 354 . 第 十 二 章 函数 序列 与 项 数 级 数 [428] 


428. 一 致 收敛 性 与 非 一 致 收敛 性 ”假设 对 于 xX 中 的 所 有 z 都 有 等 式 (2). 按 
照 极限 的 定义 , 这 就 是 说 : 只 要 取 定 了 Xx 中 z 的 值 (为 了 要 处 理 固定 的 数 序列 ), 任 
意 给 定 s > 0 , 都 可 找到 这 样 一 个 数 N, 使 得 当 nn > N 时 , 不 等 式 


fn(z) — f(z)| <e (5) 


成 立 . 这 里 z 自然 就 是 预先 取 定 的 值 . 

设 另 取 一 个 z 的 值 , 得 到 另 一 个 数 序列 , 对 于 同样 的 e, 先 所 得 到 的 N 可 能 
是 没有 用 了 ; 只 好 换个 更 大 的 . 如 x 所 取 的 值 为 一 无 穷 集合 , 我 们 就 有 趋向 于 极限 的 
不 同 数 序列 的 无 穷 集合 . 对 于 每 个 各 别 的 数 序列 , 可 找到 它 的 Ni 因此 产生 这 样 一 个 
问题 : 是 否 存在 适合 于 所 有 序列 的 数 N? 

我 们 举 一 些 例子 来 说 明 : 在 一 种 情形 , 这 样 的 数 N 存在 , 在 为 一 种 情形 , 不 存在 . 


1) 先 设 
一 lim 
二 一 一 一 ~， 1 
1 十 n272 用 一 CO 


jn(Z) fn(7)=0 (0g<z<1. 


因 
1 2n7 1 


0 < fn(z) 一 D7 ， ry + n272 RN on 
立即 就 看 出 , 不 管 z 的 值 为 什么 , 要 使 不 等 式 f(z) < < 实现 , 取 n> 过 就 够 了 . 这 
样 , 在 这 情形 , 数 N 一 瑟 (二) 同时 适用 于 所 有 的 x 

2) 设 [427,3)] 


nz . 
= lim 
1 十 7272 no% 


fnl7) fn(7)=0 (0g<zx<1). 


对 于 任意 固定 的 > > 0 取 几 > 无 [二 ) 就 足够 使 有 (x) < 二 < .但 是 另 一 方 
面 ,不 管见 取得 多 大 , 对 于 函数 户 (z) 在 区 间 [0,1] 中 总 能 找到 一 点 x 二 > 使 函数 的 


值 等 于 二: 访 (2 ) - 于 这 样 , 要 想 靠 着 n 的 增加 而 使 得 一 下 子 对 于 从 0 到 1 的 所 
有 的 z 值 有 f(z) < 5 是 不 可 能 的 . 换 句 话说 , 对 于 = = ;， 已 经 不 存在 同时 适用 于 
所 有 z 的 数 N 了 . 


在 图 59 中 , 对 应 于 n==4 与 n= 40, 这 函数 的 图 形 表示 出 : 当 n 增加 时 疾 高 
有 从 右 向 左 移动 的 特性 . 虽然 当 n 增加 时 , 曲线 序列 的 点 沿 着 任意 个 别 取 定 的 铝 释 
线 无 限 接近 x 轴 , 但 是 在 全 部 从 z =0 到 z = 1 的 区 间 上 , 没有 一 个 整个 曲线 是 接 
近 这 轴 的 . 

而 1) 中 所 研究 的 函数 则 另 是 一 样 ; 我 们 不 去 画 它 的 图 了 , 因为 例如 当 n= 二 4 或 
n = 二 40 时 , 它们 可 由 图 59 所 画 的 图 形 , 分 别 将 全 部 维 坐 标 缩短 为 原来 的 1/4 或 1/40 
而 得 出 . 此 时 诸 曲 线 立即 在 每 一 处 都 靠近 了 z 轴 . 


[428] §1， 一 致 收敛 性 . 355 ， 


现在 我 们 给 出 基本 的 定义 : 

设 1 在世 中 序列 (1) 有 极限 函数 f(z),2) 对 于 每 一 个 数 es > 0, 存在 与 x 无 关 的 
数 N, 当 n >N 时 ,不 等 式 (5) 对 交 中 所 有 的 z 都 适合 ; 那么 就 说 , 序列 (1) 对 于 
区 域 区 中 的 z 一 致 收效 于 jz)[ 或 函数 万 (z) 一 致 趋向 于 f(zx)]. 

这 样 , 在 第 一 个 提 到 的 例 中 , 函数 f(z) 对 于 在 区 间 [0,1] 中 的 x 一 致 收 伍 于 堆 ， 
在 第 二 个 中 束 不 了 . 

还 需要 说 明 , 前 目 讨 论 的 其 他 盟 数 不 是 一 致 收敛 的 . 

3) 对 于 图 数 所 (x) = x", 不等式 zz < el(e < 1 不 可 能 对 所 有 > < 1 都 成 立 , 显 
然 因为 当 z 一 1 时 (对 固定 的 n),z”* 一 1. 图 60 表示 了 违反 一 致 性 的 特性 : 这 里 极 
限 函 数 有 跳跃 的 改变 , 而 峰 是 不 变 的 . 


=— 1 
?+ ”1+n2x2 


今 设 


4) fn(7) 一 


1 
1+nz’ 一 


极限 函数 对 x > 0 时 , 二 种 情形 都 是 等 于 0, 从 


或 5) 户 (z) = 2n27 .en 2 


或 


看 出 一 致 接近 极限 范 数 的 不 可 能 . 在 第 二 种 情形 , 峰 高 不 只 破坏 了 一 致 趋向 于 0, 并 
且 还 无 限 增加 . 


在 函数 zm 与 


] 十 也 2 


的 例 中 , 我 们 用 另外 的 方法 来 研究 问题 . 不 等 式 


rz"<e 与 <e 


1 
1 +nz 


. 356 . 第 十 二 章 范 数 序列 与 函数 级 数 [428] 


各 相当 于 
n> 也 与 n> (i:-1) (0<z<10<e<1). 

因为 , 在 第 一 个 中 当 z 趋向 于 1 时 , 在 第 二 个 中 当 x 趋向 于 0 时 , 表达 式 的 右边 无 
限 增加 , 所 以 知道 没有 一 个 数 n 可 以 对 于 所 有 的 x 值 , 适合 不 等 式 . 

现在 我 们 要 把 以 上 所 讲 过 的 关于 果 数 序列 的 收敛 性 转移 到 级 数 级 数 (3) 的 情形 . 

假设 级 数 收敛 , 我 们 来 考虑 , 它 的 和 f(z), 部 分 和 访 (z)[ 参 看 (4)] 与 它 nn 项 以 后 
的 余 式 

pn(7)= 》 ux(z) = f(z) — fn(z). 
Kk 二 ni 十 1 


对 于 任何 固定 的 z 
im _ 廊 (z) = f(x)， 邵 im pz (Xx) = 0. 


若 部 分 和 f(x) 对 于 在 区 域 蕊 中 的 x, 一 致 趋向 于 级 数 和 f(x)| 或 级 数 的 余 式 
pn(Z) 一 致 趋向 于 0], 则 说 , 级 数 (3) 在 这 区 域 中 一 致 收敛 

这 定义 显然 与 下 面 的 相当 : 

假设 对 于 在 区 域 中 所 有 x 都 收敛 的 级 数 (3), 适合 以 下 条 件 : 对 于 每 一 个 数 
Ee > 0, 存在 与 z 无 关 的 数 N, 使 得 当 n > N 时 ,不等式 


fn(z) — f(z)| <e 或 |pn(z)| <e (6) 


对 于 在 区 中 所 有 x 都 同时 适合 . 这 级 数 就 称 作 在 这 域 中 一 致 收 伊 . 

一 致 收敛 与 非 一 致 收敛 的 级 数 的 例 可 以 从 前 面 提 到 的 序列 的 例 变 换 过 来 我 们 
再 加 一 些 新 的 例 . 

6) 考虑 级 数 人 se ，zn-1; 它 是 在 开 区 间 蕊 = (一 1,1) 内 收敛 . 对 于 中 任意 z, 第 n 项 以 
后 的 余 式 为 


设 n 为 任意 取 定 的 , 显然 


1 
li pa 一 全 ) ]i nn 一 = 
ee 


换言之 亦 即 对 于 同一 个 n, 对 于 所 有 的 z, 要 同时 使 得 不 等 式 

pn(T)| <e ( 设 e < 2 ) 
成 立 是 不 可 能 的 . 级 数 在 区 间 (一 1, 1) 内 的 收敛 性 是 不 一 致 的 ; 这 对 于 区 间 (一 1,0| 与 [0,1) 也 是 
一 样 的 . 


也 在 科学 中 , 级 数 一 致 收敛 性 的 概念 是 由 赛 得 尔 (Seidel) 与 斯 托 殉 期 (Stokes) 同时 (在 1848 年 ) 
引进 , 但 在 他 们 之 先 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 已 经 用 在 他 的 讲稿 里 了 . 


[429] 81.， 一致 收 剑 性 - 357 - 
7) 对 于 区 = (~o0, +eo) 中 的 任意 > 值 ,级 数 并 Y 二 收敛, 因为 它 适合 彝 布 尼 欧 定 
理 的 条 件 [381]. 根据 在 定理 证 明 后 面 所 做 的 附注 , 级 数 余 式 的 绝对 值 小 于 它 的 第 一 项 


1 1 
一 所 一 一， 
2Z2 十 即 十 1 nn 二 +1 


[pn (x)| < 


由 此 可 明了 ; 在 整个 无 限 区 间 内 , 级 数 是 一 致 收敛 的 . 


8) 同样 , 级 数 > i 在 鞠 = (一 co, +eo) 内 一 致 收 化 ,因为 当 z 关 0 时 


2 2 
or 人 (zj < < 
( 开 十 Z2)7 1 十 nz2 十.… 


3 1 一 


2 
特别 指出 , 绝对 值 组 成 的 级 数 > TT 虽然 是 收敛 的 , 但 不 一 致 收敛 . 实际 上 , 当 z 关 0 


) 
时 , 它 的 余 式 为 
72 
加 (1 十 2Z2)mT1 1 | 
pn(Z) = 1 (1 十 72) 7 
] 二 2 


对 于 任意 固定 的 mw 当 x 一 0 时, 它 趋 向 于 1. 


| 


附注 设 在 例 2) 中 , 用 任意 区 间 [a,1],0 < a <1, 代替 区 间 [0,1], 那么 它 的 收敛 性 就 是 一 
致 的 . 因为 , 对 所 有 xz 之 a 
加 nz Nn 1 
+n2r2 人 1 十 mn2a2 ~ na2 
在 任意 区 间 [0,o] 中 , 它 的 收敛 性 显然 是 非 一 致 的 . 这 样 ,在 z = 0 点 的 周围 “ 积 集 着 ” 非 一 致 性 
的 性 质 ; 我 们 就 叫 它 作 非 一 致 性 的 点 . 同样 在 例 4),5) 与 8) 中 也 如 此 . 在 例 3) 中 的 z = 1 点 ,在 
例 6) 中 z=1 与 z= 一 1 二 点 都 起 相似 的 作用 . 

在 更 复杂 的 情形 , 非 一 致 性 的 点 可 能 是 无 限 多 的 . 


429. 一 致 收敛 性 的 条 件 ”布尔 查 诺 - 柯 西 定理 [39] 建立 了 关于 给 定 的 数 序 列 
的 有 限 极 限 的 存在 性 的 条 件 (“收敛 性 原理 *), 因此 很 自然 地 引进 了 , 关于 给 定 在 区 
域 区 中 的 函数 序列 (1) 的 一 致 收敛 性 的 条 件 : 

为 使 序列 (1)1) 有 极限 函数 , 而 且 2) 对 于 在 区 域 中 的 x 一 致 收敛 于 这 个 防 
数 ,其 必要 而 且 充 分 条 件 如 下 : 对 于 每 一 个 数 e > 0, 存在 与 x 无 关 的 数 N, 使 得 对 
于 n> 信 与 任意 m==1,2,3,.… ,不 等 式 


faim(z) — f(z)| <e (7) 


对 于 苇 中 所 有 的 z 同时 成 立 ， 
[这 要 求 可 以 简单 表述 如 下 : 对 于 序列 (1) 的 收敛 性 原则 必须 对 于 在 区 中 所 有 
z 都 一 臻 适合 .] 


. 358 . 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [430] 
| 


证 明 必要 性 ， 设 序列 (1) 有 极限 函数 f(x), 而 且 在 + 中 一 致 收敛 于 这 函数 ， 
那么 给 定 s > 0, 可 找到 与 z 无 关 的 数 N, 使 得 当 n > N 时 , 对 于 所 有 的 xz, 都 有 


-ol< 3e 


同样 
fntm(®) — f(D) < 5e (m= 1,2,3,..), 


从 这 两 个 不 等 式 得 到 (7). 

充分 性 设 定理 中 的 条 件 适 合 了 . 无 论 取 定 xX 中 的 zx 为 何 值 , 我 们 由 序列 (1) 
得 到 适合 布尔 查 诺 - 柯 西 条 件 的 数值 序列 .因此 , 对 于 这 个 序列 , 存在 有 限 的 极限 
因此 证 明了 序列 (1) 极限 函数 的 存在 性 . 

现在 任意 取 定 站 > NN 与 中 的 x, 在 不 等 式 (7) 中 , 无限 增 加 m(n 与 zx 固定). 
取 极 限 , 得 到 


f(z7)— fn(z)| 入 < 


这 就 证 明 广 (z) 一 致 趋向 于 f(z). 

不 难 把 已 证 明 的 条 件 换 成 关于 函数 级 数 的 条 件 : 

级 数 (3) 在 域 七 中 一 致 收 化 的 必要 与 充分 条 件 如 下 : 对 于 每 一 个 数 = > 0, 存在 
与 z 无关 的 数 N, 使 得 对 于 n> N 与 任意 m 二 1,2,3,... 不 等 式 


九 十 7 


> Uk(Z) 


k=n 二 1 


= |unt1 (Z) 十 Un+2(7) 十 …… 十 unm(7)| <E. (8) 


对 于 XX 中 所 有 的 xz 同时 成 立 . 

从 此 特别 得 到 以 下 有 用 的 推论 . 

若 级 数 (3) 在 域 七 中 一 致 收敛 , 它 的 所 有 的 项 都 乘 上 同一 个 在 区 中 有 界 的 品 
数 v(z): 

1v(z)| < M, 

则 一 致 收敛 性 不 变 ， 

这 里 所 引入 的 条 件 , 对 于 实际 来 确定 具体 的 序列 或 级 数 的 一 致 收敛 性 ， 并 不 十 
分 合用 . 为 了 实际 应 用 , 一 般 都 利用 (以 这 个 条 件 为 基础 , 但 比较 便于 使 用 的 ) 充分 
的 判别 法 , 这 些 判 别 法 通常 皆 表 述 成 适宜 于 级 数 之 用 的 形状 . 


430. 级 数 一 致 收敛 性 的 判别 法 ”以 下 是 最 简单 而 且 常 用 的 判别 法 . 
魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ” 若 函 数 级 数 (3) 的 项 在 区 域 蕊 中 适合 不 等 式 


un(Z)| < en (n= 1,2,3,...), (9) 


[430] 81.， 一 致 收敛 性 . 359 ， 
这 里 cn 为 一 个 收 人 系数 项 级 数 
>》 cn=c1+c2d ct. (C) 
nn 二 1 


的 项 , 则 级 数 (3) 在 志 中 一 致 收 伊 . 

当 具 备 不 等 式 (9) 时 , 就 说 级 数 (C) 优 于 级 数 (3), 或 级 数 (C) 是 对 于 级 数 (3) 
的 优 级 数 . 

事实 上 , 从 (9) 我 们 得 到 , 对 于 区 域 t 中 所 有 z, 同时 成 立 的 不 等 式 


[to) (| pa Cn 


应 用 收敛 性 原理 于 数 项 级 数 (C), 对 于 任 一 个 。 > 0, 可 以 找到 N, 使 得 当 n% > N 时 ， 
上 面 不 等 式 的 右边 部 分 小 于 es, 而 左边 同时 对 于 所 有 的 x 也 这 样 . 按照 第 429 目的 
条 件 , 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 

这 样 , 例如 , 只 要 设 级 数 六 2 ow 绝对 收敛 , 在 任何 区 间 中 , 级 数 


OO OO 
> Qn Sin 了 也， 》 Qn COS NY, 
nn 二 1 n=1 


一 儿 收 鳅 . 因为 


| 
所; 私 又 | 好 村 优 执 的 必用 
附注 在 X 中 一 致 收 合 的 每 一 个 级 数 > un(z) 都 可 以 用 加 括号 的 方法 变 成 
一 个 已 可 向 其 应 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 的 级 数 . 
事实 上 , 取 任 何 一 个 正 项 收敛 级 数 总 1 ch, 对 数 cl [429] 存在 这 样 的 数码 mi， 
使 得 在 区 中 对 n> mi 有 |um4i(zx) 十 … 十 un(7Z)| < ci 然后 对 数 cs 存在 这 样 的 数 
码 m2 > m1, 使 得 在 车 中 对 n> m2 有 umsti(7z) 十 … 十 un(z)| < cz, 如 此 等 等 . 于 
征 对 所 给 级 数 按 如 下 方式 分 群 : 
[atz) 二 十 mitZ + mt + + Wma (2)] 
十 ra+i(Z) 十 :十 Us(Z 十， 
所 得 级 数 从 第 二 项 开始 , 按 其 绝对 值 在 XY 中 不 超过 所 取 的 数值 级 数 . 


假 放 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 适用 于 级 数 (3), 那么 级 数 (3) 必须 是 绝对 收敛 . 而 且 ， 
项 的 绝对 全 组 成 的 级 数 


2 lun(z)| (10) 
与 级 数 (3), 都 一 致 收敛 


. 360 ， 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [430] 


其 中 可 能 有 这 样 的 情形 : 级 数 (3) 一 致 收敛 , 而 不 绝对 收敛 . 第 428 目的 级 数 
7) 是 这 样 的 例 (从 与 调和 级 数 的 比较 中 , 得 到 这 级 数 的 不 绝对 收敛 性 ). 甚至 于 可 能 
有 这 种 情形 : 级 数 (3) 绝对 收敛 并 一 致 收 合 ,但 级 数 (10) 不 一 致 收敛 [参看 在 第 428 
目 中 的 级 数 8)]. 这 种 类 似 的 情形 显然 是 不 能 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 来 包括 的 ; 对 于 
这 些 , 需要 赋 究 更 精确 的 判别 法 

现在 , 我 们 建立 关于 形式 为 


> an(Zj :bn(Z = a1(7X) :bi1(X) TQ2(7) :po(Z) 二 十 an :bz)+..+, (W) 
的 毅 数 级 数 的 二 种 判别 法 , 其 中 ow(x),bn(z)(n = 1,2,.…), 部 是 在 XX 中 z 的 消 数 . 
这 些 判别 法 是 从 数 项 级 数理 论 的 阿山 尔 判 别 法 与 狄 利 克 雷 判别 法 中 仿制 出 来 的 ; 我 
们 ] 字 来 称呼 它们 . 
阿 员 尔 判别 法 设 级 数 


Do 7) + ba(z) + ee + bn(2) + (B) 


在 域 中 一 致 收敛 ,但 是 ,函数 un(z)j( 对 于 每 一 个 z) 成 为 单调 序列 , 而 且 对 于 任意 
Zz 与 n, 都 是 有 界 的 : 
lan(T)| < K. 


则 级 数 (W) 在 域 七 中 一 致 收 俩 ， 

证 明 与 以 前 的 相似 , 由 于 级 数 (B) 的 一 致 收敛 性 , 可 以 找到 与 x 无 关 的 N, 再 
引用 第 429 目的 条 件 (代替 收敛 性 原理 ), 其 次 再 用 阿 贝尔 引 理 [383] 的 帮助 , 与 以 
前 一 样 的 (n > N), 对 于 中 所 有 的 z 我 们 得 到 


nn 二 7 


> wx(w) 


大 一 多 十 工 


这 束 证 明了 我 们 的 断言 . 
狄 利克 雷 判 别 法 ” 设 级 数 (B) 的 部 分 和 , 对 于 任意 的 x 与 n, 都 是 有 界 的 : 


ee od ee se po I 


[Bt 


而 函数 un(zj( 对 于 每 一 个 x) 成 为 在 域 区 中 一 致 趋向 于 0 的 单调 序列 . 则 级 数 (W) 
在 这 域 中 一 致 收 化 . 

这 里 的 证 明 是 与 第 384 目 中 的 证 明 一 样 的 只 要 注意 , 无 关于 xz 的 N 的 可 以 
取得 , 正 是 由 于 an(x) 的 一 致 趋 向 于 0. 

实际 上 ， 时 常 吨 数 序列 {an(z)} 是 通常 的 数值 序列 fa }， 或 者 图 数 级 数 
y ?bn(z) 是 通常 的 数 项 级 数 Yb,， 需要 注意 , 这 些 情形 是 前 面 所 讨论 的 特殊 情 


[4311 82， 级 数 和 的 函数 性 质 . 361 ， 


形 , 事实 上 , 序列 {an} 的 收敛 性 与 级 数 于 5; 的 收敛 性 可 以 当 作 一 致 收敛 性 (与 x 
二 大) 

例如 , 设 {an} 是 单调 趋向 于 0, 正 数 的 序列 , 那么 按照 犹 利克 雷 判别 法 , 在 任何 
不 包含 2kx(k = 0, 土 1, 土 2,…) 形式 的 点 的 闭 区 间 内 , 两 个 级 数 


> Qn SIN Ny, > Qn COSNT 
nn 二 1 尊王 十 
一 致 收敛. 理由 如 下 : 璧 如 [参看 385,2)] 


se hs 
nS COS | D L ] 


一 一: 人 ， 


WA 
》 SIlmn 27 并 
2 一 ] 


1 
2 sin 一 
sin 37 


S11L 二 水 
2 


并 在 上 述 的 区 间 内 sin 5z 是 不 等 于 0 的 , 所 以 可 以 得 到 关于 和 的 与 z 无 关 的 界 
读者 在 第 439 目 以 及 此 后 几 目 中 , 可 以 找到 更 多 的 一 致 收敛 性 判别 法 应 用 的 例 


82， 级 数 和 的 函数 性 质 


431. 级 数 和 的 连续 性 ”现在 我 们 转向 孜 数 级 数 和 的 函数 性 质 的 研究 , 这 些 性 质 
是 与 这 些 组 成 级 数 的 函数 有 关 的 . 前 面 已 经 说 明 过 序列 的 观点 与 无 穷 级 数 的 观点 是 
相当 的 . 在 氢 述 中 , 我 们 宁愿 用 无 穷 级 数 的 观点 , 因为 在 应 用 里 几乎 只 碰 到 无 穷 级 数 . 
第 436 日 将 要 特别 来 讲 前 述 的 关于 函数 级 数 转 移 到 函数 序列 的 情形 . 

在 所 有 以 后 的 讨论 中 , 以 前 所 引进 的 一 致 收敛 的 概念 是 起 决定 作用 的 ， 所 以 要 
用 全 部 力量 把 它 的 重要 性 弄 清楚 . 

我 们 从 第 427 目 中 已 经 提 到 过 的 关于 级 数 和 连续 性 的 问题 开始 . 


定理 1 设 函 数 un(Z)(m = 1,2,3,…) 定义 在 区 间 计 = [ai 上 ,并 在 这 区 间 的 
一 点 二 XY0 上 都 连续 . 车 级 数 (3) 在 区 间 芋 上 一致 收 伍 , 则 级 数 的 和 f(z+) 在 z= xo 
点 上 同样 是 连续 的 . 


与 此 相 类 似 的 命题 , 是 由 柯 西 首先 作出 的 ; 不 过 这 位 著名 的 大 师 把 这 一 命题 的 
形 却 给 得 过 于 宽泛 了 , 没有 提 到 需要 “一 致 性 ”而 缺 了 这 一 点 , 这 命题 就 不 正确 了 .] 


证 朋 用 以 前 的 记号 , 对 于 任意 n= 1,2,…: 与 + 的 任意 x, 就 有 
f(z) = Ia * 这 人 (11) 


特别 |， 
f(x0) = 户 (zo) + pn(zZo)， 


. 362 : 第 十 二 章 项 数 序列 与 项 数 级 数 [431] 


内 为 
f(z) ~ f(xo)| & |fn(2) — fnlzo)| + lpn(T)| + [pn (zo)|. (12) 
现在 任意 给 定 s > 0. 由 于 级 数 的 一 致 收敛 性 , 可 以 确定 一 数 ” 使 得 不 等 式 


pn(T)| < <. (13) 


对 于 在 区 间 中 所 有 z 的 值 (也 对 于 x = zo) 都 成 立 . 我 们 看 到 , 对 于 这 确定 的 nn 
天 数 f(x) 是 有 限 个 在 x = zo 点 上 连续 的 国 数 wn (zx) 的 和 . 因此 它 在 这 点 上 也 连续 ， 
即 给 定 s > 0, 可 以 找到 这 样 的 6 > 0, 使 得 当 lz - zo| < 6 时 ， 


| 人 | 受训 (14) 
所 以 , 由 于 (12),(13) 与 (14), 不 等 式 lz 一 xo| < 6 推出 
Fe 
这 就 证 明了 定理 . 
自然 , 如 果 函 数 w(x) 在 整个 区 间 和 = [a,5| 上 连续 . 那么 当 具 有 一 致 收敛 件 时 
级 数 (3) 的 和 jz) 也 在 整个 区 间 上 连续 . 
在 定理 中 , 一 致 收敛 性 的 要 求 是 不 可 以 去 掉 的 . 璧 如, 级 数 


CO 


x2 
DT 


n= 二 1 
[参看 428,8)], 它 的 和 在 z 关 0 时 等 于 1, 在 z = 0 时 等 于 0, 这 就 说 明了 这 点 . 可 是 一 致 收敛 性 
只 是 定理 中 的 充分 条 件 , 不 能 认为 是 对 于 级 数 和 连续 性 吕 的 必要 条 件 : 例如 , 虽然 两 个 级 数 
S27rnie— nr — (no—1)e— (no— 1)°7’°), 
co nT (nN = Lg 
Yn | TH T+ (1) 
[比较 428,5) 与 2)] 都 不 一 致 收敛 , 这 两 个 级 数 在 区 间 [0,1] 中 有 连续 的 和 0. 
可 是 , 有 这 类 的 情形 , 一 致 收敛 性 完全 是 必要 的 . 在 这 方面 , 我 们 要 证 明 以 下 迪 
尼 (U.Dini) 的 定理 . 
A 。 定理 2 设 级 数 (3) 的 项 , 在 整个 区 间 X= [a,b| 上 , 是 连续 的 而 且 是 正 的 若 
级 数 有 在 整个 区 间 上 也 连续 的 和 f(z), 则 它 在 这 区 间 上 一 致 收敛 . 


证 明 我 们 考虑 级 数 (3) 的 余 式 


on(z) = Y) untz) = Jo) 一 户 (z， 


k=n 二 1 


中 参看 下 一 目 . 


[433] $2， 级 数 和 的 函数 性 质 . 363 . 


z 的 函数 pn(z) 是 两 个 连续 函数 的 差 , 也 就 是 连续 的 了 , 由 于 级 数 的 项 是 正 的 , 对 于 
固定 的 z, 序列 fen(z)} 是 下 降 的 (不 上 升 的 ): 


PI1(T) > p21) ZF pn(T) 2 pnyi(T) 2.. 
最 后 , 因为 级 数 (3) 在 区 间 世上 收敛 , 对 于 任意 固定 的 x 


lim wn (zx) = 0. 


NOO 


为 了 要 建立 级 数 的 一 致 收敛 性 , 只 要 证 明 , 对 于 每 一 个 数 = > 0, 存在 这 样 一 个 
全 n, 使 得 对 于 所 有 的 zx 同时 yn,(z) < e( 因 为 对 于 更 大 的 值 n, 这 不 等 式 就 更 对 ). 

我 们 用 反 证 法 . 假设 对 于 某 一 个 。 > 0, 这 样 的 数 n 不 存在 ， 所 以 对 于 任意 
n 二 1,2,… ,在 区 间 区 上 可 找到 这 种 使 得 py (zn) > es 的 值 zx = zx,， 所 有 在 序列 
{zn} 中 的 元 素 都 包含 在 有 限 的 区 间 庆 上 , 我 们 应 用 布尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 
[41], 并 从 {zn} 中 分 出 一 个 收敛 于 极限 zo 的 部 分 序列 fz。 1 

由 于 om(z) 的 连续 性 , 无 论 m 是 什么 , 都 有 


im pm(zns) = pmlz0) 
在 万 一 方面 , 对 于 任意 m 与 足够 大 的 大 
nk > m, 所 以 pm(zm) > pn Tn) > €. 
当天 一 co 时 , 取 极 限 , 得 到 
dim pm(Zne) = PmlT0) > E. 
但 是 这 些 对 于 任意 m 都 成 立 的 不 等 式 就 与 
lim pm(zo) = 0 
才 导 .定理 证 完 . 


?432， 关 于 拟 一 致 收敛 的 附注 ” 若 函 数 级 数 (3) 由 在 区 间 二 Ia 中 连续 的 函数 组 成 ， 并 
在 这 个 区 间 上 收敛 于 和 f(x), 则 为 使 f(z) 是 连续 的 充分 条 件 是 级 数 一 致 收敛 , 但 是 在 一 般 情 形 
下 这 完全 不 是 必要 的 , 迪 尼 和 另外 一 些 人 党 察 到 , 某 种 “ 弱 ” 一 致 收敛 性 也 是 充分 条 件 , 这 种 “ 弱 ， 
一 致 收敛 性 是 : 对 每 一 个 e > 0 与 每 一 个 数码 N', 至 少 存 在 一 个 与 z 无 关 的 数码 n> N' 使 得 
不 等 式 (6) 对 光 中 所 有 的 zx 成 立 . 实际 上 , 在 证 明定 理 1 时 我 们 仅仅 利用 了 一 个 数码 n, 对 它 ， 
不 等 式 (13) 对 区 中 所 有 z 成 立 . 

然而 甚至 这 种 “ 弱 ” 一 致 性 对 级 数 (3) 的 和 f(x) 的 连续 性 仍然 不 是 必要 的 . 例如 收敛 于 连 
续 和 f(x) 三 0 的 级 数 (15) , 不 具有 这 种 “ 弱 ” 一 致 性 . 

1883 年 阿尔 泽 拉 (Arzel&) 在 研究 中 引 人 了 特殊 类 型 的 收敛 性 (后 来 得 到 了 拟 一 致 收敛 的 名 
称 ), 它 解决 了 保证 收敛 级 数 的 和 函数 的 连续 性 的 精确 特征 的 问题 . 


364 ， 第 十 二 章 项 数 序列 与 苯 数 级 数 [432] 


关于 在 区 间 多 二 [a,6] 内 收 唐 的 级 数 (3), 若 对 于 每 一 个 e > 0 及 每 一 个 数码 N', 区 间 世 可 
以 被 有 限 个 开 区 间 
(a1, b1), (a2, b2),- ~ , (Qi, bi), “" , (Qk, bk) 
所 被 盖 ,与 这 些 区 间 对 应 的 可 提供 上 个 数码 


NI1N2 0 Nis ,Nk (> N’'), 
使 得 对 于 (区 中 ) 所 有 的 含 于 (ai,bi)(i 二 1,2,:… ,k) 中 的 Z 一 致 地 成 立 不 等 式 
|f (x) — fni(T)| = |pn, (XT)| < e， 


则 说 级 数 (3) 在 区 中 拟 一 致 收 钱 于 和 f(x). 

对 于 上 面 提 到 的 “ 弱 ” 一 致 收敛 性 , 中 所 有 的 z 值 对 应 于 同一 个 数码 n, 而 这 里 , 所 有 的 x 
被 分 成 厂 干 组 , 各 组 对 应 于 不 同 的 n 值 , 但 总 是 有 限 个 n 值 . 

利用 这 个 概念 , 阿尔 泽 拉 证 明了 如 下 断言 : 


定理 3 设 函 数 un(X) 在 区 间 七 = [a,b| 有 定义 并 且 连 续 , 级 数 (3) 在 这 个 区 间 收 敛 . 为 使 
级 数 的 和 jz) 在 区 同样 是 连续 的 ,必须 且 只 需 级 数 在 元 拟 一 致 收敛 于 f(z). 


必要 性 ”首先 假设 函数 f(z) 的 连续 性 , 因而 意味 着 所 有 的 余 式 na(z) 也 是 连续 的 . 在 中 

取 任 意 点 xz‘. 按照 给 定 的 数 e 和 N, 对 点 x 可 找到 这 样 的 数码 w > N, 使 得 

Jom(z | < 上 . 
根据 函数 pw (z) 的 连续 性 ,在 z' 的 某 个 邻 域 c' = (z 一 02 十 和) 内 将 成 立 类 似 的 不 等 式 

jpmw (ZT)| < <. 
由 对 于 区 中 所 有 可 能 的 z' 构造 的 这 些 开 区 间 o' 组 成 某 个 无 穷 的 系 > , 它 履 资 区间 ,那么 ， 
根据 博 雷 尔 引 理 [88]. 从 》 中 可 分 出 区 间 的 有 限 的 子 系 

> ”一 {ara2， ,Ok}, 


它 同样 黎 蕾 针 . 这 些 区 间 即 是 在 拟 一 致 收敛 定义 中 所 提 到 过 的 那 蔡 开 区 间 ， 

充分 性 ”现在 假设 级 数 (3) 拟 一 致 收敛 于 自己 的 和 f(x). 数 < 与 N 被 指定 以 后 , 我 们 以 定 
义 中 指出 的 性 质 构造 区 间 (ai, 5b;) 并 选择 数码 ni;(i = 1,2,.… ,). 在 区 中 随意 地 选择 点 zoi 设 
该 点 含 于 区 加 (aio ,bio) ,如 同 在 证 明定 理 1[431,(12)] 那样 , 可 以 号 出 


[f(z) — f(ro)| < [fn (2) — fn (x0)| + |pn; (Z)| + Jpns (zo)|. (12a) 
同时 , 显然 
[pni(Xo)| < 5; 


知 z 也 属于 这 个 区 间 (aio, bo), 则 
[pni (2) < &. 


[433] 82， 级 数 和 的 函数 性 质 . 365 ， 


可 以 找到 这 梓 的 数 6 > 0, 使 得 当 lz - zo| < 6 时 , 不 仅 z 含 于 区 间 (aio,5o)， 而 且 (12a) 式 右 
剖 第 一 项 也 < se, 而 这 意味 着 
|f(2) — f(x0)| < 3s， 

f(z) 在 点 zo 的 连续 性 得 证 咏 . 

从 这 个 定理 很 容易 得 出 上 一 目的 迪 尼 定理 . 事实 上 , 若 级 数 (3) 由 正 的 连续 函数 组 成 并 收敛 
于 连续 的 和 , 则 如 我 们 所 见 到 的 , 收敛 性 必然 是 拟 一 致 收敛 . 

利用 在 这 种 情况 下 余 式 pa(z) 随 n 的 增 大 而 减 小 的 事实 , 只 要 取 数 码 N 大 过 所 有 ni(i = 
1 2,.… ,此 ), 使 得 对 n > NN ,不等式 (6) 对 区 中 所 有 z 一 致 地 成 立 : 收敛 性 原来 是 一 致 的 . 


433, 逐 项 取 极 限 ”我 们 再 引进 一 个 定理 , 这 是 定理 1 的 推广 . 在 这 定理 中 ,Xt = 
{z} 是 有 许 聚 点 a( 有 限 的 或 非 有 限 的 ) 的 任意 无 穷 集合 [52]; 这 个 点 的 本 身 可 以 属 
于 集合 , 可 以 不 属于 集合 . 

定理 4 设 对 于 z 趋向 于 o@ 定义 在 域 攻 上 的 每 一 个 函 数 urn(zZj(n = 1,2,.….) 
都 有 有 限 的 极限 : 


lim wn (7X) = en. (16) 


TQ 


若 在 域 区 中 , 级 数 (3) 一 致 收敛 , 则 1) 这 些 极限 所 组 成 的 级 数 收 化 : 


>》 cn 一 已; 〈C) 


nn 二 1 
2) 级 数 (3) 的 和 f(x), 当 wz 一 a 时 , 有 同样 的 极限 : 
lim f(2)=C. (17) 


证 明 按照 第 429 目 一 致 收敛 性 的 条 件 , 对 于 任意 取 定 的 。 > 0, 存在 数 N, 使 
得 当 n>N 与 n= 1, 2, 3,..， 时, 不 等 式 (8) 对 于 xX 中 所 有 的 x 都 成 立 . 当 z 一 a 
时 , 同时 考虑 到 (16), 取 极 限 , 我 们 得 到 


所 以 对 于 级 数 (C) 收敛 性 的 条 件 是 成 立 的 [376]. 
像 通过 一 样 , 如 果 用 C, Cn 与 4% 分别 记 级 数 的 和 , 部 分 和 与 余 式 , 那么 


C = Cn + Yn. 
从 (11) 逐 项 减 去 这 等 式 , 很 容易 得 到 


f(7) = C| < |fnlz) ~ Cnl + |pn(2)| + [Ynl. (18) 
如 同 读者 所 觉察 的 , 所 有 的 号 码 mw 可 以 选 得 随便 怎样 大 的 假设 事实 上 并 没有 用 到 |. 


. 366 ， 第 十 二 章 函数 序列 与 邯 数 级 数 [434] 
由 于 级 数 (3) 的 一 致 收敛 性 与 级 数 (C) 的 收敛 性 , 对 任意 > 0 可 以 取 定 足够 大 的 
n, 使 得 对 于 之 中 所 有 的 x 
Ion(z)| < es， 同样 |7n| < e. (19) 
因为 , 显然 
lim fn(z) = lim Dl = 2 
如 果 限 制 于 有 限 a 的 情形 ， 那么 我 们 找到 这 样 的 6 > 0, 使 得 当 lz -al < 6 时 
|fn(2)— Cn| < ee. (20) 
所 以 , 由 于 (18),(19) 与 (20), 对 于 指定 的 z 值 , 不 等 式 
jz) -Cl<a3e 
成 立 , 这 就 得 到 了 (17) 中 
等 式 (17) 可 以 写成 
tim Dn) 一 Dm lo)) 
这 样 , 当 一 致 收敛 性 存在 时 ,级 数 和 的 极限 等 于 它 的 项 的 极限 所 组 成 的 级 数 的 和 , 或 
者 换 名 话说 , 在 级 数 中 允许 逐 项 取 极 限 . 
434. 级 数 的 逐 项 求 积 现在 我 们 来 考虑 关于 收敛 函数 级 数 的 和 的 积分 的 问 


题 . 


定理 5 车 函 数 wi(7)(n = 1,2,3,…) 在 区 间 守 = [a,b] 上 连续 , 并且 它们 所 组 
成 的 级 数 (3) 在 这 区 间 上 一 致 收 笃 , 则 级 数 (3) 的 和 f(x) 的 积分 可 表 成 下 列 的 形状 : 


fr Ji- 和 wd 


n=:1"o 


= alt 太太 (21) 


证 明 由 于 函数 vn(z) 与 f(z) 的 连续 性 [431, 定理 1], 所 有 这 些 积分 的 存在 是 
显然 的 . 


在 区 间 [oa, 上 , 积分 恒等式 


f (2) = w(x) + ua(z) + + un(T) + pn(7)) 
中 读者 应 知 在 这 里 所 用 的 方法 就 是 定理 1 的 证 明 中 所 曾 用 过 的 . 


[434] $2.， 级 数 和 的 函数 性 质 . 367 ， 


我 们 得 到 


ra 车 | wi(w)dr 十 | ua2(Z)az 十 … :十 上 un(X)dz 十 A pn (x) dx. 


这 样 , 级 数 (21) 的 n 项 的 和 与 积分 [”f(z)dzx 差 一 项 广 wn(z)dz. 为 要 证 明 展 
开 式 (21), 只 需要 证 明 


b 
lim 的 人 人 (22) 


由 于 级 数 (3) 的 一 致 收敛 性 ， 对 于 任意 s > 0, 可 以 找到 N, 使 得 当 ”> N 时 ， 
在 所 考虑 的 区 间 上 , 对 所 有 的 x 同时 有 


村 而 民 
所 以 对 于 这 些 n 值 , 就 有 
b b 
中 < | lon(Dldz < (0-0).e, 


这 就 证 明了 极限 关系 式 (22). 
等 式 (21) 可 以 写成 


6 CO OO b 
/ {> “| >》 | wo)de | ， 


所 以 在 一 致 收敛 级 数 的 情形 ,级 数 的 和 的 积分 等 于 它 的 项 的 积分 组 成 的 级 数 的 和 ,或 
者 换 名 话说 ,级 数 的 逐 项 求 积 分 是 允许 的 . 
与 在 定理 1 的 情形 一 样 , 一 致 收敛 性 的 要 求 对 于 展开 式 (21) 的 正确 性 是 极 重要 的 , 就 是 不 可 

以 简单 地 去 掉 , 但 是 也 不 是 必要 的 . 在 第 431 目 中 , 考虑 过 的 级 数 (15) 同样 说 明 这 个 现象 . 它们 
在 区 间 [0,1] 上 都 非 一 致 地 收敛 于 函数 f(x) = 0 . 但 是 , 逐 项 求 第 一 个 级 数 的 积分 , 作为 积分 级 
数 的 和 , 我 们 得 到 

1 1 
lim | nx.e "dr= lim (1 — Ee = A 作品) 二 二 

0 人 /0 


TOO 


对 于 第 二 个 级 数 , 得 到 


1 1 
um/ 0 jz)dz 
级 数 
人 (Ogz<1) 
是 个 有 趣 的 例子 . 这 里 
2 ee 


因此 级 数 可 逐 项 积分 ,虽然 当 z = 1 时 , 级 数 全 然 是 发 区 的 
现在 我 们 指出 定理 5 的 推广 , 这 是 关于 在 放弃 所 考虑 喝 数 的 连续 性 的 要 求 这 一 
方面 的 推广 . 


. 368 . 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [435] 


定理 6 若 函 数 us(z)(n = 1,2,.…) 在 区 间 二 [a,b| 上 是 可 积 的 @, 而且 它们 
组 成 的 级 数 (3) 一 致 收敛 , 则 级 数 的 和 f(z) 同样 是 可 积 的 , 并 有 展开 式 (21). 


证 明 我 们 来 讨论 函数 f(x) 的 可 积 性 . 


由 于 级 数 的 一 致 收敛 性 , 对 于 预先 给 定 的 s, 我 们 可 以 确定 足够 大 的 n, 使 得 在 
区 间 [ce, 所 有 的 点 上 有 


-和 < 了 或 太一 5< fr) < f(z) + (23) 


取 区 间 [cg 的 任意 部 分 [a, 8], 并 设 m,M 是 函数 所 (x) 在 [a, 6] 上 的 确 界 , 而 w = 
M -mm 是 它 的 振幅 ; 图 数 f(x) 对 应 的 振幅 , 我 们 记 作 2. 由 于 (23), 在 区 间 [a, 3] 上 


m3 < jz)<M+7 所 以 NS<w+e. 


现在 , 把 区 辐 [a,8| 分 成 部 分 区 间 [zi, zi+i] 并 在 对 应 于 第 :4 个 区 间 的 振幅 记 上 
指标 所 以 02; 和 ww 十 =, 并 且 


>》 位. Arzi <》 wi: Axit+e(b— oa). 


因为 右边 的 第 二 项 可 以 任意 小 , 而 第 一 项 与 和 = maxAzi 同 趋向 于 零 , 那么 左边 的 
表达 式 亦 是 趋 于 和 零 的 , 所 以 推 得 国 数 f(z) 是 可 积 的 [297,(8)]. 

至 于 等 式 (21), 可 以 与 前 面 一 样 地 加 以 证 明 . 

用 例子 来 说 明 , 对 于 由 可 积 函 数组 成 的 , 违反 一 致 性 的 级 数 , 可 能 有 非 可 积 的 和 . 设 当 z 表 
成 不 可 约 的 分 数 二 时 , wn (x)( 对 于 n = 1,2,…) 等 于 1, 当 z 是 [0J] 中 其 他 的 点 时 , 等 于 0. 
这 个 函数 , 只 有 有 限 个 不 连续 点 , 在 [0,H 上 是 可 积 的 , 而 级 数 的 和 显然 是 不 可 积 的 狄 利 克 雷 函数 
[300,(2)]. 

当然 (我 们 已 在 例子 中 看 出 ) 对 于 由 可 积 隐 数 所 组 成 的 级 数 的 可 积 性 , 一 致 收敛 性 不 是 必要 
条 件 . 

对 于 这 情形 ,阿尔 泽 拉 给 了 同时 充分 而 且 必 要 的 条 件 (“广义 的 拟 一 致 收敛 性 ”) 
比较 432 目 . 


435. 级 数 的 逐 项 求 导 数 ” 借助 于 前 一 目 定 理 5, 很 容易 证 明 以 下 定理 . 


定理 7 设 函 数 wun(X)(n 二 1,2,.…) 在 区 间 守 = [|a,b| 上 确定 而 且 有 连续 的 导数 
us (ZT). 车 在 这 区 间 上 , 不 仅 是 级 数 (3) 收敛 , 而 且 由 导数 所 组 成 的 级 数 


DEAE 二 W(X) 十 U2(7Z) 十 … 十 (ZT) 十 …: (24) 


在 第 283 目的 意义 下 


[435] 82.， 级 数 和 的 西数 性 质 . 369 . 


是 一 臻 收敛 的 , 则 级 数 (3) 的 和 f(z) 在 区 上 有 导数 ,并且 


f(z) = > w(x) (25) 
多 一 工 
证 明 把 级 数 (24) 的 和 记 作 f*(x); 由 于 定理 1, 这 是 x 的 连续 函数 . 现在 利用 
定理 5, 逐 项 地 , 在 从 a 到 + 中 任意 zx 值 的 区 间 上 , 求 级 数 (24) 的 积分 ; 我 们 得 到 


[这 个 改变 由 预先 知道 的 级 数 un(z) 与 和 wun(a) 的 收敛 性 所 证 实 ; 参看 364,4°| 因 
为 , 由 于 被 积 靖 数 的 连续 性 , 左边 的 积分 有 等 于 fj*(z) 的 导数 [305,12], 那么 与 积分 
只 差 一 个 前 数 的 函数 f(x) 就 有 同样 的 导数 . 

等 式 (25) 可 以 写成 (如 果 按 照 柯 西利 用 记号 D 表示 导数 ) 


万 b2 “| = > Dun (7) 


的 形式 . 这 样 , 在 提出 的 条 件 之 下 , 级 数 的 和 的 导数 是 等 于 由 它 的 项 的 导数 所 组 成 的 
级 数 的 和 , 或 者 换 句 话说 , 级 数 的 逐 项 求 导 数 是 允许 的 . 


我 们 来 考察 级 数 
》 le "De® ez ] 
与 
ln yo)+ > PRLS 


这 里 第 一 个 的 和 当 x = 0 时 等 于 0, 在 其 余 的 点 上 等 于 1, 而 第 二 个 的 和 处 处 都 等 于 0. 如 果 逐 项 
求 导数 , 那么 得 到 我 们 已 经 熟识 的 级 数 (15) [431], 这 二 级 数 都 在 整个 区 间 [0,1] 收敛 于 零 , 但 是 
都 不 是 一 致 收敛 的 , 在 第 一 个 情形 , 导数 的 级 数 当 xz = 0 时 收敛 , 在 此 处 原来 级 数 的 和 不 可 能 有 
导数 , 因为 在 这 点 上 是 不 连续 的 . 反之 , 在 第 二 个 情形 , 逐 项 求 导数 处 处 缘 得 到 正确 的 结果 . 从 这 
些 例 中 , 说 明 导 数 级 数 一 致 收敛 性 的 要 求 , 是 重要 的 但 不 是 必要 的 . 

如 采 不 惜 将 证 明 变 得 稍稍 复杂 一 些 , 那么 就 可 以 去 掉 定 理 7 中 某 些 多 余 的 假设 
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定理 8 设 函 数 wn(z)(n = 1,2,.…) 确 定 于 区 间 多 = [a,0| 上 , 而 且 在 这 区 间 上 
有 有 限 的 导数 w(x). 设 级 数 (3) 至 少 在 一 点 上 收 钙 , 壁 如 说 是 了 一 a 点 , 而 由 导数 
组 成 的 级 数 (24) 在 整个 区 间 区 上 一 致 收 伍 , 则 ,1) 级 数 (3) 在 整个 区 间 上 一 致 收敛 ， 
2) 它 的 和 f(z) 在 区 上 有 等 式 (25) 所 表示 的 导数 . 


证 明 在 区 间 [oa 上 任 取 二 个 不 同 的 点 zo 与 x, 作 级 数 


De Un(®) — Wn(T0) (26) 


工 一 0 


我 们 要 证 明 , 当 任意 取 定 zo 时 , 这 级 数 对 所 有 的 x zz 都 收敛 的 并 且 还 是 一 致 收 
全 的 . 

为 了 这 个 目的 , 任意 给 定数 。 > 0, 由 于 级 数 (24) 的 一 致 收敛 , 找到 N, 使 得 当 
n>NWN 与 m= 1,2,.…. 时 ,不 等 式 


二 


AC 


kk 二 nn 二 1 


对 于 所 有 z 的 值 都 同时 成 立 . 取 定 ”与 m, 我 们 考虑 函数 


<e (27) 


二 7 


一 >》 uk(Z) 


KK 二 nn 十 1 


由 于 (27) 它 的 导数 


Tm 


7) = >, (2) 


k=n+1 
的 绝对 值 总 < e. 但 是 , 显然 ， 


九 十 ?7 


tr(Z) 一 Mn(tZo) _ U(x) 一 C(zo) 


Ne TT— Zo T— Z0 =U (9)， 
这 里 的 “包含 在 z 与 zo 之 间 [根据 拉 格 朗 日 定理 , 112]. 因此 , 对 于 所 有 的 > 天 zo, 
nm 


Un (XT) — un (zo) 
一 0 


< 5; 


kK 二 4 十 1 


因为 , 只 要 n > N, 无 论 m = 1,2,3,…，, 这 不 等 式 总 是 对 的 , 那么 这 就 证 明了 级 数 
(26) 的 一 致 收敛 性 . 从 此 已 可 以 看 出 所 有 我 人 ] 所 需要 的 结论 . 

自 先 , 取 zo = a, 从 级 数 
> = 5 hoy) -ml 


nn 二 1 nn 二 


-~ 
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参看 第 429 目的 推论 ] 的 一 致 收敛 性 , 以 及 级 数 二 > wi(a) 的 收 伍 性 , 我 们 推论 出 
级 数 2 wun(z) 也 有 一 致 收敛 性 . 

用 /(z) 记 作 它 的 和 , 那么 级 数 (26) 的 和 显然 是 并 四 一 了 中, 这 里 的 zo 是 在 
区 间 [a, 相 上 的 任 一 个 x 的 值 . 因为 在 一 致 收敛 的 级 数 里 可 以 逐 项 取 极 限 (根据 定理 
3), 那么 ,z 趋向 于 zo, 我 们 得 到 

f(x0) = lim 1 (7) ~ f(z0) 一 f(zo) 一 5 | lim Un(T) 一 un(z0) — cns) \ 一 > vw (zo0), 


wd) 一 V0 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


附注 所 有 这 些 关 于 逐 项 取 极 限 , 逐 项 积分 与 逐 项 微分 的 定理 , 都 明确 出 函数 级 
数 与 有 限 个 哨 数 的 和 之 间 的 相似 性 . 不 过 这 相似 性 要 受 我 们 所 知道 的 那些 条 件 的 限 
制 , 符 别 是 一 致 收敛 性 占 着 首要 地 位 ， 


436. 序列 的 观点 “我们 对 于 用 上 数 序列 的 观点 来 翻译 已 经 得 到 的 结果 是 有 兴 
趣 的 . 这 会 清楚 地 指出 所 考虑 的 问题 与 两 个 极限 过 程 交 换 的 一 般 问 题 间 的 联系 , 这 
在 所 有 分 析 中 都 起 重要 的 作用 . 另 一 方面 , 指出 推广 这 些 结果 的 方法 . 

所 以 , 我 们 重新 比较 男 数 序列 (1) 与 旺 数 级 数 (3), 它们 相互 的 关系 是 


广 (z) = 》 wk 人 7] (n = 1,2,.…), 
或 相当 于 
u(x) = fi (7x), Un(7) = fn(7) — fn_1(7) (n = 2,3,.…). 


对 于 序列 的 极限 唤 数 与 对 应 级 数 的 和 是 一 样 的 . 一 致 收敛 性 如 果 成 立 , 那么 就 必定 
同时 既是 对 于 序列 的 义 是 对 于 级 数 的 . 

I. 我 们 先 看 关于 极限 函数 的 极限 的 问题 . 设 集合 = {x} 有 凝聚 点 a, 且 所 有 
的 组 数 都 确定 在 这 集合 上 . 所 以 第 433 目的 定理 4 可 译 成 : 


定理 4* 若 函 数 f(z) 有 极限 


jim 及 (9) 一 f(g) (在 克 宙 (28) 
并 且 
lim 加 (2 = Cn (n= 1,2,.…), (29) 


同时 第 一 式 对 于 xz( 在 区 中) 是 一 致 收敛 于 极限 , 则 两 个 有 限 极 限 


lim f(x) 与 lim Cn 
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都 存在 , 而 且 彼 此 相等 . 
车 注意 (28) 与 (29), 等 式 


lim f(z)= lim Cn 


可 以 写成 
人 
这 样 , 所 考虑 的 定理 指出 了 , 关于 两 个 变量 x 与 n 的 函数 f(x), 两 个 累 次 极限 相等 
与 存在 的 条 件 , 这 些 直 接 与 第 168 目 中 的 研究 连 起 来 了 . 
第 431 目 中 的 两 个 定理 , 请 读者 把 它们 译 成 关于 序列 的 定理 . 
[I 现在 假设 区 域 x 是 区 间 [a, 0], 我 们 考虑 极限 函数 的 积分 的 问题 . 下 面 就 是 类 
似 于 定理 6[434] 的 定理 : 


定理 6* 设 序列 {fn(2)} 是 由 区 间 [a, 上 是 可 积 函 数组 成 的 , 而 且 对 于 [wb 
中 的 z 一 致 趋向 于 极限 函数 f(z), 则 兄 数 flz) 在 [a,0| 上 是 可 积 的 , 并 且 


/ f(x)dz = im f fn(z) dx. 


最 后 的 等 式 可 写成 
b b 
dim | fw)as = | {im oa (30) 


束 是 说 , 对 积分 取 极 限 是 可 以 直接 取 被 积 函 数 的 极限 : 这 情形 说 明 , 我 们 允许 在 积分 
写 下 取 极 限 . 
在 等 式 (30) 中 , 极限 符号 与 积分 符号 是 互相 对 换 了 . 因为 定 积分 同样 是 从 某 种 
极限 过 程 的 结果 得 到 的 , 那么 这 里 所 考虑 的 问题 与 在 168 目 里 研究 的 问题 是 类 似 的 . 
II. 最 后 我 们 转 辐 极限 函数 的 导数 的 问题 . 我 们 把 定理 8|435] 译 成 : 


定理 8* 设 所 有 的 函数 及 (TX) 在 区 间 [a,b| 上 是 可 微 的 ， 而 且 导 数 的 序列 
{ 护 (z)} 在 整个 区 间 上 对 于 z 是 一 致 收敛 的 ， 如 果 已 知 这 函数 序列 {f(z)} 在 
区 间 的 一 点 上 收 化 , 则 可 以 推断 ,1) 这 序列 在 整个 区 间 是 收敛 的 , 而 且 还 是 一 致 收 化 
的 , 2) 极限 通 数 f(z) 是 可 微 的 , 而 且 


je = lim f(z) 
如 果 这 等 式 写成 更 富有 表达 力 的 形式 


D {lim fn(7)} = im {Dfa(2)}, 
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那么 立即 束 明 日 了 极限 符号 与 导数 符号 的 交换 . 因为 导数 同样 是 极限 , 那么 这 个 问题 
与 两 个 极限 过 程 的 交换 联系 起 来 了 . 

我 们 要 特别 注意 以 下 一 点 .如果 站 在 无 穷 级 数 的 观点 上 , 那么 自然 数 的 参数 n 
目 然 不 可 能 用 更 普遍 的 来 代 蔡 . 而 通 数 序列 的 情形 则 不 然 . 这 里 晃 数 f(z) 可 以 用 
两 个 变量 的 函数 f(z,y) 来 代替 , 其 中 y 在 一 个 有 凝聚 点 yo( 有 限 或 无 限 ) 的 任意 域 
= { 四 内 变动 . n 一 co 的 极限 过 程 可 以 用 y 一 yo 的 极限 过 程 来 代替 . 对 于 这 种 一 
般 情 形 , 定理 的 形成 与 证 明 都 是 不 难得 到 的 . 以 后 在 第 十 四 章 中 , 我 们 将 讨论 这 种 一 
般 情形 的 菜 些 问题 . 


437. 只 级 数 的 和 的 连续 性 ” 蜂 级 数 性 质 的 研究 是 所 有 现 有 理论 的 应 用 的 最 重 
要 的 例子 . 我 们 限制 于 形式 为 


OO 
Danr” 一 ao 十 oz 十 0272 十 ,十 an 十， (31) 


n= 二 0 


的 棒 级 数 , 因为 在 403 目 中 , 我 们 已 看 到 较 普 裔 形式 
an(T—20)" =a0+a(z— zo0)+a2(z— x0) + t+an(T— ro) t+... (31*) 
n=0 


的 具 级 数 , 用 一 个 简单 的 变量 变换 , 就 变 成 (31) 的 形式 . 
设 级 数 (31) 有 收敛 半径 R > 0 [379]. 首先 可 以 断定 : 
1” 任意 取 正 数 7 < RR, 级 数 (31) 在 闭 区 间 [7,7] 上 对 于 z 是 一 致 收敛 的 . 
事实 上 , 因为 > < RR, 那么 当 z =7 时 级 数 (31) 绝对 收敛 , 就 是 说 , 正 项 级 数 


>》 oa :7*=|a0|+ al:7+|az| r+ + |an| 7? + (32) 
n=0 


收 伊 . 当 |z| 7 时 , 级 数 (31) 的 项 的 绝对 值 不 超过 这 个 级 数 的 对 应 项 , 这 样 这 级 数 
起 了 优 级 数 的 作用 , 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 级 数 (31) 对 于 指明 的 zx 值 是 一 致 收 
分 的 . 

里 然 数 7 可 以 取得 任意 接近 R, 但 是 从 证 明 中 , 不 能 得 到 在 区 间 (一 R, R) 上 的 
一 至 收敛 性 . 在 级 数 的 例子 里 [428,6)], 读者 看 到 , 收敛 区 间 的 端点 可 能 是 非 一 致 的 

现在 , 我 们 有 定理 1 的 推论 : 

2? 项 级 数 (31) 的 和 f(x), 对 于 所 有 在 - 忆 与 尺 之 间 的 并 值 , 是 2 的 连续 子 

无 论 在 收敛 区 间 内 如 何 取 值 x = zo, 总 可 以 选 个 r < ,使 得 jzol <7r. 由 于 19， 
在 区 间 [7,7] 应 用 定理 1, 我 们 得 到 函数 f(x) 在 这 区 间 上 的 连续 性 , 当然 在 z = zo 
上 也 连续 . 
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[读者 要 注意 到 , 我 们 是 避免 在 区 间 (--R,R) 上 应 用 定理 1 的 , 因为 在 这 区 间 上 
一 致 收敛 性 是 不 能 保证 的 ,| 

医 级 数 的 和 的 连续 性 可 以 利用 来 证 明 关 于 寡 级 数 恒 等 的 定理 (也 与 关于 多 项 式 
的 定理 相 类 似 ): 

3"” 设 两 个 项 级 数 


》 an22 一 a0 十 al12 十 aaZ2 十 .十 an2n 十.…: 


n=0 


OO 
baz™ = bo+ bz+ bap? + .+ bar + 


九 一 0 
在 Z=0 点 的 邻近 外 有 同样 的 和 , 则 这 两 级 数 恒 等 , 就 是 说 , 对 应 的 系数 相等 : 
00 = bo, Q1 = 01,a2 = 02,*…- ,Qn = bn 
在 等 式 
Qo 十 QZ 十 …: 二 bo 十 iY 十 …: 


中 , 设 xz = 0, 立即 得 到 等 式 ao = bo. 去 掉 等 式 两 边 的 这 些 项 , 再 除 以 Z( 此 时 ， 必 须 
假定 x 关 0), 我 们 得 到 新 的 等 式 


Ql 十 Qa27%X 十 …! 二 1 十 b2ZX 十 .…， 


在 x = 0 的 邻近 但 不 包括 这 点 本 身 , 这 等 式 成 立 . 这 里 不 能 取 x = 0, 我 们 可 以 取 zx 
趋同 于 0; 利用 连续 性 , 在 极限 中 , 我 们 得 到 al = bi. 去 掉 这 些 项 , 再 除 以 x 关 0, 当 
2z 一 0 时 , 得 到 gs = bo, 等 等 . 

这 就 建立 了 昌 数 用 需 级 数 展开 的 唯一 性 , 这 个 简单 的 定理 是 时 常用 到 的 ， 由 于 
它 的 帮助 , 即刻 得 到 , 偶 ( 奇 ) 函数 用 (31) 形式 协 级 数 的 展开 只 可 能 包含 z 的 偶 ( 奇 ) 
次 项 . 

现在 我 们 来 观察 , 在 它 的 收敛 区 间 端 点 zx = 土 R 邻近 , 关于 级 数 性 质 的 更 精密 的 
问题 (今后 这 区 间 认 为 是 有 限 的 ). 我 们 可 以 限制 于 右 端 点 zx = R; 只 要 简单 地 以 -zx 
代 蔡 x, 就 把 所 有 关于 右 端点 的 说 明 都 变 成 左 端点 的 情形 了 . 

首先 知道 : 

4 若 暴 级 数 (31) 在 它 收 敛 区 间 的 端点 x 二 RR 是 发 散 的 , 则 级 数 在 区 间 [0, RR) 
的 收敛 是 不 可 能 一 致 的 . 

事实 上 , 如 果 一 致 收敛 性 存在 的 话 , 根据 定理 3, 我 们 可 以 对 级 数 当 x 一 尺 -0 
次 项 取 极 限 , 就 得 到 极限 的 收敛 级 数 


co 
YanR” =a0 taRtaR? + +aonR" +..., 


n= 二 0 


号 这 不 仅 指 z=0 点 两 边 邻 域 (-6,6) 而 言 , 还 包括 单 边 邻 域 [0,6) 或 (6, 90]. 
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这 与 假定 相反 . 

以 下 是 在 某 种 意义 下 的 逆 定 理 . 

5° 设 畦 级 数 (31) 当 z = RR 时 收敛 (纵然 是 非 绝 对 的 ), 则 级 数 在 整个 区 间 [0, 忆 | 
的 收敛 性 必然 是 一 致 的 . 

事实 上 , 如 果 级 数 (31) 表 成 形式 


Yaz" 一 VaR . 的 (0 <z < R), 
nn 二 0 n=0 


那么 所 要 求 的 结论 即刻 可 从 阿 贝尔 判别 法 得 到 , 因为 级 数 并 只 oan Rn 收敛, 而 因子 
(三 】 组 成 单调 与 一 致 有 界 的 序列 


R 
7 7 2 TT\n T\ n+l 
> > > 
证 明了 的 命题 允许 把 定理 1 应 用 到 整个 区 间 [0, RI. 这 样 ,关于 在 开 区 间 (一 R, RR) 
上 窜 级 数 的 和 的 连续 性 , 我 们 得 到 补充 定理 2° 的 阿 贝 尔 的 定理 : 
6 阿 贝尔 定理 若 夫 级 数 (31) 当 z = 民 时 收 化 , 则 它 的 和 在 这 z 值 上 保持 
连续 性 (自然 是 左边 的 连续 性 ), 就 是 说 


OO OO 
lim 》 anz" = 》 QanR. 
Ir— RR—0 
0 0 


阿 册 尔 定理 有 很 重要 的 应 用 . 
如 条, 只 在 开 区 辐 (一 R, R) 上 , 得 到 函数 f(x) 的 绒 级 数 展开 式 


f(x) = anz” (—-R<Zz < RR), 
n=0 


但 是 ,在 这 区 间 的 某 一 个 端点 上 ，, 璧 如 说 在 z = RR 上, 限 数 保持 连续 性 , 而 级 数 断 续 
收敛 , 那么 这 展开 式 在 这 端点 上 还 是 正确 的 . 取 以 上 等 式 当 x 一 RR 一 0 时 的 极限 , 就 
容易 相信 这 点 的 . 

这 样 , 例如 , 我 们 只 在 -1 < xz < 1 时 有 展开 式 


人 2 三 3 人 
Im 十 Z 二 2 一 本 十 可 一 十 (一 1) 广 
但 是 , 知道 级 数 
1 一 了 上 (CD 
收敛 , 我 们 就 作出 结论 , 这 级 数 的 和 是 ln 2. 完全 同样 的 方法 证 明 第 407 目 中 的 断言 , 二 项 式 级 数 
MI 一世 2 一 2 
i+ 7 和 十 1.9 T 十 人 十 1 .9.3.....Nn Z 下 


在 zZ= 士 1 时 的 和 是 (1 十 z)7， 只 需要 级 数 是 收敛 的 . 
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438. 窜 级 数 积分 与 微分 现在 我 们 把 第 434, 435 日 中 的 定理 应 用 到 和 究 级 数 . 
比较 已 经 证 明了 的 性 质 1°,5° 与 第 434 目的 定理 5, 我 们 得 到 |: 
7° 知 级 数 (31) 在 区 间 [0,z] 上 可 以 逐 项 积分 , 其 中 |z| < RR, 就 是 


fs® zjgz = ao7 + 本 2 二 人 二 (33) 


若 级 数 (31) 在 收 争 区 间 的 一 个 端点 上 收 伊 , 其 中 z 值 就 可 以 与 这 端点 的 值 重合 . 
转 到 关于 第 级 数 (31) 求 导数 的 问题 . 
8% 震级 数 (31) 在 其 收敛 区 间 内 部 可 以 逐 项 求 导 数 ， 于 是 


本 > Pan2n 一 01 十 2027 十 3a37 十 :十 TOnXm 十 (34) 


若 上 述 级 数 在 收敛 区 间 的 端点 收 伍 , 则 上 述 断 言 在 这 个 端点 保持 有 效 ， 
取 原 来 级 数 的 收敛 区 间 内 的 任意 一 点 zx, 于 是 |z| < R, 在 |zx| 与 R 之 间 插 入 数 
7' :|z| <7 < RR. 由 于 级 数 


》 an7 二 Qo 十 QI7 十 aar 十 :十 anr 人 十 


的 收敛 性 , 其 通 项 有 界 : 
Ilanlr“ 二 LL (I 为 常数 ,n= 1,2,…). 
则 对 级 数 (34) 第 n 项 的 绝对 值得 到 如 下 佑 计 : 


7 In—1 1 LL TY In—1 
nlan| 2Z = nlan| :7™ 7 7 了 S77 
7 7 7 7 
级 数 _ 
L yn = z TX In—l 


< 1, 仿 助 于 达 明 贝尔 判别 法 容易 证 实 这 一 点 . 在 这 种 情形 下 级 
站 人 色 对 收 全 7 由 此 可 以 明白 这 个 级 数 的 收敛 半径 RR 不 小 于 RR. 

若 现 在 取 任 意 7 < R, 则 同时 有 7 < R'; 根据 1", 级 数 (34) 在 区 间 [7,7] 一 致 
收敛 , 因此 按 定 理 71435], 在 这 个 区 间 内 容许 对 级 数 (31) 逐 项 求 导 数 . 因为 > < RR 
是 任意 的 , 定理 的 基本 冉 言 得 证 

在 级 数 (34) 当 xz=R 时 收敛 的 情形 下 这 一 收敛 性 在 区 闻 [0, R] 上 是 一 致 的 
5?], 定理 7 可 应 用 于 整个 区 间 一 一 当 xz = R 时 逐 项 求 导 数 是 容许 的 . 


附注 我 们 已 经 确认 R' > R. 另 一 方面 , 原先 的 级 数 (31) 的 项 , 按 绝对 值 不 超 
过 级 数 


OO 
> Pan22 一 al 十 20o22 十 ,十 manzn T+: 


二 1 


[438] $2.， 级 数 积 的 衣 数 性 质 Ts 


的 对 应 的 项 , 而 后 者 与 级 数 (34) 有 相同 的 收敛 半径 Ri， 因此 ,R > R'， 这 样 一 来 ， 
最 后 有 RR = RR :级 数 (31) 与 由 它 逐 项 求 导 数 得 到 的 级 数 (34)， 二 者 的 收敛 半径 
重合 .其 实 , 若 记 起 Wn 一 1(n 一 co) [32,10], 借助 于 柯 西 -阿达 马 定理 [380] 可 以 
证 明 这 一 点 . 
因为 级 数 (31) 可 由 级 数 (33) 逐 项 求 导 数 得 到 , 这 两 个 级 数 有 相同 的 收敛 半径 . 
最 后 的 定理 8° 揭示 了 窜 级 数 累 次 重复 求 导数 的 可 能 性 . 这 样 , 像 以 前 一 样 ,f(z) 
记 作 用 级 数 (31) 在 它 收敛 区 同 所 表示 的 水 数 , 在 这 区 间 内 我 们 处 处 有 : 


a ,eb el YE 
六 四 = 
(ls 
“0 


站 全 


1.0l 十 2ao2Z 十 3a3sz2 十 ,十 manzn 十 ，…， 


0 


se 


如 果 在 这 些 等 式 里 代 人 x = 0, 那么 我 们 得 到 已 知 的 震级 数 的 系数 的 表达 式 : 


a0= (0 drs (0)0%e / 0 


_f0) 190) 


Bl n! 
[比较 403(7)]. 如 果 问 题 是 关于 一 般 形式 (31*) 的 级 数 , 那么 只 要 在 这 里 把 x = 0 的 
值 换 作 必 二 之 0， 因此 : 

9? 有 笑 级 数 在 它 的 收敛 区 间 内 所 表示 的 函数 , 在 这 区 间 内 有 任何 阶 的 导数 ， 这 
级 数 本 身 对 于 这 有 函数, 不 是 别 的 , 就 是 它 的 泰勒 级 数 . 

这 值得 注意 的 绪论 使 得 在 前 章 中 讨论 的 函数 展开 成 寡 级 数 的 问题 更 清楚 了 . 我 
们 看 到 . 如 果 函 数 展开 成 震级 数 , 那么 必须 展开 成 泰勒 级 数 ; 因此 我 们 只 限于 去 研究 ， 
对 于 肯 数 泰勒 级 数 表达 的 可 能 性 . 注意 ,展开 5% 成 x 一 zo 震 的 泰勒 级 数 的 函数 叫做 
在 zo 点 上 是 解析 的 . 

推广 已 经 前 明了 的 理论 到 多 重 寡 级 数 . 为 了 明确 起 见 , 我 们 考虑 两 个 变量 的 级 


Q3 


数 


', 
> oik(z — zo) (y — yo)*. 
7,K=0 


在 收敛 域内 [396], 这 级 数 同样 可 以 对 于 任 一 个 变量 逐 项 求 导数 任意 若干 次 . 因 
60) 在 点 zo 的 某 个 邻 域内 . 
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此 很 容易 得 到 系数 的 表达 式 


Of (zo, yo) Of (xo, yo) 19 jzoyo) 


ao0 = f (xo, yo) Q10 = Br 40 有 0020 一 9 Pr 


一 般 地 z 
_ 1 Of(vo,yo) 
ilkl Dzio 


这 样 , 盟 数 f(x,y) 的 展开 式 (只 要 它 是 可 能 ) 必须 有 形式 


Qik 


1] Hitk Z0， ， 
f (X,Y) = >》 一 一 (y — yo)”. 
k=0 


这 级 数 就 叫做 泰勒 级 数 ; 它 很 自然 地 与 在 195 目 中 讲 过 的 泰勒 公式 衔接 起 来 . 当 这 样 
的 展开 式 存 在 61) 时 ， 马 数 f(z,Yy) 叫做 在 (zo, yo) 点 上 是 解析 的 . 


83. 应 用 


439， 级 数 和 连续 性 与 逐 项 取 极 限 的 例 
1) 研究 级 数 和 


Co 
TI 


jz) = 2 而 十 芭 页 


二 1 
的 连续 性 . 假设 p.g > 0, 且 这 两 个 指数 之 一 大 于 1( 这 一 点 保证 对 所 有 的 z 级 数 收 敛 ). 显然 只 需 
限于 非 负 的 z. 
如 果 p > 1, 那么 对 x < zo(zo > 0 是 任意 数 ), 级 数 以 


为 优 级 数 , 因此 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 级 数 一 致 收敛 , 其 和 在 区 间 [0, zo] 内 连续 , 由 于 zo 的 
任意 性 , 这 一 点 在 整个 区 间 [0, 十 co) 上 成 立 . 
如 果 p < 1, 但 g > 141, 那么 对 x > 0 把 级 数 改写 为 


一 1 
> 一 一 一 一 
?一 1 N94 十 G) 7 
的 形式 如同 前 面 所 论证 的 , 我 们 得 出 级 数 和 对 所 有 x > 0 的 连续 性 ， 于是, 仅 需 解决 有 关 点 
7 二 0 的 问题 . 
用 求 导数 的 方法 可 以 看 出 , 当 x =n 时 级 数 的 第 n 项 达到 其 最 大 值 


1 
2 ne 


50 在 点 (zo, yo) 的 某 个 邻 域内 . 


[439] 83， 应 用 . 379 : 


如 采 p 十 9g > 2, 那么 级 数 以 收敛 级 数 


为 优 级 数 , 这 一 点 保证 了 包括 点 z = 0 在 内 对 所 有 z, 函数 f(z) 连 

留 下 悬而未决 的 是 若 p < 1,g > 1, 但 jp 二 gq < 2 的 情形 当 xz=0 0 f(z) 的 连续 性 问题 . 我 
们 在 后 面 [491,14)] 看 到 , 在 这 样 一 些 条 件 下 顶 数 f(z) 在 点 z = 0 处 有 间断 . 

2) 我 们 考虑 狄 利 殉 雷 级 数 [385,3)] 


CO 

Qn 
>, nz 
nn 二 1 


此 处 {an} 是 某 个 实数 序列 . 我 们 假设 这 个 级 数 不 是 “处 处 发 散 ” 的 , 因此 对 它 存在 收敛 边界 点 
入 < 十 oo. 无 论 取 什 么 样 的 zo > 入, 级 数 


收敛 . 由 此 可 以 断言 所 考虑 的 级 数 对 所 有 的 x > zo 一 致 收敛 [与 437 目 定 理 1? 类 似 ]. 如 果 把 级 
数 改 为 


TO nT—z0 TO 


的 形式 , 注意 到 因 照 定 理 1, 级 数 和 对 
所 有 x > zo 连续 ， 因此 (由 于 zo 的 任意 性 对 所 有 的 了 > 入 连续 | 定 昌 2?” 类 似 ]. 
如 果 入 有 限 , 级 数 


OO 
Qn 


Nn 和 
nn 二 1 


收敛 , 这 样 就 可 证 对 z > 入 所 考虑 级 数 的 一 致 收敛 性 [与 5” 比 较 ] 与 级 数 和 当 z = 入 时 的 右 连 续 
性 [与 6” 比较 ]. 
3) 在 390,6) 中 , 用 等 式 


E(z +Yy)= E(r). EY). (1) 


现在 , 按照 第 437 目 定 理 2°, 函数 (zx) 在 从 -oo 到 十 oo 整个 区 间 内 是 连续 的 . 由 于 在 75 
中 1” 的 证 明 , 方程 (1) 的 连续 解 必 须 有 形式 B(x) = a”. 最 后 , 底 a 显然 确定 如 下 : 


一 1l 
a=E()=1+2,7=e 
二 1 l 


因此 , 已 (z) = ez[ 比 较 404,(11)]. 
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4) 我 们 来 给 出 二 项 式 级 数 [407,(22)] 
和 Tt 1 2 m(m 二 2 3 m(m es 1) 
一 个 新 的 解释 . 看 |z| < 1, 此 级 数 绝对 收敛 . 我 们 来 确定 其 和 . 把 这 个 和 表 为 m 的 函数 (对 固定 的 
z,|z| < Dp(m). 从 初等 代数 知 , 对 任意 自然 数 m( 级 数 此 时 在 (m 十 1) 项 中 断 )p(m) = (1 十 站) 也 
我 们 来 证 明 , 对 所 有 的 m 都 如 此 . 

取 任 意 k, 考虑 类 似 的 级 数 


多 


下 
及 其 和 p(k), 把 两 个 级 数 按 柯 西法 则 相 乘 . 不 难 写 出 这 个 乘积 的 前 几 项 : 


长 — 1) k(k—1)| » 
2 有 | 


PM): 2( 有) 三 1 十 (十 有 )Z 十 十 mk 十 


| 
-+ (mthst imtE D2. 


2 的 系数 显然 是 某 个 关于 m 与 大 的 疡 次 赛 的 多 项 式 ， 它 的 形状 如 何 ? 若 mm 与 大 是 任意 的 自 
然 数 , 都 大 于 n, 则 从 初等 的 考虑 可 以 断定 , 所 说 的 系数 是 


(m+ hk)(m+ km1):..(m+kon+t1). 


内 此 (正如 从 两 个 变量 的 整 多 项 式 的 恒 等 定 理 推 出 这 一 点 ) 对 任意 的 m 与 有 , 级 数 乘积 也 具有 这 
样 的 形式 . 于 是 所 求 函 数 p(m) 适合 函数 关系 


pm) plk) = pm + k). 


现在 来 证 明 函 数 p(m) 的 连续 性 . 对 于 所 有 按 其 绝对 值 不 超过 任意 取 的 数 mo > 0 的 所 有 数值 
m, 可 从 二 项 级 数 的 一 致 收敛 性 推出 e(m) 的 连续 性 ; 对 于 这 些 值 , 此 级 数 以 收敛 级 数 


1 十 molz| + PS 十 lop me 十 DOmo + os 十， 
为 优 级 数 . 在 这 种 情况 下 , 正如 我 们 所 知 [75,1°], 必然 有 
Pm) =a . 
因为 a = wp(1) = 1 十 x, 于 是 最 终 有 
Pm) = (1+ 2)™. 
5) 由 关系 式 [77,5(6)] 


Ino = lim k(Ya—1) (k=1,2,...) 


的 帮助 , 读者 已 经 知道 的 对 数 级 数 [405(17)] 可 以 从 二 项 式 级 数 [407(22)] 得 到 . 


[439] §3， 应 用 .381 . 


设 o=1+z( 此 处 |z| < 1) 并 把 (1 十 xz)* 用 它 的 展开 式 


人 
A 
(十 了 二 ] .2 人 下 人 


来 代替 . 所 以 jn(1 十 x) 表示 , 当 上 一 co 时 , 表达 式 


的 极限 ， 
这 级 数 的 项 (z 为 常数 ) 包含 一 个 自然 参数 上 作为 变量 . 在 它 的 整个 变化 域内 , 级 数 (2) 对 于 
一 致 收敛 ; 这 点 (按照 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ) 是 由 于 , 它 可 用 不 包含 的 级 数 


化 2 x) 
el CE oe Ts (z = 常数 ,|z| < 1) 


作为 优 级 数 . Ni, 按照 定理 49, 级 数 (2) 当 上 一 co 时 可 以 逐 项 取 极 限 , 这 就 得 到 对 
数 级 数 . 
/0 


| 于 十 一 一 


多 = i (+ (k= 1,2,3,...) 


i CD 


推出 指数 级 数 [404(11)] 也 是 个 有 趣 的 例子 
按照 二 项 式 的 牛顿 公式 展开 , 就 有 


TKR 并 KR 一 了) 人 k(kom1)...(k—n+1) /ryn 
(ss NI . Re A n 0 下 
交 gh 1 区 九 一 工 
=1+ 呈 + 页 (- 胡 + 和 -本 人 


实际 上 , 对 于 任意 &, 这 里 的 项 总 共 只 有 有 限 个 (= 十 1), 但 是 我 们 可 以 认为 是 个 “无 穷 级 数 ” 而 
其 余 的 项 都 等 于 0. 这 级 数 对 于 所 有 的 都 一 致 收敛 , 显然 , 收敛 级 数 


Eh 一 间 二 


是 它 的 优势 级 数 , 在 这 情形 , 按照 定理 3 “级 数 ” 当 有 一 ce 时 可 以 逐 项 取 极 限 . 因为 , 当 大 < 了 
时 , 这 级 数 的 第 (n 十 1) 项 等 于 0, 对 于 所 有 大 > m, 则 有 形式 


sa 1 nl 
可 (= 


那么 当天 一 ce 时 它 的 极限 为 二-. 用 这 样 的 方法 , 我 们 又 得 到 了 指数 函数 er 的 展开 式 . 
7) 根据 棣 莫 弗 公式 ， 我 们 已 在 408 目 看 到 公式 


sinmz =mcecos™” lz.sinz— 多) cos7 -3z .sin3z 十 .…， 


1.2.3 


DD 记 住 , 在 定理 3 中 讨论 的 变量 z 的 变化 域 + 可 以 是 任意 的 ; 特别 它 可 以 是 自然 数列 (就 是 
a = 十 co). 


382 . 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [439| 


我 们 证 明 : 正 是 由 此 可 得 到 函数 sin x 的 寡 级 数 展开 . 
令 z 二 ~ 并 把 cos™ 二 提 到 括号 外 ， 上 述 公式 可 改写 为 : 


LT \3 
7 7 1 2 ~、 (mtg—) 
snx=cos CO— mtg 达 一 (1- 二 ) 1- 三 ) 十 .…… >》. 
m m m m 3! 


把 z 看 作 是 不 变 的 ， 在 等 式 右 端 令 mm 一 ce 而 取 极 限 . 
因为 cos™ = 一 1[ 例 如 ,参看 79,4) 当 入 = 0], 而 Mtg 一 x, 于 是 在 极限 中 事实 上 便 得 到 
所 要 的 展开 [404,(12)| 


x3 
sinzw 二 XC— Ex 十 
仍 需 说 明 括 号 中 能 逐 项 取 极限 的 理由 , 括号 中 当 对 每 个 m 项 数 是 有 限 的 , 但 随 着 m 的 增长 , 项 数 
是 无 限 增长 的 [与 6) 比较 | 
设 取 7 含 于 一 上 mor 与 + 了 mor 之 间 ; 假定 m > mo. 容易 证 明 表 达 式 mtg 芯 的 绝对 值 随 
m 的 增长 而 递减 , 因此 是 有 界 的 : 


化 化 
mte—| <L=motg— (mm > mo). 
| g= | otg ( 0) 


在 这 种 情况 下 , 括号 中 的 展开 式 以 收敛 级 数 
也 3 
5 二 可 十 
为 优 级 数 , 正如 上 一 个 例子 那样 , 论证 完成 了 . 
类 似 地 可 以 得 到 cos x 的 宽 级 数 展开 . 


附注 ”例子 5),6),7) 详细 转述 了 欧 拉 在 其 《 无穷 小 分 析 引 论 》 中 的 初等 函数 展开 的 结论 . 


8) 证 明 
(a) lim CD ly 
= 一 1-04 nn 1 二 Zn 2 
一 nl 并 1 
(6) sin! 了] 2 1 一 Zn 2 ™7 


(a) 设 0 < x < Ti 因为 级 数 》 六 4 n 增加 
时 单调 下 降 , 那么 应 用 阿 贝 尔 判 别 法 ， 即 知识 数 对 于 在 (0,1) 中 所 首 7 一致 收敛 . yw zr—1—0 
时 , 逐 项 取 极 限 (定理 旬 , 我 们 就 得 到 所 要 求 的 结果 . 

(6) 设 这 里 0 < z < 1, 就 有 


CO 


2 2 
一 ] 1)” 一 一 一 一 一 
> ) 二 -D0 Tir .rm 


n= 二 1 


在 这 里 级 数 (一 1)” 不 收敛 , 但 它 的 部 分 和 有 界 . 男 一 方面 , n 增加 时 因子 


x” 


1 十 工 十 '… 十 X27 一 1 


[439] 83， 应 用 . 383 . 


不 但 单调 减 小 , 而 且 对 在 (0,1) 中 的 zx 一 致 趋 近 于 0, 因为 
站 有 外 人 1 
TE 
在 这 情形 应 用 犹 利克 雷 判 别 法 , 即 知 级 数 一 致 收敛 , 故 当 z 一 1 一 0 时 , 允许 逐 项 取 极 限 , 等 
A 
9) 说 到 符 级 数 时 , 我 们 总 是 软 认 它 的 项 是 按照 升 寡 排 的 . 如 果 是 在 收敛 区 间 的 内 部 ,这 样 理 解 
与 否 尚 无 关系 , 因为 级 数 绝对 收敛 ; 可 是 例如 阿 贝 尔 定理 等 , 若 缺少 了 这 一 条 件 就 会 变 成 是 不 正确 
罗素 
在 级 数 


上 验算 一 下 , 这 级 数 是 从 对 数 级 数 重新 排列 项 得 来 的 [参看 388, 例 1)]. 
10) 给 一 个 阿 贝 尔 定 理 [392] 在 级 数 乘法 问题 中 很 有 趣 的 应 用 . 


考虑 两 个 收敛 级 数 可 
EL (A) 

3 CO 
Bs 0 (B) 


臣 设 这 二 级 数 的 乘积 ( 柯 西 ) 
0 (C) 
| 
同样 收敛 ,这 里 c，, = ee 十 ee 十 Qnb1, 项 要 证 明 
A.B=C. 


从 级 数 (A) 的 收敛 性 , 首先 按照 第 379 目 引 理 , 我 们 断定 级 数 
4(z) = > tay (A”) 
nn 二 1 


人 在 |z| < 工时 绝对 收敛 , 所 以 这 个 级 数 的 收敛 半径 R > 1. 这 样 , 在 任何 情形 都 有 关系 式 


就 是 , 当 R= 1 时 , 根据 阿 贝 尔 定理 , 当 RR > 1 时 , 根据 定理 2°[437]. 如 果 类 似 地 考虑 级 数 ( 当 
Iz| <1 时) 


B(x) = >》 bnz™, (B*) 


C(z) = 》 cnr”, (C”) 


. 384 . 第 十 二 章 函数 序列 与 水 数 级 数 [440] 


那么 关于 级 数 (A*) 所 说 的 那些 , 对 于 它们 都 对 . 
现在 把 柯 西 定理 应 用 到 绝对 收敛 级 数 (A*) 与 (B”), 我 们 就 有 


为 了 得 到 要 求 的 结 采 


只 需 当 x 一 1 一 0 时 , 取 极 限 . 


440， 级 数 的 逐 项 求 积 分 的 例 
1) 级 数 六。 一 的 求 和 可 以 这 样 进行 ， 


3n 二 1 
— (—1)” (—1)” antl be )nzan 
2 3 0 人 CA nt1 一 人 ” 
. ”dz | 1 (Zz 十 1) 27 一 1 元 | 
一 ] ”一 l 一 ] 一 一 一 -一 tc 一 ~  . 
mm 1 十 23 i V3 T G3 
_1 
no2 十 一 一 
3 A 


我 们 首先 应 用 阿 贝 尔 定理 , 而 后 是 应 用 窜 级 数 的 逐 项 积分 [437,6" ;438;7 | 
2) 在 区 间 [0, z]( 此 处 |z| < 1) 上 ,利用 级 数 


i 
十 并 
i 十， 
工 十 区? 
的 逐 项 求 积 分 , 立即 得 到 展开 式 
QZ rx” x 并 
一 ] 1 一 一 ”一 一 一 ~ 一 | 1 | 
/ 1 n( 十 工 ) 分 5 十 3 十 ( ) 十 
I dx ct 3 5 , ( )"-! Tn—1 
一 arcter 一 7 二 + 二 
1 二 22 27 二 1 


这 些 在 405 [参看 (17)] 与 404 [参看 (15)] 中 是 用 比较 复杂 的 方法 得 到 的 . 由 阿 贝 尔 定理 [437,6 ”| 
的 帮助 , 说 明 第 一 个 展开 式 在 x = 1 时 是 对 的 , 第 二 个 在 x = 士 1 时 是 对 的 . 


3) 如 果 回 想 -一 下 , 函数 arcsin z 的 导数 -让 展开 成 以 下 形式 的 级 数 [407(24)] 
1 一 (2n. — 1)!! 2 
A 1 a TD) 


那么 利用 这 级 数 的 逐 项 求 积分 很 容易 得 到 反正 弦 函 数 本 身 的 展开 式 (这 对 我 们 是 新 的 ): 


(2m 一 1 2 和 


= 二 —1 1 ). 
/ arcsinz = | 2 (~l<z<1) 


[440] §3， 应 用 . 385 . 


因为 这 级 数 对 x = 土 1 也 收敛 [370,5)(a)], 包 那么 按照 阿 贝尔 定理 , 展开 式 对 于 这 些 值 也 是 对 的 . 
特别 , 当 z = 1 时 , 我 们 有 数 r 的 级 数 : 


本 1 
本 一 27 n+l 


同样 ,展开 导数 


] /1+22)] = 
In(z + V1+ 2*)] = -有 
成 级 数 , 再 途 项 求 它 的 积分 , 我 们 得 到 展开 式 


)” (2 
lnf(z 十 V/I 十 22) ) 0 TS ER 
Ex 溺 数 不 是 别 的 , 而 是 Arsh z, 左 是 sh z 的 反 郧 数 [49,4);339, 附注 ]. 
4) 由 于 级 数 逐 项 求 积 分 的 帮助 , 我 们 可 以 把 那些 不 能 表示 成 初等 函数 的 有 限 形 式 的 积分 , 展 
开 成 无 穷 天 级 数 [参看 227]. 这 些 展开 式 在 近似 计算 中 是 可 以 利用 的 . 


如 从 已 知 展开 式 
一 2 信和 m 27n 
出 发 [参看 404(11)], 我 们 求 出 
- i 1 二 3 ey 
EE 


我 们 提出 这 个 问题 : 计算 积 4 


1 
w= | 2 
O 


的 值 准确 到 0.000 1. 取 积 分 的 上 限 等 于 1, 我 们 得 到 W 的 一 个 项 的 绝对 值 递 减 的 交错 数 项 级 数 : 


pW RS 1 十 
0 dS ol T3000. Vo .75600 


因为 第 八 项 已 经 大 大 地 小 于 给 定 的 限度 , 所 以 我 们 只 保留 前 七 项 . 对 应 的 误差 ( 负 的 )A 很 容 
易 估计 


1 1.5 
~ 
D 其 实 , 级 数 1+ ye， 人 一 区 的 收敛 性 现在 可 以 更 简单 地 证 明 . 对 任意 m, 有 
n=1 (2n.)!! 1 
和 2 十 1 


(27m — 1)!! | 元 
代 ， < arcsln 人 全 < —. 
本 于 (2n.)!! 2n 二 1 2 


(27m — 1)!! 1 T 
1 es。 
> (2n)! 2n+1 “2 


由 此 [365] 推出 所 求 . 


. 386 . 第 十 二 章 天数 序列 与 函数 级 数 


计算 其 他 的 项 到 第 五 位 小 数 , 我 们 有 


1 1 
1 十 一 二 1. -=0. 
十 二 三 上 100 00 3 = 0.333 33(+) 
1 1 
— = 0.004 63( 一 ) 一 = 0.023 81(—) 
人 全 1.104 74 
-一 - 一 0.000 11( 一 -一 = 0.000 76(-- 
9360 0000 11() 1320 一 0000 76) 一 0.357 90 
1.104 74 0.357 90 0.746 84 
如 果 计 算 全 部 误差 , 则 有 
0.746 81 < 五 < 0.746 85, W = 0.746 8... 
四 位 小 数 完 全 正确 [比较 328,5)]. 
5) 同样 , 因为 [参看 404(12)] 
sin xz 2 4 | Xn 
一 1 一 二 十 二 一 .，,. 1)” .. 
元 了 ”可 TU gant 
所 以 3 5 2 1 
SinZ ,2 7 nl LT 
Pr ats TOY) Gm nt 


的 值 准 确 到 0.001. 


取 z 二 7 斌 有 
a 
/一 7 18" +600" 35280" 1 3265920" 439084800" 1 
这 又 是 一 个 项 的 绝对 值 递 减 的 交错 级 数 . 
因为 第 六 项 小 于 0.000 7, 那么 我 们 只 计算 五 项 , 计算 到 四 位 小 数 
n= 3.141 6(—) 
1 5 1 3 
60T5 = 0.510 0( 十 ) Ta" = 1.722 6( 一 ) 
| 1 3.660 7 
1 9 -77 二 00856 
25650207 00091+) 35280" (+)  _ 1.8082 
3.660 7 1.808 2 1.852 5 


考虑 到 误差 , 我 们 得 到 结论 : 


1.8517<A<1T1852 7， 内 三 1.852 士 0.001. 


arctg 了 
(a) / 8 7 (6) / Z “dz 
0 0 


6) 我 们 提出 把 积分 


[440] 
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表示 成 级 数 的 问题 . 
(a) 回想 一 下 反正 切 晒 数 的 展开 式 , 就 有 
arctgzr, _/’ 1 1 4 16 1 1 1 
/ sf (1- 3 tar 37 + 和 =1 一 训 二 商 一 -了 
内 为 在 积分 号 下 的 级 数 在 x = 1 处 收敛 , 那么 就 允许 逐 项 求 积 分 [438,7°]. 
我 们 已 经 提 到 过 [328,6)] 所 谓 “ 卡 塔 兰 常数 ”的 这 个 积分 的 值 


G = 0.915 965 …. 


现在 我 们 看 到 


这 级 数 对 于 0 < z < 1 一 致 收 化 . 因为 函数 jzln z| 的 最 大 值 是 =( 很 容易 用 微分 学 的 方法 算出 来 
的 ) , 所 以 可 以 写 出 优 级 数 


因此 可 以 逐 项 求 积 分 . 因为 [312 加 


1 
nl! 
证 nn —— | 2 
/: Im Zaz = (—1) (nt iat 只 _m 
2 
( 
那么 最 后 人 
1 oo 0 
] 
Z “dz = > 一 一 
| A 


7) 我 们 有 展开 式 [414,8)] 
arctg zz 一 一 二 > [22 六 二 ) (O<z<1). 


pp 
十 
SS 

(SS) 


此 处 设 > = 一 过- 一, 并且 考虑 到 arctg 一 一 arcsin y [50], 求 出 : 


/Ii—y Vl—y? 
OO 
arcsin ?/ (2D) 2p41 1 ) 
一 一 一 一 一 一 Oy CO—|. 
Iya 2 (p+ DY ~ 


从 0 到 y 积分 这 个 等 式 , 同时 右 端 是 逐 项 积分 : 
yp+2 


2m— Dy™ 
3(arcsiny) -> 2 3 = 2 Cm 2m 


中 当 z=0 时 ,级 数 的 项 从 n= 1 开始 都 用 极限 值 来 代替 , 就 是 以 零 来 代 蔡 . 


. 388 . 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [440] 


这 个 结果 可 以 改 与 为 : 
2 
2(arcsin y)” = bp A (202 


于 是 最 后 得 


nn 二 1 


我 们 将 不 止 一 次 地 回 到 欧 拉 的 这 个 有 趣 的 结果 
8) 计算 积分 
ee “(I 
JO 


如 果 利 用 对 数 级 数 [405(17)], 那么 我 们 得 到 被 积 函 数 的 展开 式 


1 1 2 | 筷 一 上 
1 Ea 二 | = se 
也 十 一代 十 ( ) TL 十 


这 级 数 在 整个 区 间 - 中 成 立 . 逐 项 求 积分 , 我 们 得 到 


这 样 , 我 们 就 达到 了 所 要 求 的 积分 的 “有 限 ” 的 表达 式 T= 2 
9) 设 要 求 积 分 (la| < 1) 
上 IntL 十 2 cosZ) ,, 
0 


COST 


的 值 ( 当 z = 7 时 被 积 表 达 式 的 值 认为 是 当 z -7 时 的 极限 值 4) ， 
@ 就 是 在 420,6) 与 422 中 将 证 明 忆 ? 三 = 工 ， 而 由 此 即 推出 


De 


= 
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利用 对 数 的 展开 式 , 就 有 


In(l + acosz) 

n 

站 y 外 
n= 二 1 


ES“ 二 
COSZ 1 


而 且 这 级 数 在 区 间 [0,7] 上 一 致 收敛 . 注意 [312(8)] 
人 让 rdx = U， | cos a™ Tadr 一 cos2mm 六 Cl 人 = (2m ee i 
0 Jo 


逐 项 求 积 分 得 


lIn(1 + a cos 7x) 加 ~ (2m — 1)!! a2m+1 
teen et 
所 得 到 的 级 数 即 反正 弦 哆 数 的 展开 式 [参看 3)]. 这 样 最 后 得 到 (有 限 形式 1 


Tt 
In(1 + acosz) 、 
一 dz = 7 :arcsinoga. 

COSZ 


10) 我 们 考察 展开 式 (|r| < 1) 


| := 
上 =1+ 2 .cos nx. (5) 


1 — 2rcoszi+r72? 
证 明 它 并 不 难 , 将 分 母 1 - 2r cosz 十 7” 乘 到 右 侧 , 我 们 便 得 


OO OO CO 
2 1 
|] 》 7 “cos7 和 一 2 》 rm .ocosnzr.cosr+2 》 7 了 十 < cosnz. 
1 1 


如 采 以 cos(n 十 1)z 十 cos(n 一 1)x 来 代替 2cosmnz .cosz, 第 二 个 和 就 对 应 地 分 解 为 二 , 那么 经 过 
消去 后 , 只 余下 1 一 +*. 这 就 完成 了 证 明 . 

由 于 级 数 》 > 7 人 r| < 1) 的 收敛 性 , (5) 式 右边 的 级 数 对 z 在 区 间 [一 7, 7] 一 致 收 伍 . 现在 
在 左边 右边 都 取 从 一 7 到 的 积分 , 其 中 级 数 是 可 以 逐 项 求 积分 的 (定理 5). 因为 | C00 md 


0. 那么 我 们 得 到 
WS es a 
0 aa 

参考 309.8)]. 

同样 , 等 式 (5) 的 两 边 乘 以 cos mz(m = 1,2,:…), 再 逐 项 求 积分 , 很 容易 得 到 
人 coOs mz Re 
a re 一 72 
这 里 利用 了 已 知 的 结果 [309,(4)(r) 


a 0 0 这 二 
COS NT cos mzdz = 
二 nT 当 m = nn 时 . 


03 第 十 二 章 函数 序列 与 消 数 级 数 [440] 


11) 如 果 在 等 式 (5) 中 , 把 1 移 到 左边 , 再 两 边 除 以 27, 那么 得 到 


CO 


COST—7 a 
a > 分 COS NX. 
1—2rcosz+i+r 

二 1 


此 时 , 任意 取 定 >, 而 把 > 当 作 以 (一 1,1) 为 变化 域 的 变量 . 把 等 式 的 两 边 对 > 从 0 积分 到 区 间 
上 任意 的 7 ,而 右边 的 宪 级 数 逐 项 求 积分 ; 因为 左边 的 分 子 乘 上 个 常数 就 是 分 母 对 > 的 导数 , 所 
以 就 得 到 


eS nn 
In(1 — 2r cosz + 7°)= -2 一 cosnz (Ir| <1). 
n=l1 


现在 重新 取 定 7, 而 x 可 从 0 变 到 x. 显而易见 , 右边 的 级 数 对 于 在 这 区 间 上 的 x 是 一 致 收 
钙 的 , 所 以 是 许可 逐 项 求 积 分 的 (定理 5). 积分 之 , 就 得 到 积 


/ In(1 一 2rcosz+Tr2)dz =0 (lr|<1) 
0 


[比较 307,4); 314,14)]. 办 此 , 像 我 们 已 经 看 到 过 那样 , 容易 得 到 当 |r| > 1 时 积分 的 值 . 
12) 依赖 于 z 的 积分 


于 
JJ 全 和 cos(z sin 0)d0, 
TA 


和 2 a 时 a 
Vs ee / cos(zsinO)cos’" 0d0 (n= 1,2,...) 


2 = 
表示 所 谓 的 贝 塞 尔 函 数 [参看 395,14)]. 以 z sin9 的 需 次 展开 被 积 表 达 式 , 再 逐 项 求 积 分 , 就 很 
容易 得 到 我 们 所 熟知 的 这 些 函 数 的 > 舌 级 数 的 表达 式 . 

例如 , 积分 级 数 


> 2k sin2k 0 
cos(Zsin gl 一 工 十 0 
并 利用 公式 [312(8)] 有 
人 2 
| sin” 0a0 = NT 1 (6) 


我 们 得 到 市 有 和 零 附 标 的 贝 缀 尔 清 数 


Jo(z) =1 下 


13) 我 们 已 经 碰 到 过 所 谓 第 一 种 与 第 二 种 完全 椭圆 积分 [315 等 等 ] 
到 dp 广 
一 一 一-， E(k)-= V1— k? sin? wdwy. 
. 人 V1— k?sin?w > 0 Wi 


我 们 提出 把 它们 用 模 数 k(0 < < 1) 的 知 次 展开 的 问题 . 
以 z= 二 一 k*sin*w% 代入 第 407 目的 公式 (24) 中 , 得 到 


[440] 83， 应 用 . 391. 


这 级 数 对 于 yp 是 一 致 收敛 的 , 因为 对 于 所 有 的 p 值 , 有 收敛 的 优 级 数 


因此 , 按照 定理 5, 这 里 可 以 逐 项 求 积 分 , 我 们 就 这 样 来 做 . 重新 利用 公式 (6), 由 此 就 得 到 | 


2 dp T | 
四 PE 1 
| A | 庆 


同样 , 从 第 407 目的 公式 (23) 出 发 , 得 到 


=/ pe -于 jar } 


27 
这 些 级 数 同 样 可 以 应 用 在 近似 计算 方面 . 例如 , 考察 级 数 
(人 2 _ 15 _ 441 一 
V2/ 2\ 8 256 2048 262144 2097 152 
如 果 只 保持 所 写 出 的 几 项 , 那么 对 应 的 误差 是 负 的 , 并 估计 如 下 : 


TS 1 
Al< (5) (+ 了) <0.000 24 


我 们 可 以 期 望 准确 到 三 位 小 数 . 实际 上 , 计算 五 位 小 数 , 就 有 


元 7 1 
we 一 .一 一 0.1 
5 = 1.570 80( 一 ) 5 & = 0.196 35( 一 ) 
而 ”9 
7. 2356 0.018 41( 一 ) 
证 5 
一 0.219 97 
一 一 一 一 一 ER 
1.350 83 2 262 144 
gy 441 
可 .5007 155 二 0.000 33( 十 ) 
0.219 97 


1.350 57 < 也 EE 


< 1.350 85, 1 
所 af 


已 二 1.350… [比较 328, 4)]. 
第 要 说 明 的 , 就 是 实际 上 只 有 的 值 很 小 时 , 上述 的 完全 椭圆 积分 K(k) 与 E(k) 的 级 数 对 于 
计算 才 是 很 有 利 的 . 但 是 有 一 类 变换 存在 , 可 以 把 所 说 的 积分 化 成 任意 小 的 大 的 情形 [参看 315]. 


14) 为 了 计算 积分 
于 , 
/ a (0<h<1), 
-bhi 0 


可 以 利用 所 得 到 的 函数 E(k) 的 展开 式 、 


自 先 , 容易 验算 展开 式 
3 1+ (3) -3+ (和 5 全 e+ | 
-+ | (2n + 1)k? "| 


成 立 (例如 , 等 式 的 右边 乘 以 1 一 k*). 
代入 上 二 hsin9, 再 乘 以 sin9, 我 们 可 以 对 06 从 0 到 一 5 一 逐 项 求 积分 ， 因为 所 得 到 的 级 数 在 这 
个 区 同一 致 收 合 (例如 , 上 面 的 级 数 当 kk = h 时 是 它 的 优 级 数 ). 因为 [312(8)] 


nT 


2 11 
| sn 0 = Bm 
(2% 1 


所 以 , 我 们 求 得 


Tt 


/ _E(h. sin0) 2 De 
0 


LI 2 十 "8:5 
下 人 二 十 于 + 


a 
-+ 3 11 hh? wl 
比较 括号 内 的 表达 式 与 第 407 目的 公式 (24), 我 们 得 到 未 知 积分 的 值 的 有 限 形 式 : 


2 .Ehsing) . nt 1 
/ OO sin ga a a 
15) 最 后 , 我 们 考虑 当 xz > 0 时 把 也 数 y = arcsin(1 一 Zz) 按照 z 的 窜 (但 不 是 整数 的 !) 展 
开 的 问题 @. 
我 们 就 有 (利用 二 项 式 级 数 ) 
人 1 加 1 
7 
Se 人 + 下 = We 
V2z\ 4 32 V2 4V2 32V2 
并 且 , 如 果 去 掉 在 x = 0 处 趋同 于 oo 的 第 一 项 , 级 数 在 任意 区 间 [0,z] 上 是 一 致 收敛 的 , 其 中 
0 < x < 2. 第 一 项 的 原 函 数 是 -V2z3; 对 于 剩余 的 级 数 , 我 们 可 以 用 逐 项 求 积分 的 方法 来 得 到 原 
函数 . 因为 在 z= 二 0 处 y= 所 以 最 后 我 们 得 到 这 按照 z 的 分 数 寡 的 展开 式 (对 于 0<zr<2 
成 立 ): 


Ss 


Tp te RE 
2 6V2 80V2 
同样 得 到 展开 式 
2 el 过 
arcsin = V3 {zi sr E232 + } 


对 于 过 束 过 芽 


外 这 里 按照 z 的 正 整 颇 的 普通 型 式 的 展开 式 是 不 可 能 的 , 因为 否则 按照 第 438 目的 定理 9°, 我 
们 的 函数 在 zx = 0 处 是 要 有 有 限 导 数 的 , 而 事实 上 并 没有 
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441. 级 数 的 逐 项 求 导数 的 例 
1) 重新 加 到 函数 [参看 390,6); 439,3)] 


CO 
Tr 
= | 


现在 我 们 很 容易 求 得 它 的 导数 ; 这 只 需 逐 项 地 对 上 面 的 级 数 求 导数 即 可 [438,8°].， 我 们 得 到 
五 (Z) = 五 (z) ， 所 以 我 们 所 考虑 的 函数 满足 微分 方程 y = y， 由 此 y = Cezr; 因为 在 zx = 0 
处 显然 y = 1, 所 以 最 后 我 们 找到 E(x) = e?. 
2) 可 把 相同 的 方法 应 用 于 确定 二 项 式 级 数 
y= f(z)=1+mzt+ tt nt Dn 


这 次 m 是 固定 的 , 而 > 在 区 间 (一 1,1) 内 变动 ; 与 439,4) 比较 ]. 对 它 逐 项 求 导数 , 得 到 


fmt tm Dt Et Dm Dn 


1.2 下 
现在 不 难 证 实 呈 : 
人 
于 是 ,这 个 函数 满足 微分 方程 
(Ly 
由 此 


y=C(l+2)™ 
因为 显然 当 xz = 0 时 y= 1. 则 常数 C = 1. 最 后 


y= f(z)= (1+2)". 


3) 我 们 已 知 狄 利克 雷 级 数 的 和 [385,3)] 
P(z) = 
对 xz > 和 (其 中 入 是 收敛 边界 点 ,入 < 二 co) 是 连续 函数 [439,2)]. 
可 以 用 未 项 求 导数 来 求 这 个 函数 的 导数 : 


Qn, 


nT 


CO 


(2 i (全 入 


n= 二 1 


二 当 用 1 +z 去 乘 f(z) 时 , 必须 应 用 二 项 式 系数 的 性 质 : 
人 一 人 一 人 人 一) 
TD 7 1.2. (mm 一 了 


此 式 是 著名 的 关系 式 


的 特殊 情形 


394 . 第 十 二 章 项 数 序列 与 函数 级 数 [441] 


我 们 暂时 还 只 是 形式 地 得 到 这 个 结果 . 为 了 证 明 这 样 做 合理 , 只 需 证 实 这 后 一 级 数 对 所 有 适 

个 二 ee 人 Z0 个 全民 和 大 于 入 的 数 . 这 可 如 同 439 目的 
2) 中 那样 , 借助 阿 贝 尔 判 二 2 开始 随 n 的 增长 而 递减 , 均 以 数 

in 2 为 上 界 . 无 论 取 怎样 的 值 x > 它 都 可 置 皇 2 2 pe 入 与 z?”> 2z 之 间 ; 可 应 用 定理 7 |435| 
I | 

用 这 样 的 方法 可 以 证 实 电 数 p(x) 的 各 阶 导数 的 存在 性 并 且 得 到 其 级 数 形式 的 表达 式 . 

特别 地 , 所 说 过 的 可 应 于 黎 曼 5 级 数 ( 当 x > 0): 

Co) = = 


4) 我 们 已 经 碰 到 过 带 有 零 附 标的 贝 塞 尔 函数 展开 成 震级 数 的 展开 式 


1 {KIN2 .02k 


[395,14);440,12)]. 
现在 我 们 证 明 这 个 晶 数 适合 贝 赛 尔 微分 方程 


TU 十 让 十 Zu 一 0. 


似 二 二 0 和 有 


然后 把 w% 的 展开 式 逐 项 求 微 分 二 次 ， 


1)* 2 28 {2% | ok 
Tu we (kK!)2 22k De 


如 果 把 这 些 等 式 相 加 , 那么 z*-! 的 系数 等 于 
Ee 
rh(2 = 1) k= (2k) 这 站 
这 就 证 明 所 要 求 的 断言 . 
同样 可 以 验证 带 有 任意 自然 数 附 标的 贝 塞 尔 函 数 (z) 与 前 面 一 样 的 适合 一 般 的 贝 塞 尔 方 
程 


i 0. 


5) 问题 的 另 一 提 法 大 可 注意 : 设 求 可 对 所 有 的 zx 值 展开 成 医 级 数 , 并 且 适 合 贝 窗 尔 方程 的 所 
有 一 切 函 数 ， 
我 们 来 看 , 例如 , 最 简单 的 情形 n = 0. 我 们 把 未 知 函 数 的 展开 式 与 成 待定 系数 的 级 数 
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的 形式 , 并 且 认 为 它 是 处 处 收敛 的 , 我 们 逐 项 微分 二 次 . 把 所 有 这 些 展开 式 代入 方程 , 我 们 得 到 


Ql1 十 >》 (m2an 十 am _2)27m 一 0. 
?7 一 2 
按照 定理 3?[437] 
Ql = 0,m’am 十 am 二 0 (m = 2, 3,.… ). 


由 此 , 弟 先 , 带 有 奇 附 标的 系数 azk-l = 0(k = 1,2,.…), 至 于 带 有 偶 附 标的 系数 aak, 按照 递 推 
公式 都 可 以 用 ao 来 表示 : 


CQ2K 一 (DT 
这 梓 , 只 差 个 任意 因子 ao, 我 们 又 得 到 函数 Jo(x). 

这 所 得 到 的 级 数 可 以 直接 验证 为 处 处 收敛 . 从 其 得 出 的 方法 就 可 以 看 出 其 所 表示 的 函数 适合 
方程 . 

[ 谈 者 要 注意 到 待定 系数 法 的 特殊 的 应 用 法 , 此 处 我 们 所 有 的 已 经 是 这 些 系 数 的 无 穷 集合 了 ， 
驶 必须 要 利用 寄 级 数 恒 等 定理 以 代 蔡 普通 所 用 的 多 项 式 恒 等 定理 . 

6) 高 斯 引进 函数 


py 7) 
_ oatD (etn DPB+D) (B+n Dn 
ue nO TD ‘(Yt+n—1) 


| 超 几 何 级 数 ; 参看 372; 378,4)]. 二 次 逐 项 求 这 级 数 的 导数 ( 当 作 |z| < 1), 可 以 证 明 , 这 函数 适 
合 所 请 超 几何 微分 方程 


rz— lu -ly~(ai++l)zrzl:.v +ad:.u=0. 


这 里 留 给 读者 一 些 繁重 的 但 是 不 困难 的 计算 . 这 里 也 可 以 变更 一 下 问题 的 提 法 , 就 像 例题 5) 
中 所 做 的 一 样 . 
7) 我 们 用 等 式 


3 


来 定义 对 于 0 < x < 1 的 函数 f(x). 我 们 要 证 明 ， y 0 < xz < 1 时 这 函数 满足 有 趣 的 函数 方程 


5, 


f(z)+f(l—z)+lnz.ln(l — 7z)= const. 


只 需要 证 明 左 边 的 表达 式 对 x 的 导数 恒 等 于 零 : 


f(x)—f (1—z)+ ~ ln(1 一 工 ) 一 


1 
Inz=0. 
一 区 


逐 项 求 定义 函数 f(z) 的 级 数 的 导数 , 我 们 得 到 


f(g) = Ye - = -In( (1 — 2); 


n= 二 1 


396 ， 第 十 二 章 函数 序列 与 酒 数 级 数 [441] 


把 x 换 成 1 一 zx, 我 们 得 到 


这 就 完成 了 证 明 . 
8) 在 400,4), 曾 研究 过 无 穷 乘 积 


假设 0 < 2 < 5, 首先 把 这 个 等 式 取 对 数 [401,4?]: 


》 Incos 半 一 jnsinw 一 in， 
刀 一 】 
然后 将 所 得 级 数 逐 项 求 导 数 : 
wp 1 
二 tp- 一 一 二 一 . 
Dn 8 5n p ctgw 


n= 二 1 
因为 由 求 导数 所 得 级 数 以 收敛 的 几何 级 数 为 优 级 数 , 所 以 逐 项 求 导数 是 合理 的 . 
9) 在 408 中 , 我 们 看 到 了 把 sin x 展开 成 无 穷 乘 积 


一 Z? 
sinz =z || (1- i) 
7 一 】 
取 绝 对 值 , 因此 我 们 得 到 
2 
人 


1 一 
n272 


CD 
|sinz| = |z| [| 
nn 二 1 


如 果 xz 不 取 kx(k = 0, 土 1, 土 2,…) 形式 的 数值 , 那么 取 对 数 , 我 们 就 得 出 无 穷 级 数 


] 一 


In|sinz| = Injlz| 十 > ln 3 
n= 二 1 


你 项 微分 我 们 束 得 到 这 样 一 个 展开 式 


OO 
COS 工 ct ] 上 3 27 
- 一 必 一 一 -一 一 一， 
Sin 8 你 ZX2 一 n27n2 


n= 二 1 


为 了 验证 这 个 , 只 需要 说 明 , 这 所 得 到 的 级 数 , 在 任意 不 包含 kx 形式 的 点 的 有 限 闭 区 间 中 , 一 致 

收 售 ,一 实 上 ， 当 z 在 这 种 区 间 上 变动 时 , 它 的 绝对 值 是 保持 有 界 的 :|z| < M. 所 以 , 至 少 对 于 
1 

NN 


》 


27 
72 — n2n2 


_ 2Izl 2M 
72T2 一 PE n2n2 — M2° 


< Nn27A2— M2? 


收敛 , 所 以 借助 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 就 得 到 所 要 求 的 结果 . 


因为 级 数 
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ctg x 的 展开 式 可 以 具有 形式 

COS 并 1 一 1 1 

sinz = tg Y= + (一 元 + i 


这 乃 是 ctg x 对 应 于 分 母 sinz 不 同 的 根 0 与 土 nx 的 部 分 分 式 的 展开 式 . 
按照 公式 tg x 二 -ctg (z -- 了 ) ， 可 以 得 到 tg z 的 部 分 分 式 的 展开 式 : 


一 、 1 1 一 27 
tgz 三 一 | 0 
(a | 3 (2m 一 1)27 


二 1 


同样 , 如 有 果 利 用 公式 


sinz 3 (ctg3 + tg3) | 


可 以 得 到 -的 展开 式 : 
Sn 


1 所 1 1 27 
i 二 )"” (r+) = 了 + 2 rc 


逐 项 求 ctg z 的 展开 式 的 导数 (让 读者 证 明 这 是 许可 的 ), 我 们 还 得 一 个 有 用 的 展开 式 : 


CO 
上 1 ] 1 
sin27 于 + 之 【ee + | 


10) 如 果 从 sh z 的 无 穷 乘积 表达 式 出 发 [400], 那么 类 似 的 可 以 推出 展开 式 


1 这 27 
cth z= T+ nas 


nn 二 1 
1 1 27 
一 _lm ”等 等 
shz + ) Za an 等 等 


11) 对 于 函数 (zx), 我 们 在 第 402 目 中 引进 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 [参看 (16)] 
! cs TT /1 2) es 
T(z+1) 7 I[ (+ =)e : 
考虑 到 工 (z 二 1) 二 x.T(z), 并 且 取 对 数 , 就 容易 得 到 (这 里 z 不 等 于 0 与 负 整数 ) 
. 一 1 也 
nlIF(z)|= 三 一 下 |z| -Cz+》， (2 -Inl1+2|) . 
逐 项 求 级 数 的 导数 , 由 此 我 们 形式 上 得 到 


得 -ce 


. 398 . 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [442] 


现在 我 们 要 证 明 , 右边 的 级 数 在 任意 有 限 区 间 (不 包含 负 整数 ) 上 一 致 收敛 . 实际 上 , 因为 对 
于 这 些 |z| 保持 有 界 的 : |x| < M, 所 以 , 至 少 对 于 n > M 就 有 
= 三 1 | |z| < 
nm+r) nmn—M) 


Wa) 工 十 nn 


因为 级 数 > 5 收敛 , 所 以 , 按照 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 一致 收敛 性 是 成 立 的 ， 我 们 
就 得 以 引用 第 435 目 定 理 7, 而 且 用 这 来 证 明 ln |F(z)| 的 导数 的 存在 , 因而 ,F(z) 的 导数 的 存在 . 
等 等 


把 级 数 
1 1 
I 3 
加 到 所 得 到 的 公式 的 右边 , 就 将 公式 化 成 以 下 形状 : 
ea /1 1 
ty, 0 Fs 
很 容易 说 明 函 数 F(z) 的 任意 级 导数 的 存在 . 


442. 隐 涵 数理 论 中 的 逐次 允 近 法 ”为 了 表明 咒 数 级 数 (或 序列 ) 的 理论 的 功用 . 我 们 重新 
考虑 关于 隐 消 数 存在 的 问题 [206 等 ]. 我 们 限制 于 最 简单 的 一 个 方程 


F(x,y)=0 (7) 


的 情形 , 其 中 y 应 定义 作 z 的 单 值 函数 . 此 时 我 们 采用 逐次 逼近 法 , 这 方法 使 我 们 不 仅 可 以 鉴定 
这 函数 的 存在 , 而 且 可 以 给 出 关于 它 的 实际 的 计算 . 
设 函 数 户 (Y,Yy) 与 它 的 手数 厂 (X,Y), 在 以 (zo,yo) 点 为 中 心 的 某 正 方形 


全 [Xo — A, Xo 二 人 ;yo 一 A,yo 十 和 A| 


中 活 续 ;并且 
F(zxo,yo) 二 0， 但 局 (zo,yo) 天 0， (8) 
则 方程 (6) 在 (zo,yo) 点 的 附近 把 yy 定义 为 工 的 单 值 与 连续 的 函 数 , 并 且 在 x = zo 处 等 于 


20. 
为 了 方便 , 我 们 先 考 虑 方程 (7) 有 


y = Yo + p(T,Y) (7 ) 
形式 的 特别 情形 , 这 里 函数 y 与 wy 同样 适合 连续 性 的 条 件 , 但 条 件 (8) 替换 为 
2(zo,yo) = 0, |py(zo, yo)| < 1 (8 ) 
由 于 导数 的 连续 性 , 我 们 在 开始 的 时 候 , 可 以 认为 域 D 是 足够 小 , 使 得 在 这 域 中 恒 有 


[pv (7,Y)| < (9) 
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这 里 入 是 个 小 于 1 的 常数 . 然后 保持 变量 y 的 变化 区 间 , 还 需要 我 们 缩小 变量 x 的 变化 区 间 , 把 
它 改变 为 小 区 间 [zo 一 6, zo 十 和, 使 得 在 它 的 范围 内 ,zx 的 连续 函数 p(x,yo)( 这 个 函数 在 z = zo 
处 是 等 于 专 的 ) 适合 不 等 式 
[p(T V0) (TAA 
这 样 我 们 准备 了 一 个 区 域 
= [zo — 0, zo + 6; yo — 人 A, vo 二 Al (10) 

对 此 我 们 将 作 更 进一步 的 讨论 . 

把 常数 yo 代入 方程 (7*) 的 右边 部 分 中 的 y, 我 们 得 到 z 的 菜 函 数 

y1 = Yi1(X) = Yo + Pp(z, Yo)- 


同样 的 , 我 们 逐次 设 


而 一 般 的 

yn = Yn(T) = Yo + p(T, yn-1). (11) 
这 些 函 数 

Za0D) yn 
就 逐渐 近似 于 未 知 函 数 y(z). 


当然 余下 来 还 要 证 明 的 , 是 所 有 这 些 都 不 跑 出 区 则 [yo 一 A, vo 十 人] 以 外 去 , 因为 , 如 果 这 些 
中 的 某 个 跑 出 了 这 区 间 , 那么 它 已 经 不 能 代替 方程 (7*) 的 右边 中 的 y 了 . 
我 们 用 归纳 法 来 证 明 这 一 点 , 假设 我 们 说 


0 一 人 芯 tWr 1 所 0 十 和 人 . 


人 


pT, Yn | & p(x, yn-1) — pT, yo)| + p(T, yo)|. 
按照 中 值 定 理 变 换 一 下 右边 的 第 一 部 分 , 并 根据 (9) 


|p(%, Yn-1) ee p(T, yo)| 一 的 的 ' (OA 到 yo)| < 2 
但 由 于 (10), 第 二 部 分 小 于 (1 一 入)A, 所 以 总 起 来 
Wr | A 


这 证 明了 我 们 的 断言 . 
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所 利用 的 归纳 法 同时 还 建立 起 一 个 断言 , 即 用 上 述 方法 得 到 的 函数 都 是 连续 的 . 
现在 转 半 关于 函数 序列 {y,} 的 极限 的 问题 . 为 了 方便 , 我 们 考虑 级 数 


pot Sy — yn—1). (12) 
n=1 
从 我 们 序列 的 定义 的 本 身 , 就 明白 
gr — Yn-1 = PL, Yn-1) — PT, Yn—2). 
再次 利用 中 值 定理 与 不 等 式 (9), 我 们 得 到 
[yn — Yn-1| < Alyn-il — yn-2l. 
因此 , 把 n 改换 为 n 一 1, 改换 为 n 一 2, 等 等 , 由 于 (10) 最 后 我 们 得 到 
Ya- yn < A yl A (1 A).A. 

这 样 , 几何 级 数 

(1 — AM)A- 3 和 "一 (13) 


网 成 为 级 数 (12) 的 优 级 数 , 因 之 , 级 数 (12) 对 于 在 区 间 [zo 一 5, zo 十 6 内 所 有 z 的 值 一 致 收敛 . 
所 以 , 按照 第 431 目的 定理 1, 极限 函数 


在 指定 的 区 间 内 连续 . 
取 方程 (11) 当 一 co 时 的 极限 , 很 容易 说 明 这 个 函数 适合 开始 所 说 的 方程 (7*) . 余下 的 
还 要 证 明 , 除去 从 这 函数 得 到 的 值 以 外 , 不 存在 适合 方程 (7*) 的 其 他 的 值 y. 实际 上 , 如 果 对 某 一 
Z, 同时 有 (7*) 与 
y= yo + p(X,Y) 
那么 , 相 减 再 估计 mw 的 差 值 , 我 们 得 到 


ly — y= |p(x,y) — 2(z,D| < A ly mW, 


因而 y 关 YY 是 不 可 能 的 . 

由 此 可 见 

y(20) = Yo; 

个 过 从 所 有 的 yn (x0) = yo 也 可 以 直接 知道 的 . 

定理 在 所 考虑 的 特殊 情形 是 证 明了 . 一 般 情形 很 容易 化 成 特殊 情形 ; 就 是 , 方程 (7) 可 以 写成 

y 二 Yo 十 y 一 yo 十 Er | , 

如 果 设 
F(x,Yy) 


TY) =Y -Wt 有 
p(T,Yy)=Yy— Yo F(z0 — vo) 


[443] 83. 应 用 . 401 ， 


这 就 与 (7*) 一 致 了 . 这 函数 是 满足 条 件 (8*) 的 , 特别 对 于 第 二 个 条 件 是 因为 w' (zo,yo) 等 于 0. 

如 上 面 已 经 提 到 过 的 , 所 述 的 步骤 使 得 未 知 函 数 y(z) 关于 实际 的 近似 计算 就 很 容易 了 ， 从 
y(Z) 改变 到 yn(x) 的 误差 很 容易 估计 , 因为 几何 级 数 (13) 第 n 项 以 后 的 余 式 为 级 数 (12) 第 m 
项 以 后 的 余 式 的 优 级 数 . 因此 得 到 : 


[yz) — yn <AA (n=1,2,3,..). 


很 值得 注意 的 是 , 把 在 第 206 目 中 隐 范 数 定理 的 证 明 与 这 里 所 提 到 的 证 明 比 较 一 下 . 那里 只 
是 关于 纯粹 的 “存在 性 的 证 明 ”, 这 里 却 还 有 关于 未 知 消 数 的 构造 . 

用 同样 的 方法 , 我 们 能 够 有 效 地 证 明 第 208 目 中 普遍 的 定理 . 我 们 限制 于 最 简单 的 情形 , 为 
的 是 更 好 地 显 出 这 方法 的 概念 . 


443. 三 角 函 数 的 分 析 定 义 “” 读者 已 看 到 过 三 角 函 数 在 分 析 中 占 着 何等 重要 的 位 置 . 但 是 ， 
蕊 们 的 引进 是 在 于 纯粹 几何 的 观察 , 完全 与 分 析 无 关 . 因此 , 关于 利用 分 析 本 身 的 方法 来 定义 三 角 
限 数 与 研究 它们 基本 性 质 的 可 能 性 的 问题 就 有 了 原则 性 的 重要 性 . 而 无 穷 级 数 就 正 是 可 以 借以 实 
现 所 有 这 些 的 工具 , 我 们 在 这 目 中 要 按照 三 角 函 数 的 分 析 定义 来 进行 三 角 函 数 的 研究 , 作为 上 面 
所 提 到 的 理论 的 应 用 方面 的 新 的 例子 . 

于 是 , 我 们 考虑 两 个 函数 C(x) 与 S(z), 它们 是 形式 地 用 (对 所 有 实 值 > 处 处 收敛 的 ) 级 数 


CD11 = 


来 定义 的 . 暂时 我 们 丝毫 不 把 它们 与 我 们 所 熟知 的 函数 cos z 与 sin z 混同 起 来 . 我 们 已 经 碰 到 过 
一 次 这 样 定义 的 函数 [390.7)]; 由 于 级 数 乘法 的 帮助 , 如 以 前 提 到 过 的 可 以 建立 对 于 所 有 z 与 y 
的 值 都 成 立 的 两 个 基本 公式 : 


S(T+Y)=S(7): CY) 


十 


C(z) SY). (15) 


我 们 继续 研究 函数 C(z) 与 5(z) 的 性 质 . 把 x 换 成 ~z, 马上 看 到 ,C(z) 是 偶 函 数 , 而 S(z) 
是 奇 函数 ， 


骨 取 x = 0, 我 们 得 到 
C(0)=1, 5(0) = 0. 

现在 如 末 , 保持 x 任意 , 在 (14) 中 代入 y = 一 x, 那么 一 一 只 要 考虑 到 已 经 建立 的 等 式 

我 们 得 到 连 系 这 两 个 函数 的 代数 关系 式 
C“(z) 十 S2?(z) = 1 (16) 

音 变量 或 半 变 量 的 公式 也 是 很 容易 得 到 的 . 

从 437 的 定理 2” 与 438 的 定理 10?” 我 们 可 以 断言 , 这 两 个 函数 C(z) 与 S(z) 不 但 连续 ， 
而 且 有 任意 阶 的 导数 . 特别 是 , 把 逐 项 微分 [438,10?] 应 用 到 定义 函数 的 级 数 上 , 很 容易 地 看 到 


C (x)=—S8(z), S$'(x)= C(»). 人 


. 402 . 第 十 二 章 项 数 序列 与 项 数 级 数 [443] 


我 们 看 到 的 所 有 这 些 性 质 都 是 很 容易 建立 的 . 要 求证 明 所 考虑 的 函数 的 周期 性 则 需 多 费 一 些 
力气 , 现在 我 们 就 来 从 事 于 此 . 

开始 我 们 证 明 , 在 区 间 (0, 2) 中 函数 C(z) 存在 唯一 的 根 . 事实 上 , 我 们 知道 C(0) = 1.C(2) 
的 值 可 以 写成 以 下 的 形式 (把 对 应 的 级 数 的 前 三 项 分 开 , 而 其 余 的 两 项 两 项 的 并 起 来 ): 


2 4! 6! 8! 
因为 所 有 括号 内 都 是 正 的 : 
927 92n+2 2n 2. 9 
| > 0, 
2n1 (2n+2)! 2n! (2n + 1)(2n + 2) 


而 前 三 项 的 和 是 -二 所 以 C(2) < -+, 也 就 是 说 C(2) 是 负 的 。 由 于 函数 C(z) 的 连续 性 , 因此 
得 到 , 在 区 间 (0,2) 中 的 确 有 这 函数 的 根 . 
在 另 一 方面 , 在 同一 区 间 内 函数 


2 | 2 


显然 保持 正 号 , 而 导数 C'(z) = -5S(z) 保持 负 号 , 因而 函数 C(z) 当 x 从 0 增加 到 2 时 递减 量 
只 有 一 次 等 于 0. 

现在 我 们 把 函数 C(x) 的 所 述 的 根 记 作 3 这 样 r 在 这 里 完全 是 从 形式 上 引进 的 , 暂时 不 能 
把 它 和 圆周 与 直径 的 比值 混同 起 来 . 

于 是 , 就 有 

人 (| = S (5) 二 

最 后 这 个 等 式 是 根据 (16) 并 考虑 到 隧 数 S(z) 当 0 < x < 2 时 为 正 而 得 到 的 . 

i 了 代入 公式 (13) 与 (14), 然后 以 x = 二 y = 代入, 我们 就 得 到 : 


Clr) = -1,S(r) = 0，C(2r) = 15S(2r) = 0. 
如 果 在 同样 这 些 公式 里 , 保持 x 任意, 而 取 y=T 或 y=2r, 那么 我 们 得 到 
Cl(z+7)= -C0(z), S(z ge (18) 
5 
Clz+2m =Clz)，5Stz+2r) = 5S(z)， 


后 面 的 关系 式 说 明 , 胃 数 C(z) 与 9S(z) 都 有 周期 27. 

不 难 推演 出 其 他 的 “化 简 公 式 ”; 我 们 把 这 些 留 给 读者 去 作 . 

现在 我 们 企图 证 明 所 考虑 的 函数 C(z) 及 S(z) 与 三 角 函 数 cos x 及 sinz 重合 , 而 且 同 样 企 
图 证 明 我 们 形式 上 引进 的 数 7 与 在 几何 学 中 占 重要 位 置 的 数 x 相等 . 

为 了 这 个 目的 , 我 们 来 考察 由 参数 方程 


z= C(t), y= S(t) 


[444] $3， 应 用 . 403 . 


所 给 的 曲线 , 这 里 变量 + 从 0 变 到 2r. 由 于 (16), 所 有 
它 的 点 满足 方程 x? 十 = 1, 就 是 在 圆心 为 原点 半径 为 
1 的 圆周 上 (图 61). 我 们 要 证 明 , 同时 圆周 上 每 一 点 尼 
可 由 所 给 的 曲线 的 参数 方程 得 出 , 并 且 仅 只 是 一 次 ; 自然 
开始 点 4 是 要 除外 的 , 这 点 相当 值 上 = 0 与 t = 27. 

我 们 已 经 看 到 , 当 0 <t+<2 人 时 S(t) > 0, 显然 更 不 
用 说 在 0 < t < 了 的 时 候 了 .在 公式 (18) 的 第 二 个 中 ， 
把 xz 换 成 一 上 我 们 得 到 


S(r—t)= 5(t); 


由 此 可 以 看 到 , 当 荆 <t<x 时 S(t) > 0. 在 这 情形 , 导 
数 等 于 一 S(t) 的 函数 C(t) 在 t 从 0 变 到 7 时 是 单调 下 图 61 
降 的 , 所 以 C(t) 经 过 从 1 到 -1 中 每 一 个 值 一 次 . 因此 

变量 变化 的 区 间 [0, x] 一 一 对 应 于 我 们 圆周 的 上 半 部 分 . 由 于 [参看 (18)] 


C(t+n)= -C(t), S(t+7) = ~S(t), 


关于 变量 值 的 区 间 [x, 2r] 与 圆周 的 下 半 部 分 可 以 得 到 相似 的 断言 . 
现在 我 们 按照 第 329 目的 公式 (4) 来 计算 弧 长 4M, 认为 点 M 是 对 应 于 变量 值 t 的 . 注意 
到 (17) 与 (16), 我 们 得 到 


《AR 一 ) [es 
0 
这 证 明了 ,t 与 表 成 弧度 的 角度 0 = <AOM 重合 , 所 以 
C(O = Cc080 .5(0) 生生 Sin 


同时 , 按照 我 们 的 公式 , 整个 圆周 的 长 等 于 2r; 因 之 我 们 引进 的 数 与 在 几何 学 中 所 讨论 的 数 是 恒 
等 的 . 


久 44， 没 有 导数 的 连续 函数 的 例子 “第 一 个 这 种 例子 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 建立 的 ; 他 的 函数 是 用 
级 数 


了 > a™ .cos(b” 7) 
九 一 0 
来 定义 的 , 这 里 0 < a < 1 而 b 是 奇 整数 并且 ab > 1 + 37). 收敛 级 数 并 Ye on 为 这 个 级 数 
的 优 级 数 , 因 之 这 个 级 数 是 一 致 收敛 的 [430,431 定理 1] , 而 且 它 的 和 是 z 的 处 处 都 连续 的 函数 
经 过 精密 的 研究 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 成 功 地 证 明了 , 对 于 这 个 函数 没有 一 点 上 存在 有 限 导数 . 
我 们 提出 范 德 瓦 尔 登 (van der Waerden) 所 建立 的 更 简单 的 例子 , 这 个 例子 实质 上 是 由 与 上 
一 个 例 相同 的 想法 而 做 出 来 的 : 只 是 把 振动 曲线 y = cos wz 改换 为 振动 折线 . 
于 是 我 们 用 wo(z) 来 记 数 z 与 它 的 最 接近 整数 之 间 的 差 的 绝对 值 . 这 个 函数 在 每 一 个 | 3 


D2 
| 形式 的 区 间 上 是 线性 的 , 这 里 的 s 是 整数 ; 它 是 连续 的 并 有 周期 1， 它 的 图 形 就 是 在 图 


62a) 中 表示 的 折线 ; 折线 的 每 一 节 有 和 斜率 土 1. 


. 404 . 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [444] 
-- 


然后 , 对 于 天 = 1,2,.…., 我 们 取 


uk(z) = (2) 


这 个 函数 在 | 到， 一直 | 区 间 上 是 线性 的 它 也 是 连续 的 而 且 有 周期 元， 它 的 图 形 也 是 折线 ， 
但 是 具有 更 缅 的 此 形 ; 例如 在 图 62，6) 上 面 的 是 函数 wi(z) 的 图 形 .在 所 有 情形 里 , 折线 每 


的 斜率 祁 等 于 土 1. 


图 62 


现在 我 们 对 于 所 有 z 的 实数 值 用 等 式 
Z) 一 >》 Uk (IT) 
k= 二 0 


来 定义 国 数 ffz). 因为 显然 0 ue(z) < E(k 一 0,1.2,… )， 所 以 收敛 级 数 并 i 二 
级 数 的 优 级 数 , 因此 ( 像 在 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 情形 一 样 ) 这 级 数 一 下 收 伍 并 用 娄 5 处 
连续 

我 们 取 定 任意 值 > = zo. 计算 zo， 精确 到 相差 不 到 5 5 (这 里 m = 0,1,2,…), 我 们 把 它 
放 在 这 种 数 之 问 : 


Sn 十 1 
< ) 
2 和 0 和 
这 里 的 s% 是 整数 . 显然 , 这 些 闭 区 间 
Sn Sn 十 1 


An = 


| (n = 0, 1, 2,.…), 


是 一 个 套 一 个 的 . 在 每 一 个 这 些 区 间 上 可 以 找到 一 点 zw, 使 得 它 与 zo 点 的 距离 等 于 区 间 长 的 一 
¥: 


] 
[zn 一 Z0| 一 drt 


很 清楚 ,n 增加 时 , 变量 x 一 zo. 
现在 我 们 作 改 变量 的 比 


[445] 84， 关 于 千 级 数 的 补充 知识 . 405 . 


但 是 , 当天 > n 时 , 数 二 7 是 函数 wk(z) 的 周期 让 的 整数 倍 , 所 以 we(zn) = wx(uo), 级 数 的 
对 应 项 等 于 零 , 因此 就 可 以 去 掉 了 . 如 果 k < mw 那么 函数 ww(z) 在 区 间 A 上 是 线性 的 , 在 Ah 
所 包含 的 区 间 A% 上 也 是 线性 的 , 并 且 


C0) he 
Tn TO ee 
这 样 , 最 后 我 们 有 


f(xn) ~ f(20) ES = 62) 


Tn 一 TO 
k=0 


换言之 , 当 n 为 奇数 时 这 比值 等 于 侦 整 数 ,， 当 n 为 偶数 时 这 比值 等 于 奇 整 数 ， 因 此 可 以 明白 , 当 
n 一 co 时 改变 量 的 比 不 可 能 趋向 有 限 的 极限 , 所 以 我 们 的 函数 在 x = zo 处 没有 有 限 的 导数 . 


84. 天 于 蜡 级 数 的 补充 知识 


445， 关 于 壤 级 数 的 运算 “在 已 经 知道 的 基础 上 , 我 们 用 这 一 目 来 概述 一 下 关于 
只 级 数 的 运算 , 作为 更 进一步 深入 的 出 发 点 . 


考虑 两 个 级 数 
OO 
》 anzn 一 a0 十 OZ 十 0222 十 :十 anz 十 … (1) 
九 一 0 
》 bnz™=b0+ bz+ br + bnr" + . (2) 
n=0 


假定 这 两 级 数 的 收敛 半径 都 不 等 于 等, 我 们 把 它们 中 小 的 那 一 个 记 作 r+， 那么 对 于 
z| < ” 我 们 知道 [364,4°; 389], 这 两 级 数 可 以 逐 项 相 加 , 逐 项 相 减 与 逐 项 相 乘 ， 并 
结果 又 可 写成 x 的 需 级 数 : 


> or < per ES 
多 一 0 


这 ora 3 Oa Tl (aobn 十 Qibn_1 十 Qsbn_2 十 … 十 anbo)r”. (3) 
九 一 0 n=0 
我 们 让 级 数 (2) 与 (1) 恒 等 ; 那么 得 到 , 在 收敛 区 辐 的 范围 内 ,， 需 级 数 可 以 乘 方 
人 下 


2 OO 
[人 Qa . a > QO0Qn 十 Q1Qm 1 十 … 十 eo ld de 


n= 二 0 


如 来 按照 上 面 已 知 的 规律 , 把 最 后 的 级 数 再 来 上 级 数 (1) 并 重复 硅 干 次 , 那么 我 们 可 
以 断言 , 在 收 合 区 间 范 围 内 , 这 逢 级 数 可 以 来 任意 整数 m 次 方 , 并 且 结 果 同 样 可 表 
62) 这 个 级 数 中 的 正 负 号 可 能 完全 任意 地 交替 . 


. 406 . 第 十 二 章 项 数 序列 与 基数 级 数 [445] 
成 和 级 数 的 形式 : 
ee = 》 ar" (m = 1,2,...). (4) 
九 一 0 n= 二 0 


系数 ai? 是 依赖 于 原来 级 数 的 系数 ao, ai a2,… ,an 的 , 而 且 根 据 (3), 只 要 借 
助 于 加 法 与 腾 法 就 能 得 到 它们 . 这 个 说 明 对 我 们 以 后 是 需要 的 . 

现在 我 们 特别 来 讲 协 级 数 的 无 穷 集 合 的 加 法 , 这 是 和 我 们 以 后 经 常 有 关 的 . 于 
是 设 已 知 的 突 级 数 的 无 穷 序列 为 


OO 
S ommzs™ (m=0,1,2,...) 
n= 二 0 


我 们 从 它们 组 成 二 重 级 数 


3 b> a | / 加 


7 一 0 \n=0 
若 对 于 取 定 的 z 值 , 把 它 的 项 都 换 成 它们 的 绝对 值 的 级 数 是 收 人 系 的话, 则 级 数 
(5) 也 收敛 , 并 且 它 的 和 4(z) 可 以 径直 用 归并 同 次 畦 项 的 方法 来 展开 成 早 级 数 ， 


一 >》 Anz”, 这 里 4， 一 > anm (n=0,1,2,...). 
7 一 0 
根据 第 393 目的 定理 3, 证 明 就 解决 了 . 
我 们 用 例子 来 阐明 这 个 重要 定理 的 应 用 . 
例 1) 把 函数 


他 展开 成 x 的 震级 数 . 
(a) 我 们 有 


Ta = 2 )"a™ to, 


将 其 代入 有 i(z) 的 表达 式 并 交换 求 和 次 序 : 


fi(z)= >》， 一 > (Dat "yp" 


2 一 0 n= 二 0 
Co a2n+i)m oo 

=) (1)" 2 一 = 、 (-1 )” oat p27 
n=0 7 一 0 九 一 0 


因为 二 重 级 数 


ED 


§4. 关于 需 级 数 的 补充 知识 


[445] 


收 皱 , 所 以 交换 求 和 次 序 是 合理 的 . 
(6) 类 似 地 
Se 


f2(7x) = 


2) 现在 我 们 从 函数 zctgz 的 部 分 分 式 展开 式 [441,9)] 出 发 , 把 它 表 成 寡 级 数 . 为 了 简单 起 


见 , 我 们 把 z 换 成 xz, 所 以 
2 化 
开化 ctgnz = 2 


如 果 |z| < 1, 那么 对 于 任意 m = 1,2,… 


zx” a 
2 一 一 2 \ 也 
zr mi y z ) 
= 
772 


由 于 所 有 的 项 都 是 正 的 , 我 们 按照 定理 立即 得 到 
ee 一 1 
Se > ol 


OO OO 
72 
De i Ss2n  T ) 
mm 二 1 


m2 一 
nL 二 1 


mm 二 1 


这 样 , 对 于 lz| < 1 就 有 
nz.ctgnz=1—2 bp sonT". 


7 二 1 


3) 完全 相似 的 , 从 取 数 z . cthz 的 部 分 分 式 展开 式 [441,10)] 出 发 , 我 们 得 到 表 成 寡 级 数 的 


展开 式 
nx.cthrzr=1+2 >》 (一 Drsonz2 小 着 < 


以 后 [449] 我 们 要 对 于 在 2) 与 3) 的 展开 式 的 系数 给 以 另外 的 表达 式 . 
4) 当 无 穷 个 量 相 加 的 级 数 退 化 为 普通 的 有 限 多 项 式 的 时 候 , 定理 在 这 情形 也 保持 它 的 价值 . 
例如 , 根据 以 下 讨论 , 我 们 从 二 项 式 级 数 与 指数 级 数 出 发 来 推出 对 数 级 数 ， 


对 于 z| < 1 与 任意 a 我们 有 [407 (22)]: 
ac(a 一 D2 af(a 二 一 2) ,3 人 


nn 二 1 


(1+ xX) ”= 二 1 十 Qzw 十 
取 定 z, 我 们 开始 把 这 级 数 的 项 考虑 作 关 于 a 的 多 项 式 . 因为 利用 达 朗 贝尔 判别 法 很 容易 说 明 级 


lal(lal + 1)(lal+2 


数 
1 十 |al :|z|+ le Dl 
是 收 合 的 , 所 以 按照 定理 , 在 前 面 的 那个 级 数 中 , 可 以 归并 同 次 宕 项 : 
2 rs 
| Ey 


+0" =1+al 
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为 一 方面 , 显然 
(1 十 zZ) ”=e ln(l+z)=1+aln(l+ 27)+:: 
因为 两 个 展开 式 必 须 恒 等 , 所 以 , 对 于 a 的 系数 令 其 相等 , 我 们 便 得 到 


Z2 3 


et Ee 
Nn 于 六 ] :二 迹 ye 


我 们 要 注意 到 , 这 证 明了 的 定理 可 以 直接 推广 到 多 重 级 数 , 例如 推广 到 级 数 
>、 | 3 mir | 
k=0,m=0, \n=0 
事实 上 , 为 了 把 它 杰 为 已 经 研究 过 的 情形 ,只 要 把 二 重 级 数 换 成 简单 级 数 就 行 了 . 
446. 把 级 数 代入 级 数 ”我 们 考虑 在 区 间 (一 R, R) 可 展开 成 寡 级 数 (1) 的 图 数 
y = f(z). 此 外 , 设 对 于 在 区 间 (-o,p) 中 的 y 值 , 给 定 函 数 p(y) 可 以 展开 成 寡 级 数 


PY = Yhmy™ =hothiyt+ hy + + hmy™ + (6) 
m= 二 0 


如 来 |lao| = |f(0)| < p, 那么 对 于 足够 小 的 z,|f(z) < p, 因此 有 复合 函数 
oa 让 

在 唯一 的 条 件 |ao| < p 之 下 , 如 果 把 级 数 (1) 代入 (6) 中 的 y, 并 且 按 照 (4) 做 
出 所 有 乘 笑 以 后 再 归并 同 次 客 项 , 则 这 函数 p(f(x)) 在 z=0 点 的 附近 就 可 以 展开 
成 的 稀 级 数 . 


证 明 设 lzl < R, 我 们 考察 级 数 


oo 
> li | 一 ao| i la | 。 |Z| 平 |aa| ， zx] i wa , ls 


n= 二 0 


根据 它 的 和 的 连续 性 [437,2°], 由 于 |ao| < p, 对 于 足够 小 的 z 满足 不 等 式 


Dong"| < p, (7) 
二 0 
所 以 级 数 ， 
hol + >， hm 过 lan| a ] 
mm 二 1] n=0 
是 收敛 的 . 


与 (4) 相似 , 假定 


b> el a a) en, 
n= 二 0 
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前 面 的 级 数 可 以 写成 
hol + >》 |hm|: $3 机 a | 
m= 二 1 n= 二 0 


这 样 的 形式 ， 因 为 ct) 利用 加 法 与 乘法 从 |aol,|ai|,.… ,an| 的 得 来 与 ug) 的 从 
ao, al ,an 的 得 来 完全 相同 [445], 那么 显然 la | < at) 所 以 对 于 上 面 提 到 的 
z 的 值 , 级 数 


hol + >》 Ihml 这 [2 a | 
mm 二 1 nn 二 0 


收 合 . 因此 把 前 目 中 最 后 的 断言 应 用 到 级 数 


ho 十 》 hm (at) = ho+ 》 hm De | | 
= n=0 mn=1 n=0 

就 证 明了 定理 

我 们 的 推论 所 保证 函数 p(f(z)) 可 展开 成 z 的 震级 数 的 z 的 变化 域 , 其 特征 是 
除了 当然 的 不 等 式 |z| < R 以 外 , 还 有 不 等 式 (7). 当 R= +oo 时 就 不 需要 引进 第 一 
个 限制 , 当 p = +co 时 就 可 以 去 掉 第 二 个 限制 | \ 

在 定理 的 大 多 数 应 用 中 . 知道 对 于 .z| 小 的 值 有 展开 式 就 足够 了 ,如 果 是 有 兴趣 
于 所 得 到 级 数 的 整个 运用 的 范围 . 那么 需要 分 别 的 研究 它 的 收敛 区 间 . 

作为 例 于 .我们 在 简单 情形 来 实行 这 一 点 . 在 区 间 (一 1, 1)lp = 了 考虑 函数 


用 f(z) = 27 一 2 [R= 二 oo] 代替 vy. 复合 函数 
] 1 


To (l= 


仅 当 -1<2z-z2<1l 即 1-vV2<z<1+VvV2 但 z 基 1 时 有 意义 其 对 z 的 寡 次 的 展开 我 们 已 熟 
知 由 : 


p(f (7)) 


1 2 3 
Cr a 一 [二 2Z 十 3 十 位 十 …: 


这 个 级 数 对 一 1 < x < 1 收敛 . 总 起 来 , 等 式 
De 和 


中 参看 390,1), 逐 项 微分 [438,8°] 几何 级 数 
I 
一 一 二 1 十 ZX 十 x 十 十.… 
] 一 人 


可 以 得 到 此 陈 . 
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在 条 件 
| 


下 成 立 . 把 这 一 点 与 上 述 论 断 所 说 的 加 以 比较 是 有 趣 的 . 按照 论断 应 该 要 求 , 必须 有 [参看 (7)] 
Dol Be ry Dy 


正如 我 们 所 看 到 的 , 所 得 等 式 事实 上 可 应 用 于 更 宽 的 区 域 . 
这 里 需要 注意 到 定理 的 更 进一步 推广 的 可 能 性 .例如 , 设 给 定 对 于 |y| < p 与 
z| < po 收敛 的 二 重 级 数 


co 
2) > 0 A 


k,m=0 
与 对 于 |z| < R 收敛 的 两 个 级 数 
We 
二 0 n=0 


于 是 ,在 条 件 |ao| < p 与 |bo| < p 之 下 , 车 把 对 应 级 数 代 入 y 与 z 的 位 置 , 并 完成 来 
千 与 乘法 以 后 归并 同类 项 , 则 就 可 以 在 Z = 0 点 附近 展开 复合 函数 p(f(z),g(7z)) 成 
447. 例 1) 求 函数 =(1 十 了 ) 二 按照 z 的 寡 次 展开 式 的 前 几 项 . 
对 于 lz| < 1, 我 们 有 


(1 十 zz 二 .eln(1+z) 二 本 
< e 
2 3 4 5 6 
2 ( 分 rx2 3 zr4 ) 1 可 ee } 
| | Zz rz ) i 
Won i 


2 24 Ta 5760” 2304” 
类似 形式 的 问题 近似 于 在 125 中 研究 过 的 那些 .] 
2) 我 们 提出 , 从 对 数 级 数 与 指数 级 数 出 发 , 求 二 项 式 级 数 的 问题 . 
对 于 |z| < 1 与 任 党 a, 显然 有 


(1+7)* = po ms) _ ve(z- 写 + 村 一 …| 


72 


三 证 和 
+als + 


1) .2 


0 
十 
| 
一 一 
BR 
| 
| 

十 
| 
| 
[we 
十 


一 1 十 C2Z 十 
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前 几 个 系数 的 形式 是 立即 可 以 确定 的 . 包括 z” 的 通 项 的 系数 可 以 从 下 面 的 推理 得 到 . 直接 
知道 它 是 关于 a 的 ni 次 整 多 项 式 : Qu(a). 因为 当 wa = 0,1,2,… ,n 一 1 时 在 展开 式 中 没有 x” 
项 , 所 以 这 多 项 式 在 这 些 点 上 等 于 0, 因而 我 们 有 

Qn(Q) =e:a(a—m1):.....(a—n+t1) 
的 形式 . 当 a =n 时 z” 的 系数 是 ,Qa(n) = 1; 因此 c = 广 , 最 后 ， 


Qa) = 2 


3) 设 f(z) 为 可 展开 成 z 的 宕 级 数 而 没有 常数 项 的 一 个 函数 : 
Flz)=aiz 二 az 十 asz + 二 onz" + 
那么 , 按照 一 般 的 定理 , 对 于 同样 x 的 值 , 函数 g(z) = eye) 可 以 展开 成 级 数 , 并 且 常 数 项 显然 是 
等 于 1. 要 求 找 这 展开 式 . 
我 们 要 指出 , 对 于 这 个 问题 可 以 利用 待定 系数 法 . 
设 
g(x) = ef =1+or+ br br + bnrr 十， 
微分 这 个 等 式 , 我 们 得 到 
ef(®), f(z) = bi +2027+ 3ba7 + nbnrr IT 十 
把 左边 部 分 的 因 式 代 成 它们 的 展开 式 ， 
(1 十 Diz 十 bz 十 bz 十 (ai 十 2a2z 十 3aszZ 十 …) = 二 bi1 十 2b27 十 3037? 十 …: 
这 个 条 件 引 进 了 下 面 的 方程 组 : 


Ql 一 b1, 2a2 十 Q1b1 二 202, 303 十 2a2p1 十 Q1b2 二 303,:…- ) 
nant (No— 1)an-ibit: + 2a2bn 2 十 Qibn 1 = nbn,.*:, 8) 


从 这 方程 组 可 以 依次 定 出 未 知 系数 b. 
例如 我 们 用 说 过 的 方法 来 解决 下 面 的 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 问题 . 
证 明 函 数 


cm—l 


他 z2 
g(z) = (1 2)ef tt + 


的 展开 式 是 从 1 - 一 十 项 开始 的 , 而 且 所 有 它 的 系数 的 绝对 值 都 小 于 1 
我 们 把 g(x) 写成 


z™—!} Tr Ta 十 工 


2 
一 el-7+ti+t+t tm em mt 


g(7) 


的 形式 ; 那么 断言 的 第 一 部 分 显然 是 成 立 的 . 用 归纳 法 来 证 明 第 二 部 分 . 我 们 假定 所 有 附 标 小 于 
n 的 系数 bk 的 绝对 值 都 小 于 1. 因为 在 所 给 的 情形 


当 上 < 和 时 ax 一 0 而 当 有 > 和 时 or 一 一 (Kak = 一 1). 
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所 以 从 (8) 中 的 第 n 个 等 式 发 现 | 加 | < 1. 
[建议 读者 把 这 里 说 明 的 方法 用 到 例 1) 与 例 2) 中 去 .] 
4) 方程 (8) 在 其 他 问题 中 也 是 有 用 的 . 设 给 定 毅 数 


9(z) = 1 十 jz 十 bz 十 DZ 十 .十 bz 十 …， 
的 展开 式 , 要 找 函 数 
f(z) = ln g(z) 二 az 二 a2x 十 Qa 十:… 十 Qnx"” 十: 


的 展开 式 . 很 容易 了 解 , 系数 a 与 5b 是 由 同样 的 关系 (8) 联系 着 的 , 但 是 这 一 回 需 要 去 决定 系数 


亿 ， 


5) 证 明 无 穷 乘 积 


F(z)= [[(+a"z)= (+ar)(l+ gz)(l+ qz). (gl < 


3 
人 


对 于 足够 小 的 z 可 以 展开 成 z 的 每 级 数 , 并 确定 这 展开 式 的 系数 . 
当 |z| < 1 时 乘积 是 收敛 的 并 且 有 正 的 值 ; 取 对 数 我 们 得 到 


OO 


In F(x) = > In(1+g” 7)= >》 (or 一 sa" 十 ， 四 
mm 二 1 mm 


二 1] 


特别 当 把 z 换 成 |z| 与 把 g 换 成 la| 时 , 这 级 数 收敛 . 因此 从 [445] 推出 ,In F(x) 在 零 的 附近 可 
以 展开 成 x 的 突 级 数 , 而 同样 地 [按照 第 446 目的 定理 | 也 可 以 展开 表达 式 


F(x) = em (7). 
所 以 , 对 于 足够 小 的 z, 我 们 有 
F(z)=1+bz+t+b2r + + bar +... 
这 里 的 系数 b1, 652,.… ,bn 还 需要 决定 . 如 果 从 显然 的 等 式 
F(z) = (1+ qz). PF(q7) 

出 发 , 去 实行 这 个 计算 比 一 切 的 方法 都 要 简单 , 利用 展开 式 , 这 显然 可 以 写成 

1+bz+bor + + bnr" .= (1+gr)(l+bigr + bg zr 二 + 二 + bng"r" +..) 
的 形式 . 按照 关于 寡 级 数 恒 等 的 定理 , 因此 

biqg +q= bi,b2g + bg = b2,... ,bng" + bn_19" = br, 

或 者 


big” 


_ _4 _ 
bi 一 J- b2 = 1 一 02， 
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最 后 
3 
dg 
I da 
b | gq 
(1—9q)(1—q*):.…(1— gq"*). 
6) 我 们 取 活 数 Sn 的 无 穷 乘 积 的 展开 式 [408] 与 无 穷 级 数 的 展开 式 [404,(12)], 邻 它们 的 


对 数 相等 [401,4?]: 


或 者 
2 n2n2 272474 ~ \6 120 2\6 10) 
把 左右 两 边 依 照 x 的 寡 次 展开 [445,446] 且 令 两 边 的 系数 相等 , 我 们 得 到 等 式 


ll1 1 1 1 1 
克 和 2 六 现 思 二 丙 和 


1 I 


内 此 


> DC 


1 At” 1 T4 
证 -年 六 -各 


1 1 
此 外 , 我 们 在 以 后 [449] 要 从 别 的 考虑 得 到 这 些 公式 . 
7) 若 郧 数 f(7Z) 在 区 间 (一 R, RR) 中 能 展开 成 考级 数 (1) 而 二 是 在 这 区 间 中 的 任意 点 , 则 在 
这 点 的 附近 前 数 可 以 依 腿 x 一 1 的 办 次 展开 成 级 数 . 
实际 上 , 我 们 在 (1) 中 设 z = z 十 yj; 按照 一 般 的 定理 (只 是 把 z 与 y 互 换 ), 当 |z| 二 |y| <RR 
或 |y| < 及 一 |z| 时 , 可 以 推出 这 函数 依照 y 的 寡 次 的 展开 式 , 就 是 依照 z 一 z 的 寡人 次 的 展开 式 : 


OO OO 
>》_Ary* = > 4k(z 一 二 4 
k=0 k=0 


一 般 地 ， 
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由 于 438,9", 这 结果 并 不 显得 突然 . 

只 是 为 了 简单 起 见 , 我 们 才 把 初始 的 级 数 取 成 依照 z 寡 次 的 展开 式 , 假设 函数 f(x) 是 用 依 
照 差 z 一 Zo 的 展开 式 给 出 的 话 , 问题 还 是 没有 什么 改变 . 

我 们 要 注意 , 在 z = zo 点 的 附近 可 以 依照 z 一 zo 的 寡 次 展开 成 级 数 和 的 函数 f(x) 称 为 在 
这 点 上 是 解析 的 . 这样 , 我 们 证 明了 ,在 某 一 点 上 解析 的 函数 在 这 点 的 某 一 个 邻 域内 的 所 有 的 点 上 


这 个 断言 可 以 推广 到 多 元 函数 的 情形 . 

8) 作为 最 后 的 例子 , 我 们 考察 , 对 于 任意 取 定 的 x, 项 数 
1 > 一 
V1 2ra+t+o? 人 


依照 a 的 寡 次 的 展开 式 . 只 要 |a| 十 2lz| :|al < 1, 我 们 的 定理 可 以 保证 这 展开 式 的 可 能 性 . 很 
容易 看 出 ,a”(n 1) 的 系数 是 某 种 rn 次 的 多 项 式 PP, = P(x), 所 以 
1 


Ee 人 
A 0 十 na 十 (9) 
为 了 确定 这 些 系数 , 我 们 对 a 求 等 式 (9) 的 导数 : 
SA 六 
(VT1 一 27a 十 a2)3 
把 这 结果 与 (9) 比较 , 很 容易 得 到 
(L270 Fa (PODoEs 人 WD 十 .…) 
=(z—a)(l+PRat+PBo’+:.…+ Po" +.…). 
现在 我 们 把 两 边 a 的 同 才 次 的 系数 相等 起 来 . 首先 , 我 们 找到 
2 
PP 一 化 与 2 忆 -27P 二 一] 十 2 万 ， 因此 PP = 全 
然后 , 一 般 地 
(有 十 由 Pi 一 2n00 忆 十 (有 一 1P = 一 2ZP Pi 
或 是 


(7 十 ] re 一 (2n 十 1)w bs 二 nnP_1= 二 0. 

知道 了 最 初 的 两 个 多 项 式 , 就 可 以 根据 这 个 递 推 简化 公式 循序 计算 其 余 的 . 

一 望 而 知 , 多 项 式 忆 与 有 防 和 最 初 两 个 勤 计 德 多 项 式 相 同 , 而 上 述 的 公式 , 又 和 第 308 目 中 
所 据 以 计算 勒 让 德 多 项 式 的 类 似 公 式 (11) 一 样 , 由 此 我 们 得 出 结论 : 展 式 (9) 的 系数 恰 为 勒 让 德 
多 项 式 . 

因为 这 个 缘故 , 二 变量 a 与 z 的 困 数 

I 
VT 一 2Qr 十 CC 
称 作 勒 让 德 多 项 式 的 “ 母 项 数 ”. 展 式 (9) 可 以 很 有 成 效 地 利用 来 研究 这 些 多 项 式 的 性 质 . 
中 这 级 数 必须 是 它 的 泰勒 级 数 [438,9°]. 


[448] §4、， 关 于 客 级 数 的 补充 知识 "I 


448. 和 响 级 数 的 除法 ”和顺 级 数 的 除法 问题 , 乃 是 关于 级 数 代 入 级 数 的 定理 的 一 个 
重要 应 用 实例 . 
设 级 数 (1) 的 目 由 项 ao 非 0; 将 这 个 级 数 表示 成 


人 
a (1+2 人 十， 1 +) 
C0 0 


在 其 中 设 
G8 Q 
y= tz T+ + -十 十 zm 十 
于 是 
1 和 
ao 二 oz 十 aaz2 十 … 十 anZn 十 :00 TY 
1 
和 
0 


最 后 的 级 数 就 相当 于 级 数 (6), 而 p 在 此 处 为 1. 按照 一 般 定理 , 此 表达 式 至 少 对 于 
是 够 小 的 z 值 , 例如 对 于 满足 不 等 式 


Qn, 


QO 


的 那些 z 值 , 能 够 按 z 的 寡 次 而 展开 : 
l 


我 们 来 研究 第 二 个 寡 级 数 ( 设 其 收敛 半径 不 为 0) 


一 C0 十 cl 十 :十 crnZ 十 :…: 


b0 十 b 十 b2 十 :十 2 十 


那么 , 对 于 足够 小 的 x, 商 式 


rt on ee Fe re ee 
00 十 QZC 十 :十 QnZ 十 


便 可 以 用 乘积 
(po 十 DZ 十 :十 DZ 十 (co 十 clZ 十 .十 cnZz 十 :…) 
来 代替 , 因而 就 又 表 成 了 某 一 寡 级 数 


0 
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按照 待定 系数 法 来 确定 这 个 级 数 的 系数 最 为 简单 ; 由 关系 式 


(ao 十 ai1Z 十.…: 十 an2Z 十 :…)(do 十 dz 十 :十 dpnzZ 十 
一 0 十 0 十 十 bo 十 …: 


出 发 , 其 中 系数 a 及) 均 假 定 为 已 知 的 . 先 将 左 侧 级 数 按照 一 般 法 则 [445] 作 乘 法 ， 
然后 我 们 令 左 右 zx 同 寡 项 的 系数 相等 . 用 这 个 办 法 便 得 到 了 无 穷 方 程 组 
aodo = bo, aod1 十 aido = Daod2 十 aldl + a2do = b2,:. 
Qodn + Q1dn_1 二 十 Qn_1d1 十 Qndo 二 bn,.:- (10) 


因为 假定 了 系数 ao 非 0, 故 由 第 一 个 方程 中 立即 得 到 d = 2 然后 第 二 个 


给 出 由 = 下 一人 中 = 9 如 此 类推 .在 一 般 的 情形 下 ,如 果 已 经 找 出 了 
0 0 

个 用 do,d1,… ,dn_1, 那么 第 nn 十 1 个 方程 仅 合 有 一 个 未 知 数 d, 就 可 以 确定 

它 的 值 来 了 ， 这样 一 来 , 方程 组 (10) 就 顺序 地 并 且 完 全 单 值 地 , 确定 了 商 式 所 有 


， 
例 1) 求 商 式 


的 前 几 项 . = A \ BD a i ; 
方程 组 (10) 在 这 里 取 以 下 形状 


1 1 1 
do 二 1]， di 十 =<do= 二 0， dz 十 =di 二 do 二 0， 


2 2 3 
i 1 i 
d+3d2+ad+t+ad=0, 
NEN 1 1 1 
以 及 诸如 此 类 ; 由 此 do = 1,4di = 一 =,dz = 一 一 ,ds 二 一 一 ,…. 因 之 
2 12 24 
心 1 1 2 1 3 
a 
fe 2” 12” 324” 
n 
1—z 


2) 将 tg zx 看 作 是 snz 与 cosz 的 商 (sinx 与 cosz 的 展 式 是 已 知 的 [第 404 目 (12) 与 
(13)]), 试 求 tg z 在 原点 的 邻 域内 的 展 式 . 

根据 一 般 性 定理 , 这 样 的 形式 存在 , 是 预先 晓得 的 . 因为 tg z 是 奇 肾 数 , 所 以 这 个 展 式 仪 包 
含有 z 的 奇 次 宕 . 于 所 求 展 式 中 将 zs"-! 的 系数 取 成 二 一 + 形状 是 有 便利 的 . 这 样 一 来 , 我 


(2n — 1)! 
们 就 有 


5- 
dn 2n—1 
> i (11) 
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以 及 
0 9 vi rn—1 
Du 二 p30 i DD (Crs Di 
显而易见 ,了 = 1. 为 了 要 确定 其 余 的 数 Tn, 令 左右 z*” ”的 系数 相等 , 我 们 就 得 到 形 如 
J S| 1. a 1 nC—1 i a 
nn ol A (2n — 1)! 00 


的 方程 序列 ， 或 者 乘 以 (27 一 1)!: 
Tn — Cd Lo 加 CC 一 .… .一 CD 


因为 所 有 的 数 C5;,_， 恬 是 整数 , 所 以 顺序 地 , 我 们 可 以 肯定 所 有 的 Th 也 都 是 整数 . 以 下 是 其 中 
前 几 个 的 值 : 
JJ6553 
因而 
tgZ 一 了 十 a es 本 gi ee 
3 15 315 2835 
在 下 一 目 中 , 将 要 指出 这 个 展 式 的 系数 的 男 一 计算 法 , 并 且 准 确 地 定 出 它 的 可 用 范围 . 


449. 伯 努 利 数 及 含有 伯 努 利 数 的 展 式 ”我 们 再 来 研究 一 个 具有 重要 应 用 的 除法 的 例 : 


gn ee a 1 


sk i 
A + 末 十 … 2 1 


依据 第 448 目的 一 般 性 结论 , 这 个 商 式 至 少 对 于 足够 小 的 > 值 , 可 表 成 需 级 数 


一 =1+》 后 mm (12) 


的 形式 , 其 系数 我 们 取 成 了 全 的 形状 , 这 (我 们 可 以 看 到 ) 会 使 顺 次 确定 这 些 系数 时 较为 方便 
根据 关系 式 


2 n—1l 
B1 B2 2 Di 加 
人 +…) =1 


令 左 侧 各 个 方 寡 z”(n == 1,2,3,…) 的 系数 等 于 零 . 我 们 便 得 出 方程 组 , 形状 有 如 


1 1 1 
人 二 (m ja a (nC—k+ 1)!k! 


或 者 乘 以 (n 十 1)! : 


1 1 
Bn_k+tl 十 :十 一 一 [十 = 0， 


1 (wp 
@ 加 Ca 村 Ce 十 …: 十 CnriB1 十 1 = 二 0. 
利用 其 与 牛顿 二 项 式 相似 之 点 , 这 些 方程 可 以 在 符号 上 写成 这 样 : 


(B+1)"t -Bt =0 (议和 2 
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依照 普通 法 则 将 二 项 式 依 升 寡 式 展开 并 消去 最 高 次 项 之 后 , 寡 方 8* 就 应 换 成 这 里 的 系数 Br. 这 
样 , 为 要 确定 数 Bn.(n = 1,2,…)， 我 们 便 有 无 穷 方程 组 


2B1 + 1=0,3B2 十 36 二 1=0,40s 二 68 +40 二 1=0， 
504 十 1063 十 1062 十 56; 十 1 一 0 


由 此 顺序 得 到 

1 1 1 

由 = 302 5 30 /5 0, 
1 5 
pe = 75,087 = 0, Ps = -二 ,= 0, P10 = 页 ， 
7 

B11 =0, P12 = -Bs = 0, B14 = 6 015 = 0) 

3617 43 867 174 611 
P16 = — B10 ,B17 = 0, P18 = zg8 , B19 = 0, P20 三 一 a30 


因为 数 8 是 从 整 系数 线性 方程 组 中 确定 出 来 的 , 所 以 它们 全 都 是 有 理 数 .不 难 确定 , 一 般 情 
形 下 , 带 奇 数 附 标的 数 8( 除 掉 第 一 个 ) 缘 为 零 、 事实 上 将 等 式 (12) 中 3 项 搬 到 左边 , 我 们 在 等 
式 左 边 所 得 到 的 , 显而易见 , 是 一 个 偶 函数 


在 这 种 情形 下 , 它 的 形式 


能 含有 z 的 奇 次 寡 , 此 即 所 欲 证 . 
对 于 带 有 偶数 附 标的 数 8, 我 们 引用 比较 惯常 的 符号 , 命 


bon 一 (一 1 Bn,®, 


于 是 
1 1 1 1 5 
1 一 6 2 30 3 42' 4 30’ 66， 
p _ 691 _7 ,3617 ,43867 174611 
6 二 2730 7 6 8 510' ? 798 0 YY 330 ， 


根据 雅 可 比 - 伯 努 利 的 名 字 而 称 为 伯 努 利 数 的 , 恰恰 就 是 这 些 数 B, 伯 努 利 在 研究 顺序 的 目 然 数 
方 寒 (其 指数 也 是 自然 数 ) 的 和 时 , 首先 得 到 了 它们 . 伯 努 利 数 在 许多 分 析 问 题 中 占 重 要 的 位 置 ， 
那么 为 了 便利 起 见 , 将 z 换 成 2z, 最 后 我 们 号 有 展 式 


22 B: 2 2 B24 _12” Bn 7 B,, 2n 
zcthz=1 十 可 A 十 … 十 (一 1)” a 十 
NC 一 12°" Bn, "B,, rz", 
=1 1) -Da (13) 


人 所 有 的 B 都 是 正 的 
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它 对 于 足够 小 的 > 值 均 成 立 
在 第 485 目 ,3) 中 我 们 已 经 有 了 展 式 


TZ .cthrZ 一 1 十 2 》 (-D7 sn 人 


nl 


其 中 saw 表示 级 数 并 2_， -55 的 和 . 在 等 式 (13) 中 将 x 也 换 作 rz, 将 它 写 成 


nC—1 (27)*” B, < 
on! 


nr:cthrz=1+ >_(-D) 


n= 二 1 


两 个 展 式 当然 应 该 恒 等 ; 因此 


于 是 就 发 现 所 有 的 数 B,, 原来 都 是 正 的 . 因为 当 n 一 co 时 , 显而易见 ，s2n 一 1, 所 以 从 所 得 到 
的 公式 中 可 以 明白 看 出 , 伯 努 利 数 当 其 附 标 数码 增加 时 , 上 升 而 无 止境 呈 . 
附带 我 们 注意 一 下 对 于 和 数 szx 得 到 的 一 些 有 用 的 表达 式 : 


其 中 [参看 第 447 目 ,6)] 


1 7 九 一 上 


1 XA | 
人 和 ee 


现在 我 们 回忆 , 我 们 也 已 经 有 过 了 rz .ctgrz 的 展 式 [第 445 目 ,2)], 其 中 系数 也 依赖 于 和 数 


So 
T2Z .ctg7rZ 一 1 一 2 》， ss (14) 
n=1 
将 此 处 的 rz 换 成 xz, 并 用 所 求 得 的 sn ea s2n, 便 得 
ee 2 BD; Sh 
rz.ctgz=1— Bo (15) 


nn 二 1 

因为 我 们 知道 展 式 (14) 当 |z| < 1 时 成 立 , 故 展 式 (15) 当 |z| < 7 时 成 立 . 但 是 在 z 一 土 rt 时 ， 
等 式 (15) 左 侧 无 限 增 大 ， ee 7 二 士 T 时 不 可 能 收敛 , 在 |z| > r 时 更 不 可 能 收敛 : 
其 收敛 半径 恰恰 正 等 于 x 久 

出 虽然 如 此 ， a 并 非 是 单 凋 的 , 而 是 遵循 着 十 分 错综复杂 的 规律 . 

名 其 实 , 所 有 与 确定 竹 级 数 收敛 半径 有 关 的 问题 , 都 容易 借助 于 柯 西 - 阿达 马 定理 [380] 解决 . 
例如 , 对 级 数 (15) 有 
2 | 


2 
P2 刀 一 1 一 0， 027 一 人 “ 52n, 


(Qn Vn)! (2n)27 
1 
2 252m 
py 
sk 1 1 
p= lm pm = —,R=-=7. 
7 一 CO Tn p 
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顺便 提 一 下 , 从 这 里 就 显示 出 级 数 (13) 的 收敛 半径 也 是 同 梓 的 , 同时 作为 出 发 点 的 级 数 (12) 
便 有 收敛 半径 27. 
利用 恒等式 
tgZ = ctg2 一 2ctg27, 


从 (15) 中 很 容易 再 度 得 出 tgz 的 展 式 : 


人 四 
多 多 二 Op, a (16) 
n= 二 1 


它 与 以 前 所 得 到 的 恒 等 [参看 (11)], 然而 宁愿 把 它 写成 这 个 形状 , 因为 伯 努 利 数 是 被 很 好 地 研究 
过 的 , 并 且 对 于 它们 还 有 很 多 丰富 完备 的 表格 . 代表 tgz 的 级 数 之 收敛 半径 为 5; 现在 , 从 其 推 得 
的 方法 本 身 , 即 可 看 出 这 一 点 . 

还 有 许多 其 他 有 用 的 展 式 也 与 伯 努 利 数 有 关 . 例如 , 因为 


SinZN cosmr 1 1 2 a 
(In I Sin 人 ZZ ) > ” 


所 以 , 逐 项 积分 , 便 得 (对 于 |z| < 刀 ) 


, CO 9, 
] S]mn 并 > 2 Bs 9 
Nn 一 一 ee 
庆 onl 2 刀 
7 二 1 


类 似 的 , 由 展 式 (16) 逐 项 积分 就 得 到 (对 于 |z| < 节 ) 


?> 92n (92n _ 1 B, 2n 
ln cos 2 = i 


5 272| 27 
从 这 些 展 式 中 不 难得 出 In 的 展 式 . 这 些 级 数 在 作 三 角 对 数 表 时 是 有 用 处 的 . 
最 后 , 回 到 我 们 在 425 目 6) 中 所 研究 过 的 发 散 级 数 
> -Dtn+D). 
二 0 


在 那儿 曾 建 立 了 级 数 的 次 切 萨 罗 法 的 可 求 和 性 , 但 “广义 和 ”本 身 (用 4*) 表示 ) 我 们 并 未 求 
出 , 现在 来 完成 这 一 步 . 其 实 , 我 们 按 泊 松 - 阿 贝尔 法 对 级 数 求 和 ,一 一 如 我 们 所 知 [424,2)] 一 一 
应 导致 同一 个 结果 . 

当 t<0 时 有 0<e-!:<1, 将 级 数 求 和 , 得 到 


OO 


—t 
_1no-(nil)t_  _¢ 1 
3 We 1 


二 0 


1 2 1 ; 1 2 


et 一 1 et 一 1 t et—l1l et 一 1 


应 用 展开 式 (12), 对 充分 小 的 tt 有 


CO 


Ye 


二 0 n= 二 1 
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把 两 个 级 数 逐 项 微分 天 次 ; 对 右边 的 寡 级 数 , 我 们 根据 定理 8°[438], 对 于 左边 级 数 若 引 入 变量 
z 一 e ,这 个 级 数 也 是 震级 数 .对 它 微分 也 是 根据 这 个 定理 .结果 求 得 


十 1 Ce 一 (aly te 2 Vpn, = el 


现在 令 t 趋 于 0, 因而 x 趋 于 1. 左边 取 极 限 得 到 的 即 是 A', 而 右边 是 常数 项 
p41 (2 E+) — 1)Bpri 
人 k+l 
我 们 记得 , 数 6 对 大 于 1 的 奇数 下 标 均 为 零 , 而 具有 偶数 下 标的 8, 导致 伯 努 利 数 , 最 后 得 到 公式 : 


ee oA4m = 


2m 


A2™) = 0, A®™T-D ~ (-1) B (om > 二 


450。 利用 级 数 解 方程 ”我 们 再 回 到 关于 从 尚未 解 出 的 方程 
F(z,y) =0 (17) 


中 , 将 变量 y 确定 作 z 的 图 数 的 问题 上 来 [参看 第 206 目 及 第 442 目 由 , 不 过 用 另外 
2 

我 们 假定 , 函数 F(x,y) 在 点 (zo,yo) 的 邻近 区 域内 能 够 按照 xz 一 zx0 与 y 一 yo 的 
知 次 而 展 成 级 数 , 并 且 其 中 常数 项 等 于 0 ,而 yy 一 Vo 项 的 系数 不 为 0 中 .于 是 被 方程 
(17) 确定 在 (zo,yo) 邻近 区 域内 的 函数 yy = y(x) 就 也 能 够 在 x = zo 附近 按 zz 一 20 
的 种 次 展 自 级 数 . 

换 句 话说 ,假若 方程 (17) 左 侧 的 函数 已 在 点 (zo,yo) 是 解析 的 , 那么 , 由 方程 所 
确定 的 函数 y = y(x) 在 点 zo 就 也 是 解析 的 . 因此, 这 里 谈 到 的 就 已 经 不 止 是 未 知 
盟 数 的 存在 或 是 它 的 值 的 计算 , 而 且 还 涉及 它 的 分 析 表 示 法 . 


证 明 可 以 取 zo = ww = 0, 而 无 伤 于 一 般 性 ; 究 其 实 , 这 就 归结 到 我 们 是 把 差 数 
z ~ zo 取 作 了 新 变量 , 可 是 保持 了 老 符号 . 如 果 分 出 y 的 一 次 项 , 那么 把 它 搬 到 另 一 
侧 并 且 用 它 的 系数 来 除 , 就 可 以 把 这 个 方程 改写 成 这 样 : 


Y = cl02 十 cz022 十 C117Y 十 co242 十 c3023 十 col1222/ 十 C12XY 十 C03 全 十 … (18) 
我 们 对 z 的 函数 y 寻求 下 列 形 状 的 级 数 : 


让 vor T0807 再 2 (19) 
这 恰恰 束 相 当 于 通常 的 条 件 


Pao ) 0 PF (voy 0. 
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首先 ,假使 像 这 样 的 展 式 在 原点 的 邻 域 内 成 立 , 那么 它 的 系数 就 由 关系 式 (18) 而 
完全 单 值 地 确定 . 
实际 上 , 在 其 中 用 展 式 (19) 来 代替 y( 在 上 述 的 假定 之 下 ), 我 们 就 得 到 


Q12Z 十 Qo 十 aar’ 十 .二 C10 人 XY 十 co0Z? 十 C11T(Q17 十 Q222 十 … - 


十 C02 ， (aiZ 十 ao22 十 并 十 caoz3 十 col22 : (alizZ 十.…) 


十 cl2Z (aiZ 十) 十 cos(aiz 十) 十 (18a) 


根据 第 446 目 定理 , 对 于 足够 小 的 zx, 此 处 右 侧 可 以 做 出 所 有 的 乘 方 并 归并 同类 项 . 
如 采 这 以 后 再 利用 震级 数 恒 等 定 理 , 即 令 左右 两 侧 z 的 同 寡 次 项 系数 相等 , 则 我 们 
得 到 关于 未 知 系数 al az,as，…… ,cn,… 的 (无 穷 的 !) 方程 组 


加 2 
21 王 C10,02 = C20 十 C11Q1 十 Co0201] ， 


2 3 
03 一 Cl102 十 2C020102 十 C30 十 cz21Q1 十 Cl201 十 C03Q] (20) 


因为 在 (18) 中 右 侧 所 有 含 y 的 项 不 低 于 二 次 (就 是 说 或 是 含有 y 的 高 次 方 , 或 是 y 
为 一 次 , 但 乘 有 xz 的 者 干 次 方 ), 故 在 方程 组 (20) 的 第 n 个 中 , 系数 a 就 被 带 有 和 较 
小 附 标 的 一 些 系数 a1,42,… ,an_1( 及 已 知 的 诸 系 数 c) 所 表 出 了 .由 此 即 保证 了 能 
循序 一 个 一 个 地 确定 系数 av: 


2 
1 三 Cl10, 02 = C20 十 C11C10 十 Co2C]0， 
_ 9 _ 2 
3 一 (C11 十 Co2C10) (C20 十 C11C10 十 C02C30 ) 


2 3 
十 C30 十 C21C10 十 Cl2C10 十 C03C10， (21) 


我 们 顺便 来 作 这 样 一 条 说 明 , 这 对 于 下 文 颇 为 重要 : 因为 在 破除 (18a) 中 的 括 弧 
时 , 对 于 字母 a 及 e 除 掉 加 法 与 乘法 之 外 , 无 需 进行 其 他 演算 , 所 以 在 等 式 (20) 的 
右 侧 我 们 将 有 关于 这 些 字母 的 整 多 项 式 , 其 系数 显 见 为 正 数 (甚至 还 是 自然 数 ) 于 是 
此 时 公式 (21) 的 右 侧 , 就 也 是 对 于 字母 c 的 , 具 正 系数 的 整 多 项 式 ， 

现在 我 们 作出 : 具有 系数 a( 就 是 由 (21) 诸 式 算出 的 ) 的 级 数 (19)， 关 于 级 数 
(19), 可 以 指出 , 它 “形式 地 ”满足 关系 式 (18a). 要 是 对 于 足够 小 的 z, 这 个 级 数 的 收 
伍 性 被 证 明了 , 那么 就 已 经 无 需 再 去 证 明 它 所 代表 的 函数 适合 条 件 (18), 因为 此 时 
级 数 系数 所 满足 的 等 式 (20) 与 (18a) 完全 等 价 . 因 之 , 现在 全 部 问题 就 归结 到 : 只 
需 证 明 在 原点 的 菜 一 领域 内 , 级 数 (19)( 其 系数 是 由 公式 (21) 确定 的 ) 收敛 . 

也 (18) 同时 , 我 们 来 研究 类 似 的 关系 式 


4 三 了 YI0Z 十 yo07” 十 ?31172 十 Yo2y” 十 Y307” 十 217Z29/ 十 Ti2221” 十 703 信 二 … (18”) 
其 中 所 有 的 系数 yik 都 是 正 的 , 并 且 除 此 而 外 还 满足 不 等 式 


[cik| & Yi， (22) 


[450] §4. 关于 过 级 数 的 补充 知识 :423 ， 


对 于 (18*), 我 们 一 一 暂时 形式 地 一 一 建立 一 个 与 (19) 类 似 的 级 数 
Ee hd (19*) 
这 里 , 它 的 系数 和 (21) 相似 , 我 们 用 下 列 诸 式 
ad = 0, 02 = 320 + N11Y10 + Yo2710， 
as = (41 十 27oa710)(7ao 十 7i1710 + Yo2Y10) 


0 ~Y12Y 和 0 703710， 区 (21”) 

来 确定 . 由 于 以 上 所 指明 的 , 这 些 式 子 里 的 各 组 成 项 就 保证 了 数 aw， 都 是 正 的 . 不 仅 
如 此 , 与 (21) 相 比 较 , 并 且 考 虑 到 (22), 我 们 便 看 出 还 有 

lan| an (对 于 所 有 的 1). (23 


假如 能 够 选 得 出 这 样 的 正 系数 7ik, 使 得 不 仅 条 件 (22) 成 立 , 而 且 相 应 建立 起 来 的 级 
数 (19*) 还 具有 非 零 的 收敛 半径 , 那么 由 于 (23), 级 数 (19) 就 也 有 非 零 的 收敛 半径 
一 一 定理 即 得 证 明 . 现在 我 们 就 专门 从 事 于 数 yx 的 选择 . 

存在 有 这 样 的 一 对 正 数 7 与 p, 使 得 二 重 级 数 


收 征 ; 既然 使 得 这 个 级 数 收敛 , 故 其 一 般 项 cipr'p* 趋 近 于 0, 因而 是 有 界 的 : 


M 

人 人 

Tp 
今 M HB ar > 小 多 区 > 
Mik = 708 并 且 按 照 前 所 指出 的 , 我 们 来 考察 关系 式 
M » MM 2 加 AI 

人 J ee eh 1) (i AM -一 7 
7 p 
或 者 最 后 

v2 一 p” Mp” TT 


至 此 就 可 以 将 满足 方程 的 函数 y = y(x) 实际 求 出 , 即 在 x = 0 时 成 为 0 的 那 
一 文 巴 . 解 二 次 方程 , 我 们 便 得 到 (假定 |z| < 7): 


p2 


2(p+ M) 


包 由 以 上 二 次 方程 所 确定 的 图 数 y = y(x) 是 双 值 图 数 , 它 所 代表 的 曲线 有 两 支 , 现在 我 们 取 其 
当 z=0 时 yv=0 的 那 一 支 . 一 - 译 者 注 . 
多 根 式 前 取 负 号 就 是 为 了 要 在 z=0 时 有 w=0. 


4M(p+M) Zz 


© 
p? 7 一世 


和 


vy 二 


a 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [451] 
如 果 为 了 写 起 来 简单 ,引入 符号 


2 
7T] 三 7 人 ， (24) 


则 y 的 表达 式 可 以 改写 成 


y= Tm 国人 (1 


的 形式 , 由 此 即 可 明白 看 出 , 倘 使 利用 二 项 级 数 , 则 对 于 lz| < mm < my 可 依 zx 的 客 
次 展开 . 因为 这 个 展 式 应 该 和 (19*) 恒 等 , 改 级 数 (19*) 收 钙 性 的 证 明代 此 乃 告 完成 
因而 级 数 (19) 的 收敛 性 (至 少 对 于 |z| < 71) 就 也 得 以 证 明 . 

注意 , 定理 只 是 确定 了 y 能 够 在 x = 0 附近 按照 z 的 蜂 次 (或 者 在 一 般 情形 下 ， 
在 x= zxo 附近 按照 z 一 zxo 的 容 次 ) 而 展开 . 要 断定 这 个 展 式 的 确切 收敛 区 间 则 织 个 
别人 研究 . 

在 一 般 的 情形 下 , 即 由 方程 组 来 确定 一 个 函数 组 的 时 候 ， 亦 可 应 用 类 似 的 方法 
加 以 论述 . 

上 文中 所 采用 的 巧妙 研究 方法 , 是 属于 柯 西 的 . 其 要 点 融 在 于 : 将 给 定 的 ( 单 变 
数 或 多 变数 的 ) 窜 级 数 用 一 个 比较 便于 人 研究 的 “ 优 ” 级 数 (其 系数 者 是正 的 , 并 相应 
地 大 于 给 定 的 级 数 的 系数 的 绝对 值 ) 来 代替 . 此 法 之 所 以 获 名 为 优 有 级 数 法 即 系 于 此 . 
在 微分 方程 的 理论 中 时 常会 用 到 这 个 方法 . 


451， 和 需 级 数 之 反 演 ”现在 我 们 将 短 级 数 的 有 反 演 问题 , 作为 前 目 中 所 解决 了 的 
问题 的 一 个 特殊 情形 来 研究 . 设 函 数 y= f(z) 在 上 z= zo 的 采 邻 域内 , 表 成 了 按照 
x 一 Zo 的 过 次 而 排列 的 级 数 . 用 yo 来 表示 目 由 项 ( 它 表 达 当 z = zo 时 vy 的 值 ), 我 
们 便 把 这 个 展 式 与 成 了 以 下 形状 


y— yo=a(rt— xo) + a(z— zo +++an(r— co) 十 
当 al 关 0 时 , 在 v= 二 wo 的 邻 域 内 ,zx 由 上 式 确定 成 9 的 函数 ,并且 x 反 转 过 来 
可 展 为 按照 y -yo 圳 次 的 级 数 . 这 样 一 来 ,倘若 y 是 在 点 zo 处 的 x 的 解析 函数 , 则 
在 对 应 的 点 yo 处 (在 所 指出 的 条 件 之 下 ) 反 函 数 就 也 是 解析 的 . 


这 都 可 由 前 目 中 所 证 明了 的 定理 直接 推 知 . 为 了 简单 起 见 , 设 zo = yo = 0, 我 
们 仿效 (18) 的 样子 , 将 联系 y 及 z 的 关系 式 写 成 以 下 形状 : 


T= by+cr te +ear’ + 
于 是 待定 的 展 式 
T=0Yy+ by + by + 


[451] 8$4， 关 于 大 级 数 的 补充 知识 二 


的 请 系数 束 顺 次 由 以 下 各 方程 来 确定 : 


b1 =b, bo2 = c2b7, bs = 2c2b1b2 + cab1, 
/让 王 C2 (2b1b3 Ss b2) = 3c3b702 十 Gb 
bs = 2c2 (0104 十 b2b3 ) 丰 3c3( 好 03 并 bi1b2) 国王 4c4 的 bo 十 cs07. 


例如 , 知道 了 正弦 展 式 


二 人 有 
48 120 5 040 


即 可 求 出 展 式 

z= arcsiny 一 2 十 ba 十 1 后 十 … 
(我 们 只 与 出 y 的 奇 次 震 , 因为 由 函数 y -= sin z 是 奇 消 数 可 以 推 知 其 反 蚂 数 也 是 奇 函 数 ). 确定 诸 
系数 b 的 各 方程 此 时 即 有 以 下 形状 : 


和 Ts 
4 ee 过 过 
和 人 1204 = 机， 
另 一 个 例子 : 设 
2 T3 
2 三 6 人 
由 此 


诸 系数 可 逐次 傅 定 : 


bi = 1,b2 一 5 
ba = je 下 地 二 2 一 -7 
a > (b2be a bb 0 = 
村 十 
In(1 十 切 三 攻 by +t 


为 保证 反 函数 存在 并 且 所 得 展开 式 有 效力 ,y 的 变动 区 域 可 能 要 根据 450 目的 考虑 来 确定 , 但 
是 这 通常 是 很 过 分 降低 的 . 比如 说 , 若 在 上 述 第 一 个 例子 中 , 改写 联系 着 z 与 y 的 方程 为 (18) 的 
形式 . x 5 
he re 
并 且 以 |z| < 于 ,加 | < 1 来 限制 它 , 即 取 p = 2 7 二 1, 那么 得 M 二 1, 日 一 按照 公式 
(24) 一 一 


可 是 所 得 结果 的 合理 应 用 区 域 是 区 间 [一 41] 


. 426 . 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [452] 
人 


附注 弄 清 条 件 a 关 0 的 意义 是 有 益 的 , 仅 在 这 个 条 件 下 ， 前 述 论断 才 是 正 
确 的 . 设 al = 0 但 as 关 0, 比如 说 a。> 0, 于 是 在 x = 0 附近 (为 了 简单 ， 设 
有 


大 


因此 y> 0. 以 yi 表示 vy 的 算术 根 , 我 们 看 到 


= Va222 十 Q373 十 a4Z4 十 = trVOV1+ s+ es 


人 一 根 式 本 
喘 是 自由 项 为 1 的 窜 级 数 . 于 是 最 后 有 


a 


其 中 a = Vaz > 0. 应 用 本 目的 定理 ( 量 圭 了 起 y 的 作用 ), 我 们 得 到 对 z 的 两 个 
不 同 的 展开 , 它 依赖 于 符号 的 选择 : 


1 有 
rw bl bs 3 十 用 a et (= > 
1 1Y 2 34 4Y 1 a 


za 一 —b1y3 Te +bay  —...<0. 


读者 既 要 注意 到 反 函数 的 双 值 性 , 又 要 注意 到 它 的 每 一 个 分 支 不 是 按 变量 y 的 
整数 次 寡 而 是 按 分 数 次 宕 展开 的 ， 


452， 拉 格 朗 日 级 数 ”我们 将 第 450 目的 定理 应 用 到 形状 有 如 
一 4 十 ZP( (25) 


的 特殊 方程 , 此 处 函数 p(y) 假定 在 点 y = a 是 解析 的 . 于 是 我 们 知道 , 对 于 充分 小 的 > 值 ,vy 被 
方程 (25) 确定 为 x 的 函数 , 在 点 x = 0 处 是 解析 的 , 并 且 在 z= 二 0 时 y= 二 a 

又 设 尺 二 f(y) 是 y 的 某 一 个 函数 , 在 y = a 处 是 解析 的 . 如 果 在 这 里 把 y 蔡 换 为 前 述 的 > 
的 函数 , 则 w 就 是 x 的 函数 , 在 z = 0 处 也 是 解析 的 . 我 们 提出 的 问题 就 是 : 求 ， 按照 xz 的 寡 次 
的 展 式 , 更 确切 些 , 就 是 求 这 展 式 中 诸 系 数 的 适当 的 表达 式 . 

我 们 先 注意 当 a 为 变量 时 ,y 由 方程 (25) 确定 成 x 与 a 两 个 变量 的 函数 ， 可 按照 x 与 
a 一 ao( 此 处 ao 是 a 的 任意 一 个 固定 值 ) 的 窜 次 而 展 成 二 重 级 数 ©. 于 是 变量 ww 就 也 是 zx 与 wu 这 
两 个 变量 的 隐 数 . 

将 (25) 对 z 并 对 a 微分 , 便 得 
OV 
Oa 

中 这 一 项 断言 是 预先 假定 第 423 目的 定理 被 推广 到 了 这 种 情形 : 即 在 方程 中 出 现 有 三 个 变量 ， 

而 其 中 之 一 被 确定 作 其 余 两 个 的 函数 . \ 


-2 9 (WS = pW), [ew (Ne 1; 


[452] 84， 关 于 器 级 数 的 补充 知识 . 427 . 


由 此 显而易见 ， 

5 (26) 
而 一 般 的 在 % = f(y) 时 , 也 同样 有 

= (26a 


为 一 方面 , 不 论 F(y) 是 怎样 一 个 清 数 , 只 要 它 对 于 yy 的 导数 存在 , 我 们 就 有 

0 Ou O Ou 

均 |Pg) :到 | = 区 | 学 | (27) 
直接 微分 , 并 引证 恒等式 (26) 与 (26a), 这 就 很 容易 得 以 肯 
所 有 附 记 的 这 些 , 我 们 用 来 证 明 一 条 于 下 文中 颇 为 重要 的 公式 : 


Ow Oe Ou 
I 人 


当 n= 1 时 它 就 化 为 (26a). 现在 假定 它 对 于 某 值 n > 1 是 对 的 , 我 们 来 确定 它 对 于 (n 十 1) 阶 
导数 也 对 , 将 (28) 对 z 微分 , 并 利用 更 换 微分 次 序 的 法 则 [190], 便 得 


Orti,, O™-1 | "| | 
Ol Oo Tor WV gol 


但 是 借助 于 (27) 与 (26a), 我 们 顺 次 有 


O nn Ou 二 国人 a Nn 十 1 国有 
5 (1 3 | = | 2 Ws 


把 这 个 代 到 前 一 个 等 式 里 . 就 得 出 


2 i Ou 
Bet | 
因此 , 公式 (28) 由 归纳 法 得 以 证 实 . 
最 后 , 回 到 我 们 所 感 兴趣 的 , 函数 二 依照 > 的 寡 次 的 展 式 上 来 . 在 a 为 常量 时 , 此 展 式 必 定 
具有 泰勒 展 式 的 形状 [438,9°]: 


加 (这 yy ( Z (2 ) 
二 Wo 十 工 ea 2 J Br re 
其 中 指标 0 是 表示 图 数 及 其 导数 都 取 x = 0 时 的 值 . 但 z = 0 时 ,y = a 所 以 wo = f(a), 而 此 后 
根据 公式 (28)， 
7 Be " 
(5) = Ep" (0) flo). 
0 


Orzx” CQ 和 一 


代入 这 些 系数 值 , 我 们 就 得 到 展 式 


IOPWOPERIONOR SE eA ORAOE 
(0) f (oO + (29) 


”此 处 pn(y) 表示 自 乘 方 : [el 


. 428 . 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [452] 
人 人 人 人 人 人 人 < 


此 即 称 为 拉 格 朗 日 级 数 . 由 于 其 系数 是 表 成 a 的 显 函 数 的 形状 , 所 以 这 级 数 是 非常 之 好 . 
如 果 f(y) =y, 则 特别 就 得 到 
2 dq nn d™-—1 
i 十 洒 To"(O 二 … (298) 


本 目 所 考虑 的 问题 与 备 级 数 反 演 问题 有 着 紧密 的 联系 . 若 (假设 p(a) 类 0) 把 方程 (25) 改写 
为 如 下 形式 : 
yy 一 


二 = bot+bi(y — a)+b2(y — a) 十 
PlY) 
则 拉 格 明日 问题 与 这 个 级 数 按 y - a 的 窜 次 排列 的 反 演 是 等 价 的 . 反之 , 若 提出 寡 级 数 
y 一 az 十 aa2z2 十 aa32z3 十 (ai = 
的 反 演 问题 , 则 把 此 式 改 写成 : 
yy 一 2Z(al 十 aaz 十 asZ +...), 


把 括号 内 的 级 数 表 为 W%(z). 那 时 便 得 (25) 类 型 的 方程 


Le 
” vz) 


这 里 a= 0,9(z) = 天 加， 此 外 z 与 角色 互 换 , 后 一 说 明 的 重要 性 还 因为 对 (29a) 的 反 演 的 结 
果 可 以 立即 给 出 一 般 表示 - 


eh a 1 本 | 二 ] 本 
= w(0) 2! LazWV2z) _, WL LE) er 9 
我 们 引 几 个 实例 . 
1) 我 们 即 从 应 用 公式 (30) 开始 . 设 给 定 方程 
y=z(a+z) (a#0) 
或 
pa 
办 为 
ee 1 (1 nn +1)...(2n— 2) 
dzr-i(atr)r a+r 
那么 得 到 这 样 的 展开 : 
= 


yy 1 
ry 再 -5 


( 即 一 二 II a27-! 


从 z 的 诸 值 中 选择 与 y 一 起 变 为 0 的 z 值 以 后 , 若 解 对 x 的 二 次 方程 得 到 同样 展开 式 . 
2) 以 (25) 类 型 的 方程 
2 一 Q 十 。 


[452] $4， 关 于 器 级 数 的 补充 知识 . 429 . 


为 出 发 点 , 于 是 这 里 的 p(y) = 设 f(y) = vy “, 根据 拉 格 朗 日 公式 (29) 我 们 得 到 
1 1 k z2 kk+3) x kk+t4)(k+5) 
je a ”art 2 a 3 arte 
2Z4 kk+5)(k+6)(k+7) 
aa 


因为 给 定 的 方程 可 以 化 为 二 次 方程 
ee en 


故 显 而 易 见 ， 
0 a 
yy 一 5 十 了 十 2 
例如 , 假使 a = 2, 则 得 出 ( 乘 以 2*) 这 样 的 展 式 : 


2 zk(k+3) /zy2 k(k+4)(k+5) /rs 
(i 二 SI 


3) 开 普 勒 方程 
E=M-e:sink 


在 理论 天 文学 上 占有 很 重要 的 地 位 , 此 处 是 行星 的 偏 近 点 角 (excentric anomaly),M 是 其 平 
均 近 点 角 (mean anomaly), 而 s 是 行星 轨道 离心 率 . 利用 拉 格 朗 日 级 数 (29a), 可 以 求 出 五 依照 
离心 率 的 土 次 的 展 式 , 其 诸 系数 依赖 于 Mf 
加 总 2 d .> 2 2 
E=M+e.sin M+ jn sn Mt 

在 这 里 就 显示 出 知道 收敛 区 间 的 确切 大 小 的 重要 性 来 了 . 拉 普 拉 期 (Laplace) 首先 确定 了 : 
对 于 e < 0.6627... 收敛 性 成 立 . 

4) 最 后 , 我 们 来 研究 方程 


sin” ”AM 十 …: 


0 
当 a=0 时 y=z 这 样 的 解 为 


1 =F 208t oa 27 一 CQ 
: 1+V1i—2ar+oa? 


这 个 涡 数 依照 a 的 蜘 次 的 展 式 具 有 以 下 形状 : 


0 


2 2 2 dz 
1 ZN (1) 
人 


。 @ 根 式 前 取 正 号 是 由 于 当 z = 0 时 应 有 y= 
@ 此 处 > 相当 于 w 而 “ 相当 于 > 


. 430 ， 第 十 二 章 函数 序列 与 昭 数 级 数 [453] 


将 这 等 式 两 侧 对 z 微分 (此 处 y 是 a 与 z 两 个 变量 的 函数 , 从 它 的 解析 性 质 可 以 断定 , 级 数 
可 以 逐 项 微分 ). 我 们 便 得 到 展 式 


ld -Do 1 aD)... 
vVT 二 2az 十 az2 2. :0% 212. dd” 
i : CC le 
nt!27n dz™ 


现在 我 们 直接 看 出 [参看 447,8)], 它 的 系数 就 是 勒 让 德 多 项 式 


pel LD)" 
nl127n dz 


85， 复 变量 的 初等 函数 


453. 复数 “虽然 本 教程 完全 致力 于 实 变量 以 及 实 变量 的 实 函数 , 而 本 节 将 离开 这 条 主线 来 
讲 复 变 量 的 初等 孙 数 . 这 个 问题 的 论述 要 归附 于 过 级 数 的 理论 , 而 反之 它 也 阐明 了 用 级 数理 论 上 
的 若干 根本 特色 . 除 此 而 外 , 通晓 复 变 函数 在 实 变 数 分 析 中 以 及 在 计算 方面 都 是 有 用 的 [参看 第 
461 目 中 各 例题 , 以 及 本 教程 第 三 卷 中 用 来 讲 傅 里 时 级 数 的 第 十 九 章 ]. 

我 们 假定 读者 在 代数 中 已 知道 了 复数 . 因此 在 这 里 我 们 仅 限 于 简略 的 氢 述 其 基本 性 质 . 

复数 > 具有 形状 :z = xz 十 vi, 此 处 i 为 虚 单 位 ,i = V-1, 而 x 及 为 实数 . 其 中 z 称 为 数 z 
的 实 组 成 部 分 或 实 部 ,y 称 为 数 z 的 虚 组 成 部 分 或 虚 部 , 并 且 记 成 


eR (2 


两 个 复数 Zz 十 yi 与 x' 十 Yi 当 而 且 只 当 分 别 有 x = x 并 y= 时 , 才 是 相等 的 久 . 复数 的 
加 法 与 乘法 依照 下 列 公式 来 做 : 


(z+Y+ (x +YD=(T+7) + (y+ 
(z+ Yr TY 人 =(z2 — yy) + (TY + IY 


不 难 验 算 , 差 与 商 缘 存在 , 可 表 成 这 样 : 


(DY 
+i rr +yy TY YY. 
Le 十 y'1 一 人 12 十 人 人 12 十 ee 
(在 商 式 中 假定 z' 十 yi 大 0, 就 是 说 z 十 y* > 0). 这 样 , 复 
数 便 保持 了 运算 的 一 切 普通 性 质 , 只 要 是 不 牵涉 到 大 于 和 小 于 
的 概念 (这 概念 对 于 复数 是 不 成 立 的 ). 更 确切 些 说 ,第 3 目 
性 质 II'1?~4? 以 及 第 4 目 I1?~5? 都 是 复数 具有 的 . 
在 平面 上 取 直 角 坐 标 轴 zOy( 图 63)， 于 是 每 一 个 复数 
z 二 Zz 十 yi 都 可 以 在 平面 上 用 一 个 点 M(x,y) 来 表示 , 其 坐 
标 就 是 这 个 复数 的 实 部 与 虚 部 . 显而易见 , 反 过 来 讲 就 是 平面 


中 换 名 话说 , 在 这 里 , 等 式 对 于 我 们 说 来 , 也 就 变 成 了 单纯 恒等式 [参看 第 2 目 ]. 


图 63 
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每 一 个 点 M 对 应 一 个 完全 确定 的 复数 . 以 此 之 故 , 所 说 的 平面 称 之 为 复 变 数 > 的 平面 , 或 简称 复 
平面 . 

实数 z = z+0 用 z 轴 上 的 点 (因为 对 于 这 些 点 y 二 0) 来 表示 , 而 纯 虚 数 yi = 0 十 yi(x = 0) 
用 y 轴 上 的 点 来 表示 . 第 一 条 轴 即 称 为 实 轴 , 而 第 二 条 轴 即 称 为 虚 轴 . 

代表 复数 z = x 十 yi 的 点 的 极 坐标 > 与 B( 见 图 ), 也 占 很 重要 的 地 位 . 数 7r( 非 负 的 ) 称 为 复 
数 z 的 模 或 绝对 值 , 并 且 记 成 这 样 :r = |z|. 模 是 由 复数 z 而 单 值 确定 的 : 


|z| = 士 Vz2 十 22， 
并 且 在 而 且 只 在 > = 0 时 为 0. 角 9 称 为 复数 z 的 辐 角 ,© = Argz. 当 z 头 0 时 , 它 由 等 式 
e058 OE 人 Sin 日 一 y 
7 
来 确定 , 但 仅 确切 到 相差 一 个 2kx(k 为 整数 ) 形状 的 项 . 对 于 z = 0, 则 辐 角 就 成 为 完全 不 确定 的 
本. 际 掉 这 种 情形 是 个 例外 以 外 , 对 于 每 一 个 数 z, 存在 有 一 个 而 且 仅 有 一 个 辐 角 9, 满足 不 等 式 
i 


0 称 为 辐 角 的 主 值 , 并 用 argz 来 表示 , 如 果 6 < 元 则 


Ws sin0 _ rsin@ y 
S32 1T+eosg rircosd 2 fr? 十 12 


并 且 可 用 等 式 
vy 
snl A ce 
来 确定 角 argz; 这 等 式 对 于 除 掉 负 实数 (及 0) 以 外 的 所 有 复数 都 适用 . 
我 们 注意 , 对 于 复数 z = xz 十 yi 及 z' = x' + yi 的 模 ， 犹如 对 于 实数 绝对 值 所 十 分 熟悉 的 情 
形 三 任 : 不 导 式 


argz = 2aTctg 


[ou 


成 立 . 实际 上 , 在 这 种 情形 下 , 它 可 化 为 已 知 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 的 特殊 情形 (233,.(7) 
(Z 十 2Z0)2 十 (7 十 W)2 < \V/Z2 十 22 十 242 十 21/2. 


由 它 所 推出 的 一 些 推论 也 是 成 立 的 [参看 第 17 目 ]. 
倘 大 在 复数 的 记 法 z = zZ 十 多 中 , 设 z = rcosB,y = rsin @, 则 得 到 所 谓 的 复数 三 角 式 : 


z=7(cosO +isinO). 
将 第 二 个 复数 也 取 成 三 角 式 : 
2 =7 (cosO’ +isinO’. 
那么 三 角 式 的 乘积 xz' 可 以 写成 


zz 三 77 [cos( + O')+isin(O + ON); 


-432 ， 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [454] 


这 可 由 正弦 及 余弦 的 和 角 定理 直接 推 得 . 由 此 
[23212 Ae .AT 


类 似 的 , 对 于 数 z 及 z 的 商 我 们 得 到 


_ | 
[2 


从 乘积 公式 可 以 得 出 带 有 自然 数 指数 n 的 乘 方 公式 : 


之 


ps ,Arg> = 一 Argz 一 ArTgz . 


2 和 一 7 (cosme +isinnO), 

特别 当 7 = 1 时 , 就 导出 了 棣 莫 弗 (A.deMoivre) 公式 : 
(cosG +isine) = cosnO + isinne. 
最 后 , 对 于 z 的 n 次 根 , 我 们 有 
VY Yr (cos = tisin 2 ), 
n n 
其 中 Wr 是 7 的 算术 根 . 在 这 里 , 例如 轮流 命 
OO=0,0+27,0+47n,... ,0++2(n— 1)7, 


我 们 就 得 到 根 Wz 的 n 个 不 同 的 值 (当然 是 假定 z 尖 0); 在 其 他 的 © 值 之 下 , 则 只 不 过 是 再 重 
复 这 些 根 值 而 已 . 


454. 复 整 序 变 量 及 其 极限 “我 们 来 研究 一 个 序列 {zn}, 它 是 由 各 复数 zy = zn 十 yni(n = 
…) 组 成 的 , 并 且 变 量 z 依照 附 标 增加 的 顺序 来 取 这 些 值 . 
aa 也 用 与 实 整 序 变量 情形 中 一 样 的 那么 一 套 专门 术语 来 定义 [23]: 
常数 Cc 二 a 十 bi 称 为 整 序 变 量 z = zz, 的 极限 , 如 果 不 论 E> 0 是 怎样 小 的 一 个 数 , 对 于 它 总 
存在 有 这 样 的 附 标 NN, 使 得 所 有 带 有 附 标 n > N 的 值 zn, 满足 不 等 式 


Zi C=C| 攻 翅 ， 


这 时 就 写 


1 


无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 定义 也 可 以 照样 搬 到 复数 情形 里 来 中 . 

例如 我 们 来 考察 整 序 变量 z = z”, 此 处 z 为 一 复数 . 如 果 这 时 |z| < 1, 则 z 一 0, 但 若 
zj > 1, 则 zz 一 o0; 不 难看 出 , 当 |z| = 1( 但 z 关 1) 时 , 整 序 变量 z 根本 没有 极限 . 

不 难 将 极限 论 的 基本 定理 , 对 于 复 整 序 变 量 直接 地 重 证 一 次 , 这 差不多 就 是 照 以 前 的 论证 逐 
字 逐 句 重复 一 下 . 而 男 一 方面 , 所 有 这 些 定理 可 以 自然 而 然 地 移 置 到 复 整 序 变量 的 情形 , 只 需 根据 
以 下 的 简单 的 定理 : 


@ 我 们 注意 , 现在 不 能 够 讲 整 序 变量 趋 于 确定 符号 的 无 穷 , 因为 一 般 不 加 给 复数 什么 符号 


[454] §5. 复 变 量 的 初等 邯 数 和 


复 整 序 变 量 zr = Zn 十 Wii 趋 于 极限 c 二 Q 十 妈 , 当 而 且 只 当 实 整 序 变量 zn 与 yn 对 应 地 趋 
于 极限 a 与 5 的 时 候 . 


其 证 明 由 不 等 式 
J | EAC /sl 
[yn 一 中 
立即 推 得 . 


因此 研究 一 个 复 整 序 变量 可 以 变 为 研究 两 个 实 整 序 变 量 . 特别 是 用 这 个 办 法 可 以 对 于 复 整 序 
-变量 也 证 明 收 全 原理 [39]. 
现在 我 们 来 考察 具有 复数 项 om = an 十 bni 的 无 穷 级 数 


CO 
》 om=ct+co 十 :十 oo 十 


1 


在 这 里 也 将 部 分 和 


S 


的 极限 称 作 级 数 的 和 . 那么 例如 于 对 几何 级 数 
D212 十 可 十 二 2 十 


nn 二 0 


` (其 中 z 是 不 等 于 1 的 复数 ), 部 分 和 等 于 


二 本 
Cr = 2? i 
jks 
由 此 显然 可 见 , 当 |z| < 1 时 , 级 数 具有 和 
1 
时 全 Pg 


而 当 |z| > 工时 , 级 数 没有 (有 限 的 ) 和 . 
所 有 从 第 362 目 , 364 目的 基本 概念 与 定理 (及 其 证 明 ) 都 保留 下 来 了 . 
研究 一 个 复数 级 数 可 以 化 为 研究 两 个 实数 级 数 , 只 需 根 据 以 下 的 基本 定理 : 


复数 级 数 本 
》 on => (on 十 bo (©) 


视 富 让 多 一 】 


收敛 到 和 C0 二 A 十 Bi 等 价 于 两 个 实数 
> 二 (A) 
nn 二 】 


对 应 地 收敛 到 和 和 A 与 也 . 


434 ， 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [455] 


显 而 多 见 , 此 项 断言 无 非 是 将 以 上 用 整 序 变量 语言 证 实 了 的 定理 , 换 了 一 句 话 来 说 而 已 . 
现在 我 们 来 证 明 一 个 与 第 377 目 定 理 相 类 似 的 定理 . 
倘若 级 数 (C) 中 各 项 的 模 所 组 成 的 正 项 级 数 


CO 


| (C”) 


ye 
收敛 , 则 级 数 (C) 亦 收敛 . 
实际 上 , 由 于 显然 的 不 等 式 


级 数 (C*) 的 收敛 性 就 包含 了 
>》 lor| 与 》 lbn| 
n= 二 1 你 一 1】 


两 个 级 数 的 收敛 性 . 由 此 推 知 [377], 级 数 (A) 与 (B) 收敛, 于 是 根据 前 面 的 定理 , 级 数 (C) 也 

级 数 (C*) 收敛 时 , 级 数 (C) 称 为 是 绝对 收敛 的 : 注意 . 此 时 如 我 们 在 前 面 所 看 见 的 . 级 数 
(A), (B) 也 绝对 收 伍 . 

根据 这 条 定理 , 例如 达 朗 贝尔 判别 法 [377] 等 得 以 保持 有 效 . 

第 387 目 关 于 级 数 的 项 的 调换 的 定理 , 以 及 第 389 目 关 于 级 数 的 逐 项 相 乘 的 法 则 , 可 以 运 
用 于 绝对 收敛 的 复数 级 数 . 对 于 前 一 个 定理 , 只 需 妇 结 到 两 个 实数 级 数 即 得 证 明 , 而 后 者 则 基本 上 
可 以 因 效 以 前 的 证 明 . 

最 后 , 应 用 类 似 的 方式 , 可 将 二 重 级 数理 论 中 的 基本 概念 与 定理 搬 到 复数 的 情形 上 来 . 


455， 复 变量 的 函数 ” 设 复 变量 z = z 十 yi 在 某 一 个 (几何 意义 为 复 平 面 上 开 (或 否 ) 域 的 ) 
集合 Z = {z} 内 采取 一 切 可 能 的 值 . 如 果 区 域 Z 中 的 每 一 个 值 > 对 应 另 一 复 变量 一， 二 
的 一 个 值 或 几 个 值 , 则 w( 相 应 地 ) 称 为 区 域 2 中 的 > 的 ( 单 值 或 多 值 ) 函数 , 并 记 作 


w= f(z) 或 w= g(z)， 


以 及 诸如 此 类 . 
|z|, z” 或 是 一 般 地 说 , 整 有 理 函 数 , 即 具 有 任意 复数 系数 co, cl .…… ,cn 的 整 多 项 式 


三 起 


站 


都 可 以 作为 单 值 函数 (并 且 此 时 还 是 在 整个 复 平面 上 的 单 值 函数 ) 的 实例 .分 式 有 理 函 数 , 即 不 可 
约 简 的 两 个 多 项 式 的 商 , 也 是 单 值 地 确定 在 整个 平面 上 , 不 过 在 相当 于 分 母 的 根 的 那些 点 上 , 函数 
束 变 为 无 穷 了 .作为 非 单 值 函 数 的 实例 , 我 们 可 以 引 Argz 与 Vz. 以 下 在 457 ~ 460 中 , 我 们 
将 研究 一 些 其 他 的 重要 的 复 变 量 函 数 . 

下 文中 如 无 其 他 声明 , 则 我 们 将 是 研究 单 值 函数 . 


[455] 85， 复 变量 的 初等 函数 435 ， 


假使 w = wv 十 vi 是 区 域 2 = {z} = {zx 十 yi} 中 的 z =z 十 Wi 的 函数 , 则 其 组 成 部 分 wm 
显然 也 是 z 的 函数 , 或 者 也 可 以 说 是 在 相应 的 区 域 2* = {(zx,y)}( 它 在 几何 上 所 表 出 的 图 形 与 ZZ 
相同 ) 中 的 z,y 的 因数 : 
w= uz,Yy), v= v(x,Y). 
例如 , 对 于 实 值 了 水 数 ww = |z| 或 w = argz, 我 们 分 别 有 


二 VT? 十 Yy2 或 4 二 2arctg 一 一 一 二 一 一 2 (u = 0); 


Z 十 VZ2 十 2 
对 于 函数 二 zx” = (Z 十 WK)"”, 显而易见 ， 
从 一 2 和” 一 ?on ?72 十 ， 
v= ne" ly n(n— 1)(n— 2) wv" 3 二 


1.2.3 
设 c 是 区 域 Z 的 一 个 聚 点 .假若 对 于 每 一 个 数 e > 0, 可 找到 这 样 的 数 6 > 0, 使 得 只 要 
Iz 一 c| <6( 并 且 zz 关 Cc), 就 有 |f(z) 一 C| <e; 则 称 函 数 w 二 f(z) 于 zz 趋向 c 时 , 有 极限 CO 
这 件 事情 通常 也 记 作 
lim Ww 二 lim 1 1 (2) =C. 


不 难 把 这 个 定义 照搬 c( 或 C) 为 co 的 情形 中 去 这 个 定义 也 可 以 表 为 “ 整 序 变量 语言 ”. 
如 果 c==a++bi.C= 4+ Bi. 则 [不 难 由 第 454 目 推 出 ] 以 上 的 关系 式 等 价 于 


limu(z,y) = A, limw(zx,y)= B. 


y—b y—b 


半数 f(z) 在 区 域 Z 的 茶 一 点 zo = zo 十 yoi 的 连续 性 , 用 等 式 
lim f(z) = f(z0) 


Z— ZO 


来 定义 . 这 显然 等 价 于 两 个 组 成 部 分 w(z,z) 与 v(x,y) 在 点 (zo,yo) 处 的 连续 性 . 

因此 , 回想 一 下 刚才 引入 的 |z| 以 及 z” 组 成 部 分 的 表达 式 , 我 们 就 看 出 , 这 些 函 数 在 整个 复 
平面 上 是 连续 的 . 类 似 的 , argz 除 掉 实 轴 上 负 的 部 分 以 外 , 也 是 处 处 连续 的 . 

当然 , 也 可 以 从 复数 考虑 , 直接 确定 其 连续 性 . 例如 , 对 于 函数 |z|, 其 连续 性 可 由 不 等 式 


上 | 一 lzoll 和 lz 一 2o| 
立即 推 得 . 对 于 函数 z”", 我 们 有 
六 一 如一 (z 一 加 0)(z 十 Zz0z?” “十 十 如 ). 
当 z 与 zo 充分 接近 时 ,z 值 是 有 界 的 而 受 某 一 常量 限制 :|z| < M, 所 以 
2 | < nM .|z— zol, 


由 此 即 得 出 所 要 的 绪论. 
中 此 处 c 与 C 皆 为 复数 . 


. 436 . 第 十 二 章 项 数 序列 与 范 数 级 数 [456] 


现在 不 难 证 明 整 有 理 函数 及 分 式 有 理 函 数 的 连续 性 (后 一 种 情形 需 除 去 分 母 的 各 个 根 ) 
函数 w = f(z) 在 点 z = 0 处 导数 的 定义 ,与 通常 微分 学 中 的 定义 有 同样 的 形式 
/ / 和 人 ， 加 
Wp 
例如 , 对 于 水 数 w = z”", 我 们 有 


2 一 20 


二 < 
一 2 十 202 十 十 20 ， 


之 一 ZZ0 
于 是 在 z 一 20 时 趋 于 极限 , 我 们 就 又 得 出 了 熟知 的 公式 


/ n—1 
44) 二 NZo 


第 94 目 中 关于 反哺 数 的 导数 的 公式 以 及 第 97,98 目 中 所 有 的 微分 法 则 , 可 以 原封 不 动 地 搬 
运 过 来 , 高 阶 导 数 概念 的 建立 也 是 相 类 似 的 . 
我 们 还 提出 级 数 


》 记 ( 休 = 户 ( 人 十 户 二 十 十 友 ( 国 十， 


其 中 各 项 均 为 同一 区 域 2 内 的 复 变 量 z 的 函数 . 

在 这 里 , 首先 可 以 用 与 第 428 目 中 同样 的 那么 一 套 术 语 , 建立 起 一 致 收敛 性 的 概念 . 在 复 变 
函数 级 数 的 情形 下 , 同样 也 可 以 根据 正 项 优 级 数 的 存在 , 以 确定 其 一 致 收敛 性 , 因为 魏 尔 斯 特 拉 斯 
判别 法 在 这 里 也 是 保持 有 效 的 . 在 关于 函数 级 数 的 定理 中 , 我 们 需要 更 深入 一 些 的 关于 一 致 收敛 
级 数 中 逐 项 取 极 限 的 定理 [433, 定理 4 外, 其 证 明 也 和 以 前 是 同样 的 . 

现在 我 们 特别 来 研究 攻 级 数 , 它 在 复 变量 函数 的 理论 中 占有 非常 重要 的 位 置 . 我 们 用 单独 的 
一 目 来 讲 它 ， 

456. 震级 数 ” 设 有 级 数 

>》 cn 加 二 十 clz 十 co 只 十 :十 cn 十 和 (1) 
nn 二 0 
其 中 co, cl ca 为 常 复数 系数 , 而 z 为 变量 ,变化 于 整个 复 平面 对 于 这 里 的 帘 级 数 , 也 可 
以 完全 如 同 在 第 379 目 [或 第 380 目 ] 所 作 的 那样 , 断定 有 这 样 的 非 负 的 数 RR 存在 , 使 得 对 于 
|z| < RR( 如 果 R > 0) 级 数 (1) 绝对 收敛 , 而 对 于 |z| > RR (如 果 RR < +oo) 级 数 发 散 . 这 样 一 来 ， 
如 车 除 掉 RR = 0 的 情形 , 则 当 R= +co 时 , 级 数 在 整个 复 平面 上 收敛 而 当 RR 为 有 限 数 时 , 级 数 
在 以 原点 为 心 ,R 为 半径 画 出 的 圆 的 内 部 收敛 而 在 此 圆 之 外 部 发 散 . 此 处 收敛 区 间 是 被 收敛 圆 代替 
了 , 而 “半径 ”这 个 术语 也 初次 得 以 部 现 . 
例如 , 借助 于 达 开 贝尔 判别 法 , 不 难 认 出 , 级 数 


I 
n= 二 1 


对 于 任何 复 值 z 绝对 收敛 , 同时 级 数 
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都 具有 收敛 半径 R= 1 

在 收敛 圆 的 边缘 上 , 寡 级 数 的 性 质 可 以 是 不 同 的 . 例如 , 在 刚才 所 引起 的 三 个 级 数 中 , 第 一 个 
在 圆周 |z| = 1 的 所 有 的 点 上 都 发 散 . 因为 与 收敛 的 基本 条 件 不 合 一 通 项 不 趋 近 于 0; 第 二 个 
级 数 在 这 圆 的 所 有 的 点 上 都 绝对 收 化 , 因为 级 数 实 沁 ，- 收敛 ; 最 后 , 第 三 个 级 数 , 如 果 在 其 中 
设 z = cos 9 十 $sin9, 则 取 以 下 形状 ， 


cosng sinng 
3 pa) +t? >, nn 


I 1 


它 也 是 收 全 的 ( 除 掉 09 = 0, 亦 即 z = 1 的 情形 ) [385,2)], 但 非 绝对 收敛 , 因为 级 数 忆 ? 二 发 散 


附注 “ 倘 看 震级 数 的 系数 是 实数 (如 以 上 所 引 的 例 ), 则 显然 可 见 , 复 平 面 上 “收敛 圆 ” 的 半 
径 RR 与 从 前 实 轴 上 “收敛 区 间 ” 的 半径 是 相同 的 . 


现在 我 们 列举 出 可 以 搬 到 复数 寡 级 数 上 面 来 的 , 关于 震级 数 的 一 些 较为 深入 的 定理 . 

第 437 目 定理 1° 与 2 完全 保留 下 来 了 , 于 是 在 妆 敛 阅 的 内 部 , 袁 级 数 (1) 的 和 便 是 z 的 

至 于 阿 贝 尔 定理 [437,6°] 也 是 一 样 的 , 今 将 其 叙述 成 以 下 形式 : 

假若 级 数 (1) 在 圆周 |z| 二 RR 上 的 菜 一 点 zo 收敛 , 则 当 点 z 从 里 面 沿 着 半径 瘟 近 于 点 zo 时 ， 
我 们 有 


CO CO 
lim 》 cnz” = ) cn 2 
ZzZ— ZO 


在 特殊 情形 下 , 即 当 zo = R 时 , 就 可 以 认为 z = 7 是 一 个 正 的 实 变数 , 而 所 要 证 的 等 式 就 表 
成 以 下 形状 


OO 


OO 
. no 
lim an7r” 二 > cnR . 
rr—R—0 
元 二 0 


九 一 0O 


符 设 cn = Qn 十 bn2 则 上 式 分 解 为 这 样 两 个 等 式 : 


DO OO OO CO 
» a ny 。 nN, nN 
lim Qnr” 二 > onR ， lim 》 bnr” = > buR . 
7 一 玉 一 0 7 一 下 一 0 
九 一 0 nn 二 0 n=0 


n= 二 0 
由 于 假定 了 级 数 
>》 coR = 》 (antbai)R" 
n=0 7 一 0 


的 收敛 性 , 因而 上 两 个 式 子 右 侧 的 级 数 收敛 , 所 以 上 两 个 式 子 的 证 明 只 需 援引 一 下 普通 的 阿 贝 尔 
定理 即 可 . 
我 们 来 看 一 般 情 形 . 用 bo 表示 数 zo 的 辐 角 . 于 是 可 命 


zo = R(costo++isin0o), z= 7(cos bo + isin dbo), 


中 在 更 一 般 的 z 逼近 于 zo 的 规律 之 下 , 也 可 以 证 明 这 个 等 式 , 然而 我 们 不 预备 在 这 里 来 讲 它 
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并 且 所 要 证 明 的 等 式 可 以 写成 这 样 : 


OO CO 
lim 1 cn(cos nbo + isinnbo)r” = >》, cn(cosnbo + isinnbo)R". 
TT 一 民 — 
n= 二 0 九 一 0 


大 将 括 弧 内 因子 并 入 系数 之 内 , 则 显而易见 , 问题 就 化 成 已 经 考察 过 了 的 情形 . 
现在 我 们 (不 引用 关于 级 数 微分 的 一 般 定理 ) 直接 来 证 : 早 级 数 在 其 收敛 图 内 部 可 以 逐 项 微 
分 ,也 就 是 说 , 看 对 |z| < 五 命 


f(2) = ca, 则 f(s) = ncn 
n= 二 0 n= 二 1 
首先 , 我 们 注意 , 后 一 个 级 数 的 收敛 半径 也 是 R, 例如 借助 于 柯 西 -阿达 玛 定理 , 就 很 容易 承 
认 这 一 点 . 
我 们 在 固定 的 点 zo 以 及 |z| < 已 , 来 进行 讨论 . 我 们 有 : 
f(z2) — f(z0) _ 3 3 


之 一 0 本 | 之 一 00 
=》 nz + 0 二 十 如) (2) 
n=1 


如 果 取 p 介 于 |zo| 与 RR 之 间 , 那么 就 也 可 以 算 作 |z| < p; 于 是 


2 1 


[cn (2 + zo + 2 | <n.le|. pl. 


级 数 > 了 nlenjp” ”收敛 , 因为 p 小 于 RR, 而 RR (如 我 们 前 所 指出 的 ) 也 是 级 数 > > menzn 的 
收敛 半径 . 在 此 情形 下 , 应 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 我 们 就 肯定 了 级 数 (2) 的 一 致 收敛 性 ; 当 其 中 
z 一 z0 时 , 可 以 逐 项 取 极 限 , 这 就 导出 了 我 们 所 要 求 的 结果 . 

由 此 即 已 推 知 , 第 438 目的 定理 9° 与 10? 也 可 以 原封 不 动 地 搬 到 复数 的 情形 里 来 . 

因此 , 在 收效 图 以 内 , 窜 级 数 之 和 及 其 各 阶 导 数 尽 丝 连续 , 换 句 话说 , 如 果 我 们 将 函数 按照 z 
的 攻 次 展 为 级 数 , 则 离 原 点 最 近 的 函数 的 间断 点 与 原点 的 距离 , 就 是 这 个 展 式 的 收敛 半径 的 自然 
界限 . 

在 级 数 


1 
1 一 Zz 十 2 一.… 十 (一 1)"z” 十 .…= ] Tz 


的 情形 中 , 这 样 的 点 就 是 z 二 -1 这 一 点 是 在 实 轴 上 的 , 所 以 我 们 早 也 就 明白 , 函数 -一 的 展 
式 的 收 伍 半 径 不 能 大 于 1. 而 级 数 


2 4 n .2n 1 


的 情形 则 是 另外 一 样 , 在 虚 轴 上 , 距 原点 为 1 的 点 z = 1 处 , 级 数 的 和 数 有 了 间断 点 ; 若 仍然 是 
在 实 轴 上 , 则 沿 着 实 轴 , 函数 5 以 及 其 各 阶 导数 皆 是 连续 的 , 就 无 法 可 以 理解 何以 其 展 式 的 
收敛 半 径 是 等 于 1 

把 实 变量 的 实 函数 转 到 复数 域 里 面 去 的 时 候 , 常 有 助 于 理解 其 展 式 之 具有 某 些 特点 的 真正 原 
因 ; 这 一 类 的 例子 我 们 在 下 面 还 会 碰 到 . 
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最 后 , 我 们 指出 , 所 有 的 短 级 数 运算 法 则 [445], 并 于 以 级 数 代 入 级 数 的 定理 [446], 关于 级 数 
除法 的 定理 [448], 以 及 末尾 关于 短 级 数 的 反 演 的 定理 [45 了 , 在 此 处 尽 丝 保持 有 效 ; 其 中 一 些 形 
式 化 的 证 明 , 对 于 复数 寡 级 数 也 是 完全 适用 的 . 


457. 指数 函数 ”我 们 在 第 404 目 (11) 业已 看 见 , 展 式 


a rz x 人 
e de 
对 于 任意 的 实数 x 痢 成 立 .， 倘若 在 这 个 级 数 里 将 实 变量 xz 换 为 复 变 量 z = z 十 yi, 则 得 出 级 数 
Foy a 大 于 这 个 级 数 我 们 已 经 知道 [456] 它 收 你 了 , 就 是 说 在 整个 复 变 数 平面 上 , 它 有 确 
定 的 有 限 和 . 根据 定义 , 就 将 它 的 和 取 作 指数 函数 ez 对 于 任意 复数 z 的 值 , 就 是 说 , 命 
2 入 
抱 一 1 十 林 十 而 十 入 十 厅 十 和 (3) 
这 个 定义 , 如 我 们 在 前 面 看 见 的 , 并 不 与 实数 指数 情形 下 的 普通 定义 冲突 , 而 是 其 自然 的 推广 . 
如 大 利用 老 级 数 相 乘 的 法 则 , 那么 便 与 在 第 390 目 6) 中 一 样 , 很 容易 肯定 : 对 于 任意 的 复数 
值 密 写 交 有 朋 
Be st . (4) 
因而 指数 函数 的 这 一 特性 在 复数 域内 仍然 得 以 保持 . 
申 数 e* 在 全 平面 上 是 连续 的 , 不 仅 如 此 , 它 还 具有 各 阶 导 数 ; 逐 项 微分 其 定义 级 数 , 便 得 


人 


恰 和 以 前 是 一 样 的 . 
放 z=2+3% 其 中 7 与 9 为 实数 ;在 (4) 中 把 z 换 成 zx, 而 把 z 换 成 yi, 我 们 便 有 


2 3 4 2n 27n 十 1 
We ee A _])"_Y js 
5: We A el) dl) (nt 
2 4 2n 
| 
el ly ) 
3 2n++1 
| n yy 。 
a a ee 
OE 


我 们 看 出 上 式 中 的 两 个 级 数 就 是 cosy 与 siny 的 展 式 [404,(12) 与 (13)], 这 样 一 来 , 我 们 便 导出 
了 一 个 很 值得 注意 的 公式 


vy 


ey = cosYy + isinw, (5) 


此 公式 系 由 欧 拉 所 首先 创立 ; 因此 , 例如 有 


去? ， TY 


2, 


> 第 十 二 章 呆 数 序列 与 水 数 级 数 [458] 


于 是 如 果 > = Z 十 妈 , 则 
ez = ez(cosy + isiny)®; (6) 
我 们 看 出 ， 
ez = ert) |e*|,y = 1(z) = Arge”. 
因为 对 于 任何 实数 rz,ez > 0, 所 以 对 于 任何 复数 z,e” 均 非 0. 
将 (5) 中 的 y 换 成 -y, 再 利用 两 个 公式 的 相 加 与 相 减 , 就 得 出 : 以 纯 虚 变 量 的 指数 消 数 来 表 
达 实 变量 的 三 角 昭 数 的 关系 式 


ev 十 ee YY! | eg = ev’ (7) 
,Sin 1 二 一 一 一 一 一 
vy D7 了 


COS 2/ 二 


在 下 文中 我 们 还 将 回头 来 讲 这 一 值得 注意 的 事实 . 
假若 在 等 式 (6) 中 , 将 y 换 作 y 十 2r, 则 等 式 右 侧 的 值 (也 就 是 说 等 式 左 侧 的 值 ) 不 变 ; 换 名 
话说 ， 


a 一 e”, 


即 指数 函数 乃 是 具有 纯 虚 周期 2ri 的 周期 函数 ， 

很 容易 证 明 , 除了 2kri(% 为 整数 ) 形状 的 周期 以 外 , 函数 e* 不 能 再 有 其 他 的 周期 . 事实 上 , 候 
若 e*+2 二 e*, 则 ( 命 z=0)e” = 1 比如 说 设 w= a+[Bi, 那么 [参看 (6)] e*(cos B+isin6)=1; 
由 此 ex 二 1 即 o==0, 其 次 cos 8 = 1,sin6 ==0, 故 6 = 2k7r, 是 即 所 欲 证 者 . 

现在 我 们 知道 了 e+? = 1, 于 是 才 弄 明白 何以 孙 数 1 展 成 震级 数 [449,(12)] 时 只 有 收 
伊 半径 2r; 虽然 在 实 轴 上 沁 数 一 一- 并 没有 什么 特异 之 处 足以 解释 这 一 点 , 然而 在 虚 轴 上 却 有 着 
使 得 函数 化 为 无 穷 的 那样 的 点 , 并 且 其 中 与 原点 相隔 最 近 的 恰好 就 是 在 距离 2r 处 的 感 z 二 土 27i. 

与 指数 函数 推广 到 任意 复数 指数 的 情形 相关 连 , 我 们 回想 一 下 在 第 138 目 与 第 407 目 所 研 
究 过 的 一 个 有 趣 的 图 数 : 


f(z)=e 让 (z#0),f(0)=0. 
虽然 这 函数 本 身 以 及 其 各 级 导数 在 实 轴 上 , 包括 点 x = 0, 都 是 连续 的 , 但 无 论 在 零点 的 怎样 一 个 
邻 域内 , 却 总 不 能 将 此 函数 按照 x 的 寡 次 而 展开 ; 这 在 转换 到 复 变 量 z = zx + yi 的 时 候 , 就 直接 
变 为 显而易见 的 了 ， 实 际 上 , 当 z 0 时 , 函数 e- 立 (z 关 0) 是 甚至 连 极限 也 没有 的 , 因为 例如 
在 沿 着 虚 轴 趋 近 于 索 时 , 即 z = yi 而 y 一 0, 则 有 


Be Ga 一 00. 
458， 对 数 函 数 ”我 们 取出 任意 一 个 非 零 的 复数 ww, 而 我 们 所 提出 的 问题 就 是 要 找 数 z, 使 
6 ”== 
(我 们 知道 , 当 w = 0 时 这 个 方程 是 无 解 的 ). 这 样 的 数 > 就 称 为 w 的 (自然 ) 对 数 ， 并 用 等 号 . 


z= Lnvw (8) 


@ 也 可 以 将 这 个 等 式 给 作 复 变量 的 指数 函数 的 定义 ; 于 是 (4) 可 由 余弦 与 还 弦 的 和 和 角 定理 推出 . 
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来 记 . 
在 负 二 7T(cos0 十 isin0), 并 令 zz 二 工 十 i, 则 根据 (6), 方程 (8) 分 解 为 这 样 三 个 方程 : 


e =7, Cosy = cos0, siny = sinb. 


由 此 
ZX 二 ln7, y= 二 0 十 2kn (k 为 整数 ). 


我 们 就 得 到 结论 :w(w 关 0) 的 对 数 永远 存在 , 等 于 


Lnw = lnlw|+t+i: Argw = nw| + i.argwy + 2kn, (9) 
并 且 因 而 力 是 多 值 的. 不 过 根据 指数 函数 的 周期 性 , 也 很 容易 预料 到 这 一 点 . 取 上 大 = 0, 我 们 便 得 
到 所 霄 的 对 数 主 值 : 

Inw = ln|w| + i. argw, (10) 
其 符 扣 就 在 于 : 其 虚 部 含 于 区 间 (一 x,7] 之 内 ， 
-Xx <In(nw)<n. 
例如 , 我 们 有 
In1=0,Lnl= 2k7i;ln(—1) = ni, Ln(—1) = (2k + 1)7ilni = 3 Lni = 十 二 等 等 . 


w 变化 时 , 公式 (10) 表示 多 值 对 数 函 数 Lnw 的 主 支 . 在 不 同 的 整数 值 之 下 , 根据 公式 
Lnvw = Invw 十 2k77, 


就 得 到 其 他 的 一 些 支 . 
个 难看 出 , 在 除 掉 原点 及 实 轴 上 负 的 部 分 以 外 的 整个 复 变数 w 的 平面 上 , 函数 (10) 都 是 连 
缕 的 . 当 忆 = 0 时 的 不 连续 性 , 是 无 法 避免 的 , 因为 当 w 一 0 时 , 显而易见 ,Inw -oo, 负 实 
值 wo = uo < 0 的 情形 则 又 是 一 样 . 这 里 所 发 生 的 不 连续 现象 , 在 某 种 意义 上 , 乃 是 人 工 造 成 的 ， 
因为 我 们 的 条 件 是 要 将 argw 取 在 区 间 (一 7,7] 之 内 . 当 w = 0, 而 令 炙 == 久 十 vi 一 wo 时 , 则 
argw 一 二 argwo, 而 假如 其 中 < 0, 则 argw 一 一 x. 如 果 我 们 从 第 二 象限 的 主 支 Inw 过 渡 到 
第 三 象限 的 另外 一 支 mw 十 2xi, 那么 连续 性 就 可 以 恢复 , 这 样 一 来 , 我 们 为 了 要 想 避 免 多 值 性 而 
将 多 和 值 盟 数 分 割 成 一 些 单 值 的 支 , 同时 就 对 每 一 个 单独 的 支 造 成 了 不 连续 点 . 而 反之 , 从 一 支 过 渡 
到 为 外 一 文 时 倒 是 连续 着 的 . 复 平面 的 值得 注意 的 独特 之 处 , 就 在 于 多 值 函数 不 同 的 各 支 间 的 这 
种 关系 上 , 这 是 与 定义 在 实 轴 上 的 多 值 实 函数 没有 共同 之 点 的 . 
根据 关于 反 峭 数 导数 的 一 般 定理 , 我 们 有 ( 除 掉 不 连续 点 以 外 ) 
(In w)’ = Ey - 二 - 一， (11) 
将 w 换 成 1 + w, 我 们 来 研究 函数 > = In(1 十 ww)(w 关 一 1). 这 时 
=e =1+twv=1+) 三 因而 w= 》 二 


nl 


元 二 1 nn 三 1 


包 此 处 表示 正 数 > 的 普通 自然 对 数 . 


. 442 . 第 十 二 章 项 数 序列 与 函数 级 数 [458] 


由 此 推 知 , 对 于 充分 小 (对 于 绝对 值 而 言 ) 的 w 值 , 遇 数 z = In(1 十 ww) 可 依照 w 的 窜 次 展 为 级 
数 : 
2 一 轴 十 cat 十 ca 十 十 cn 十 …- 
这 个 了 消 数 对 于 岂 的 导数 便 可 以 表 成 级 数 : 
In(1 十 w)] 二 1 十 2c2?0 十 3c3w” 十 .…… :十 JrCn 0 一 十 ... 
同时 , 由 于 (11), 它 又 可 以 表 成 这 样 : 
nN) = 


1 二 +w 
比较 这 两 个 展 式 , 便 可 看 出 


2c2 = —1, 3c3 = 1,:…., Nncn = (—1)”  ,... 
由 此 | | 上 
co Gen 一 (CD 
因而 , 最 后 , 在 原点 的 邻 域内 我 们 便 有 展 式 : 
n+ 四 onDnci (12) 


2 3 
很 容易 验证 , 所 得 到 的 级 数 具 有 收敛 半径 RR = 1. 我 们 已 经 知道 , 对 于 足够 小 的 z, 级 数 和 数 
是 对 数 的 主 值 In(1 + w); 是 不 是 在 整个 的 圆 'w| < 1 里 总 是 这 样 呢 ? 
因为 级 数 (12) 形 式 上 满足 等 式 


所 以 当 级 数 (12) 收敛 时 , 也 就 实际 上 满足 这 等 式 , 这 样 一 来 , 在 整个 圆 |w| < 1 之 内 , 级 数 (12) 
的 和 便 一 定 是 Ln(1 + w) 的 值 中 的 一 个 ; 现在 所 有 问题 就 在 于 : 是 不 是 永远 恰好 就 是 主 值 呢 ? 

如 果 |w| < 1, 那么 数 1 十 w 所 表示 的 点 便 在 以 点 w = 1 为 心 而 半径 为 1 的 图 的 内 部 , 所 以 
arg(1 十 忆 ) 介 于 一 与 3 之 间 , 而 Arg(1 +w) 其 他 的 值 则 在 区 间 


(- 辽 -了 ) (一干 ) 
2 2/ 八 2 2/ 
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(7) (2) 
之 内 . 级 数 (12) 的 和 的 虚 部 即 是 Arg(1 + 也)[ 参 看 (9)]. 对 于 足够 小 的 w = ww 十 vi, 虚 部 为 主 值 
arg(1 十 山 ), 就 是 说 包含 于 一 与 了 之 间 ; 而 同时 虚 部 是 v 与 v 的 连续 函数 , 不 能 跳 到 其 他 上 
述 区 间 之 内 , 因 之 , 对 于 所 有 的 |w| < 1, 它 都 恰好 等 于 主 值 arg(1 十 ). 由 此 得 以 证 明 , 等 式 (12) 
在 整个 圆 |w| < 1 内 部 成 立 . 
在 (12) 中 将 w 换 为 -~ 并 从 级 数 (12) 减 去 这 样 得 到 的 级 数 , 我 们 就 得 出 有 用 的 展 式 呈 : 
1 ， 1 十 包 wy” Ww 


一 一 1 
2 wv vt tt ta (13) 


或 


这 个 展 式 适用 于 |w| < 1. 
@ 因 为 差 数 jn(i+ 由 -In(i 一 四) 的 虚 部 介 于 -r 与 r 之 间 , 所 以 这 个 差 数 刚好 就 是 主 值 n 也 
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459. 三 角 通 数 及 反 三 角 函 数 ”我 们 知道 [404(12) 与 (13)], 对 于 实数 x， 函数 cos zx 与 
sinz 可 表 为 以 下 的 级 数 : 


2 2 刀 oo 27.—1 
nv 。 _1\72—I 之 
cosz =1+ 》 ( 1) py sinz= > ( 1) Qn 
n=1 n 二 1 


很 目 然 的 , 对 于 任意 复数 z 的 函数 cos z 与 sin z 就 用 类 似 的 级 数 


OO on CO 
_ nn 之 。 _1Y7—1 之 
cosz 二 1 十 00D 37 Sinz= (—1) Gn 1 (14) 


来 定义 , 此 二 级 数 在 变量 z 的 全 平面 上 都 收敛 . 

这 种 引进 三 角 函 数 的 方法 , 对 于 我 们 已 经 不 是 新 的 了 : 在 第 443 目 中 , 还 在 实数 域 里 的 时 候 ， 
我 们 就 已 经 (为 了 讨论 这 些 分 析 上 重要 的 函数 时 不 用 到 几何 ) 应 用 了 这 种 方法 . 仿效 那里 所 作 的 
论证 , 就 可 以 在 这 里 也 建立 起 余弦 与 正弦 的 和 角 定 理 , 化 简 公式 , 周期 性 , 以 及 它们 的 微分 法 (但 
已 是 对 于 复 值 自 变量 而 言 了 ). 

人 不 过 要 得 出 那些 结果 , 还 可 以 利用 其 他 的 办 法 一 一 建立 三 角 函 数 与 指数 函数 之 间 的 关系 . 即 
征 把 第 457 目 中 对 于 z = yi 所 作 的 加 以 推广 , 就 可 以 对 于 任意 的 复数 z 都 得 出 [参看 ( 引 ] 


et 一 cosz 土 i. sin %, 


而 由 此 推 知 [参看 (7)] , 
ez 十 e 一 2 | ez?t eZ? 
SINZ 一 


2 21 (15) 
这 些 公 式 束 将 三 角 函 数 的 研究 工作 完全 化 成 指数 函数 的 研究 工作 [可 以 不 用 (14), 而 用 (15) 给 出 
三 角 函 数 的 定义 ]. 我 们 建议 读者 根据 公式 (15), 以 重新 证 明 以 上 所 提 到 的 余弦 及 正弦 之 各 项 性 质 ， 
并 且 再 确定 :1)cosz 与 sin z 除 掉 2kr (k 为 整数 ) 以 外 , 没有 其 他 的 周期 ,2) 这 两 个 函数 的 全 部 的 
根 尽 皆 是 实 的 . 
如 各 在 (15) 中 取 z = vi(y 是 实数 ), 则 得 出 
ev 十 evY ev _ ee Y 


COS Y1 二 = chy, sin vi = 


这 样 一 来 , 就 建立 了 实 变量 的 双 曲 线 函 数 与 纯 虚 变量 的 三 角 函 数 之 间 的 直接 关系 . 有 趣 的 是 : 注意 
cos yi 旋 是 实数 , 恒 大 于 1. 
现在 , 利用 和 角 定 理 , 可 以 写 出 


COSZZ 一 


-1 = ishy. (16) 


cos(Z + yi)=cosz.cosyi— sinz .siny, 


sin(Z + yi)=sinz.cosyit cosxz.sinyi 
或 [注意 (16)] 


cos(Z + Yi)=cosr:chy— 1i.sinz.shy, 


sin(Z + yi)= sing.chy +i:coscyr.shy, 


而 由 此 , 余弦 与 正弦 就 分 成 实 部 与 虚 部 了 . 
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函数 tgz 与 ctgz 是 用 公式 


COS 之 ez2 十 e 一 2 
之 % 一 之 2 
COS 之 e” 十 e€ 
ctgz = = (z kT) 
SIN 之 EZ24 一 已 一 2 


来 定义 , 它们 具有 周期 元 
将 第 449 目 中 所 得 到 的 tgz 与 x .ctgz 的 展 式 中 的 实 变数 z, 换 成 复 变数 z 以 后 , 仍然 保持 
有 效 .x .ctgz 与 z .cthz 展 式 的 相似 之 点 , 如 果 考 虑 到 从 (16) 推出 的 关系 式 


tgyi =1i:thy, ctgys = 一 2 cthy, 


那么 就 会 成 为 完全 显然 的 了 ， 
在 反 三 角 函 数 中 , 我 们 选 反正 切 函 数 与 反正 弦 隐 数 来 讲 
由 于 三 角 函 数 化 为 了 指数 函数 , 因而 很 自然 的 就 预料 到 : 其 反 函 数 是 与 对 数 函数 有 关 的 ， 
我 们 从 某 一 项 注释 来 人 手 , 这 就 是 :w = tgz 不 会 取 值 为 +i( 这 一 点 由 反面 来 论证 就 很 容易 明 
白 ). 设 岂 关 二 6; 此 时 方程 


1 ez? 已 一 2 1 E221 | 
tgzZ 二 二 .一 一 一 一 一 = 


7 ezi 十 e 一 2 2 e227 二 1 


可 以 解 出 z 来 : 
2 工 十 也 so Lnltw 
1] — wi 27i; 1— wi 
反 清 数 Arctgw 这 样 的 一 个 表达 式 , 显而易见 , 和 Ln 一 起 都 是 无 穷 多 值 的 . 
如 果 对 数 取 其 主 值 , 那么 我 们 就 得 到 反正 切 的 主 值 


arct ww- Lmnitw 
B87 97 1 wi 


(w #¥ +), 


其 特点 就 在 于 其 实 部 是 包含 在 区 间 (一 ,三 ) 里 
-5 < Re(arctgw) < 
根据 公式 
Arctgw 二 arctgw 十 kr (k 为 整数 )， 
就 得 出 其 他 的 值 . 
在 级 数 (13) 中 , 用 wi 去 替换 w, 我们 就 得 出 反正 切 的 主 支 的 展 元 
3 27n.—1 
arctgw 一 包 一 全 (CD 十 ……: 
此 展 式 对 于 |w| < 1 成立 2. 
最 后 , 我 们 来 看 方程 
sinz 二 二 ~” 二 
22 


” @ 当 w= 二 时 , 函数 arctgw 就 成 为 co 
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对 于 z 的 解 
0 Oe ] 一 w?, 
由 此 推 知 
ZAIN -Ln(wi 土 V1l— w); 
在 这 里 我 们 也 得 出 了 无 穷 多 值 函 数 。 
我 们 限制 取 对 数 的 主 值 : 
让 > In(wit 1 — w?). 
当 == 十 1 或 w= 一 1 时 , 根 式 成 为 0, 我 们 便 分 别 得 出 z = 5 玉生 和 碘 取 这 两 个 值 作为 
反正 弦 的 主 值 . 现在 设 w 了 土 1, 则 在 我 们 面前 就 有 两 个 z 值 可 供 选择 . 显而易见 ， 


(Wit Vi- wi Vw)= -1, 


于 是 


> ln(wi+ V1 一 2w?)+ = In(ui a 
Re (2 In(wi+ wl 一 十 及 e (nu 一 V1 -3)) = 
i 


同时 其 虚 部 仅 相差 一 符号 , 因为 每 一 个 实 部 潍 不 能 出 于 限制 区 间 (一 x, x], 故 其 中 仅 有 一 个 @ 是 被 
包含 在 -了 与 5 之 间 ; 其 所 对 应 的 反正 弦 的 值 就 取 作 主 值 . 只 有 在 两 个 实 部 秋 等 于 工 或 - 工 的 
情形 下 , 是 个 例外 ; 此 时 便 将 具有 正 虚 部 的 值 取 作 主 值 @. 可 以 说 , 限制 条 件 就 是 : 反正 弦 的 主 值 
要 由 条 件 


因而 即 有 


3 < Relarcsin ww) < 


| 


不 难 验 证 , 其 他 的 值 可 表 成 公式 


Arcsinw = arcsinw + 2k7， Arcsinw 二 (2k 十 1)7 一 arcsinw  (k 为 整数 ). 


人 在 最 末尾 我 们 提 一 下 arcsinw 依照 w 寡 次 的 展 式 . 在 实 变量 的 区 域 中 , 我 们 已 经 看 到 了 对 于 
级 数 


3 2n.—1 
化 化 
et Ce 二 一 工 n—l sm vw 4 
0 (Sy oe 
[ 它 表示 sin z| 加 以 反 演 即 得 级 数 
L: (mT wy 
DD 


[ 它 表 未 arcsinzx; 参看 440,3)]. 因为 在 复数 的 情形 中 , 系数 的 确定 是 完全 一 模 一 样 的 , 所 以 显然 
可 见 , 反 演 级 数 


3 yo a zn—1 
We 
多 仪 有 一 个 而 且 必 有 一 个 一 一 译 者 注 . 


四 例如 arcsin2 = 和 十 ?ln(2 + V3). 
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2 二 局 w 1.3 wo .Qn— DD | 
5 2npll 27 十 1 


其 收敛 半径 RR = 12%; 当 |w| < 1 时 , 它 给 出 Arcsinw 的 一 个 值 . 我 们 证 明 ， 这 恰好 就 是 主 
值 arcsinw. 实际 上 , |Re(z)| 不 能 超过 
jz <14+i. 1 .13.1 十 . 
2 3 2. 5 2n1l 2n 十 1 2) 
由 此 即 推 得 所 要 求 的 结论 . 
460. 乘 方 函数 设 a 与 5 为 两 个 复数 , 其 中 a 关 0. 此 时 乘 方 a? 的 定义 是 这 样 的 : 
ob — cbrna _ Pb(ln a 二 2k71) (k 为 整数 )， 


因此 乘 方 一 般 说 来 乃 是 多 值 的 . 当天 = 0 时 , 就 得 出 所 谓 的 乘 方 主 值 : 


b blnoa 
a 三 0 。 


为 了 不 致 发 生 混 淆 , 有 时 将 乘 方 的 一 般 表 达 式 按照 柯 西 的 记 法 , 记 成 这 样 : 
((a))" 一 0 . pK™b% (k 为 整数 ). 
若 5 等 于 整数 , 则 第 二 个 因子 成 为 1: 在 此 情形 下 , 乘 方 仅 有 一 个 值 . 当 5 是 不 可 约 简 的 有 理 
分 数 (9 > 1) 时 , 则 乘 方 就 恰恰 有 g 个 不 同 的 值 . 最 后 , 当 b 是 任何 其 他 的 值 时 , 乘 方 的 值 就 构 
成 无 穷 集合 . 
例如 ， 
2 一 etm2 二 cos(In2) 十 i.sin(In2),((2))* = 2'.e 7 (5 为 整数 )， 
2 一 e’ lni 一 ce 一 全 ， ((2))’ _ ee 一 (4K 二 1) (k 为 整数 ). 
若 m 是 任意 的 常 复数 , 则 一 般 说 来 , 乘 方 函数 ((z))” 力 是 多 值 的 . 其 主 支 为 (z 关 0) 乌 


yz — e™'ln 之 | 


由 关系 式 
(1 十 z)™ _ eln(1l+z) 


出 发 , 与 在 第 447 晶 ,2) 中 完全 同样 地 , 可 以 得 出 二 项 式 级 数 : 


(二 am 二 Lmet DD 
假如 |z| < 1@ ， 则 此 级 数 对 于 任意 的 复数 m 都 是 收敛 的 , 并 且 从 得 出 这 个 级 数 的 方法 的 本 身 就 


可 看 出 , 这 级 数 恰好 就 表达 二 项 式 乘 方 的 主 值 . 阿 贝 尔 阿 贝 尔 曾 经 研究 过 这 个 级 数 . 


中 当 w= + 时 , 反正 弦 的 导数 = 的 连续 性 被 破坏 了 . 

四 如 果 R(m) > 0， 人 2 一 = 5 葵 定 2m 一 0. 

四 当 zx = -1 时 ， 乘 方 (1 )” 本 身 或 其 充分 高 阶 的 导数 一 定 会 有 间断 点 ; 而 m 等 于 0 或 目 然 
数 时 , 则 为 唯一 的 例外 . 
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CC 


461, 例 在 本 目 中 , 我 们 用 若 于 实例 来 显示 出 , 复 变量 及 其 初等 函数 如 何 来 为 实数 分 析 服 


务 . 


1) 如 果 将 函数 y = 一 表 成 


的 形状 , 则 其 各 级 导数 便 很 容易 求 得 . 即 


Dn 1 1 1 
4 ba DD) ( 1) ee | 


(—1)”™ no)! (z+ i — (zi)" 


21 2+)" 
-CD | "1 nn Dn 2) | 
| 
例如 ， 
(2 ) - ,52 ~ 10%_ + 1 
2Z2 十 ] (z 十 1)5 


显 而 乌 见 , 同时 也 就 得 出 了 函数 arctg z 的 各 阶 导数 [参看 116,8) 与 118,4)]. 
2) 通过 指数 函数 以 表 出 余弦 与 正弦 的 欧 拉 公式 , 可 以 多 方 利用 . 例如 , 我 们 要 想 找 和 数 


人 
3 二 > COS kz 
1 


的 简短 表达 式 , 这 问题 可 以 简化 成 几何 级 数 的 求 和 问题 : 


— 1 . Le 一 大 人 

3 一 5 | e' 十 》 eE 
1 1 

C= el(nt+1)zi ez 一) 


1 一 er? 下 1 一 一 Zi; 


3) sin2 与 cosx 的 正 整 数 次 方 , 以 及 它们 的 正 整 数 次 方 的 乘积 , 都 可 以 表 成 倍 角 的 正弦 与 余 
弦 的 线性 组 合 . 先 依 牛 顿 二 项 式 展开 以 下 表达 式 : 


nn , hh 

0 e+ ee 一 ZX 本 ezz | e Zi 

Sin ， 7， 三 | 一 -一 一 ， C0s 2 二 | 一 一 一 . ， 
22 2 
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仍然 再 利用 欧 拉 公 式 , 这 问题 就 很 容易 的 得 以 解决 . 例如 ， 


， 1 sk 2 TL, 一 工 1 一 SZ2 一 5Z1? 
sn TY 一 一 (e — 5es” 十 10e 一 10e "+5e *— e 3) 
321 
_1 C= Gm se 四 ee ， ez 四 = 
16 21 22 22 


1 
一 js (Sin 57¢ — 5 sin 37 + 10 sin 7); 


四 , 4 本 四 
4 . 3 e”’ 十 e ITZ er e TL 
cos XsSin X=| 一 一 一 -一 一 
2 22 


1 rt 一 202 Zz1 一 了 2 
=— (ee )(e” 十 e ”) 


1 7 < gs . 2 oe 四 
_ (e Ti | oT 3e6 Ti _3ec 4 3e zz 二 3e 37i _ S57 _ 6 27) 


1 
= p47(sin ?r+ sin5e 一 3sin3z 一 3sinz). 


也 可 以 建立 出 一 般 的 公式 : 


v 一 上 
(a) sin” z= 和 fcosayz — 2v cos(2v ~ 2)s 
2v (2v 一 1) C+) 
2 Dy 一 —... 
rp 1 .2 


_1)” 
(6) sin”t’z= 3 {sin(2v + 1)z — (2v+1)sin(2v — 1)7 


(2v + 1)2v . (2 十 1)27. (十 2) . | 
sinf27 一 十 (2 
十 T 5 sin(2v 一 3)Z 十 .… 十 (一 1) 1 sin zy， ， 
， 1 | 
(B) cos zo = 3 {eosne tncos(n = 2)s+ PS cos(n— 4)e+ } 


此 处 公式 (Ba) 中 后 面 的 项 有 以 下 的 形状 : 


或 (2v + 1)2v:..(v + 2) 


1 
2 1.2.. .7 1.:2...v 及 铺 光 


到 压 是 哪 一 种 就 得 看 ns = 2v 呢 , 还 是 n= 2v 十 1. 
当 积 分 时 , 这 样 变换 形状 是 很 有 利 的 [参看 287]. 


[461 85， 复 变量 的 初等 项 数 . 449 . 


4) 积分 学 中 (有 关于 求 原 函数 的 ) 一 些 最 简单 的 公式 , 可 以 推广 到 实 变量 或 复 变 量 的 复 值 盟 


数 63). 
| ec cos bzxdz, | ec sin bxdz. 
此 问题 即 等 价 于 要 求 出 积分 


假定 要 求 出 积分 
/ e (cos bz + isinbz)dz = / Be 


而 根据 基本 公式 , 此 积分 等 于 


1 (abiyz Cos bz + isin bz aa 
— pe 一 一 一 6 


a 十 bb 4 十 2 
加 Qcosby + bsinbz a ya asinbzx — becosbr ,x 
02 十 六 2 0 


令 实 部 与 虚 部 各 各 相等 , 就 得 到 我 们 所 已 知 的 积分 [参看 271,6)] 


形 如 
| 三 5 
的 积分 (其 中 P(z) 是 整 多 项 式 ) 的 计算 公式 [271,4)], 也 可 以 推广 到 复数 a 的 情形 . 此 时 不 仅 是 
积分 [271,4)] 
| Pl eos bzwdz, | Pl sin bods, 
而 且 连 积分 [289] 
P(xz)e®” cos bzrdz, /ae sin bxdz 
也 都 可 以 归结 到 上 述 积分 
5) 对 数 孙 数 与 反 三 角 隔 数 之 间 的 关系 , 使 得 积分 学 中 许多 看 来 似乎 全 然 不 同 的 公式 , 可 以 合 
并 到 一 起 , 并 且 还 能 够 建立 出 新 的 公式 来 . 例如 , 积分 
人 和 1 TX—a dz 1 党 
| a i Be 及 / a ~arctg— 
63) 注 意 , 远 非 所 有 与 原 函 数 有 关 的 公式 当 从 实 函 数 变 为 复 函 数 时 仍 保持 有 效 . 例如 容易 证 实 , 公 
式 ] 至 = 中 +C 不 可 能 推广 到 实 直线 范围 之 外 的 不 论 任何 地 方 ; 不 但 如 此 , 对 复 变量 z 的 函数 


in |z| 在 任何 地 方 都 不 可 微 (不 排除 实 轴 上 的 点 ). 类 似 地 , 等 式 | - =Inlz+dl+C (其 中 假设 
变量 z 是 实数 ) 中 一 旦 数 a 不 再 是 实数 , 等 式 便 失效 (同时 也 数 In|z + oa| 对 复数 a 关于 实 变量 x 


仍然 是 可 微 的 ) 
然而 对 于 初等 函数 的 原 函 数 的 基本 公式 , 依靠 已 经 证 明 的 对 导数 的 公式 , 在 复 变量 时 的 情形 是 容 
易 验 证 的 . 特别 地 , 由 于 已 知 的 公式 (In)' = 二 其 中 In 表示 对 数 的 主 值 ,我 人 有 /学 =mz+C 
同时 z 可 以 在 复 平面 上 不 包含 实 轴 上 区 间 (oo,0] 的 任意 区 域 D 的 范围 内 变化 . 关于 区 间 (一 co, 0 
的 约定 是 本 质 的 : 在 这 个 区 间 的 点 处 , 对 数 主 值 受到 间断 , 而 导数 (in z)' 不 存在 ， 

进一步 验证 所 遇 到 的 对 于 原 函 数 的 公式 以 及 关于 每 一 个 公式 应 用 区 域 的 相应 约定 的 工作 留 给 读 
者 (注意 , 在 一 系列 公式 中 , 应 用 形 如 「 f(z)dz = F(z) 的 记 法 一 一 没有 任意 常数 ; 这 种 记 法 意味 
着 , 函数 下 是 对 /的 原 函 数 ) 

更 为 详尽 的 复 函数 的 积分 是 在 专门 的 复 变 函 数论 的 教科 书 中 加 以 研究 . 

64) 此 处 变量 x 假定 是 实 的 


二 章 项 数 序列 与 函数 级 数 [461] 


* 450. 第 十 二 章 
或 
/ js 一 In(z 十 Va2 十 Z2) 丸 = arcsin—， 
由 于 将 x 替换 为 xi, 就 可 将 其 中 的 一 个 归 人 于 男 外 一 个 5). 
6) 分 离 已 知 的 复数 展 式 中 的 实 部 与 虚 部 , 有 时 可 以 很 简单 的 得 出 实数 域 里 有 用 的 展 式 . 
(a) 取 级 数 (|z| < 1) 
馆 nN 
一 之 > 
亿 一 工 


并 设 z = r(cos0 +ising). 在 右 侧 我 们 得 到 级 数 


T (cosmb + isin 70)， 


Bal: 


n 二 1 


而 在 左 侧 则 得 到 表达 式 
7r(cos0+ising) 和 cos 日 一 7 rsSin 0 
(1—rcos0) —irsing 1—2rcos0+7r?2 1—2rcos0+72? 
等 式 两 侧 实 部 , 虚 部 分 别 相等 (并 消去 7), 我 们 便 导出 形式 


CosO 一 i 

ee COS nO. 

1 roos0 7 en 
OO 


~ sinnb. 


1 一 27cos0 十 7 — 


[参看 440,11) | 


(6) 对 于 对 数 级 数 
In(1 — z) = EE 【区 证 
n= 二 1 
也 来 如 法 炮制 , 便 得 到 : 对 于 > < 1|[ 参 看 440,(1)| 
oe — 2rcos0 二 r 人 = = RE 
rsinO n sinn0 
MET rcos0 所 n 
级 数 仍然 收 伪 EA 2)]， 故 可 利用 阿 贝 尔 定理 
0 


ln 2 sin 一 
n2sin =, 


和 因为 当天 二 工 国 ;看 促 之 三 


设 0<0< 
[437,6°], 取 7 一 1 一 0 时 之 极限 . 在 涉 一 个 式 子 的 左 侧 我 们 得 到 = ee — 2c080) = 


而 在 后 一 个 式 子 的 左 侧 则 得 到 arctg (se5) = = arctg (te 本 -) = e - 因而 我 们 就 有 


0 2 cos720 TT—0 = sin 720 
In 2sin 了 > a : (9 攻 业 半 计 有 
变量 z 应 当 认 为 是 复 的 . 使 所 给 例子 的 公式 成 立 的 
a 去 


65) 为 使 所 给 蔡 换 是 正确 的 , 所 列举 公式 中 的 
复 平 面 的 区 域 , 可 分 别 根据 对 数 、 反 正切 、 反正 弦 与 平方 根 的 主 值 的 性 质 来 求 出 为 了 详细 , 读者 


应 参考 复 变 函数 论 的 教科 书 ) 


[462)] 86. 包 络 级 数 与 渐 近 级 数 . 欧 拉 -麦克 劳 林 公式 -451 ， 


[在 本 教程 第 三 卷 中， 我 们 还 将 碰 到 许多 值得 注意 的 三 角 展 式 .] 
7) 在 第 447 目 ,8) 中 , 我 们 已 见 到 了 展 式 


有 -1 DR) 1 
其 中 已 (z) 是 勒 让 德 多 项 式 . 当 z 在 -1 与 1 之 间 变 化 时 , 可 在 此 处 命 x = cos6 : 


(1 — 2a cos0 + oa”) -3=1 12 (cos0) 


现在 用 e%* 十 e-% 来 代替 2 cos 9; 我 们 便 得 到 


一 工 
2 


(1 — 2a cos0 + a’) 


将 上 式 中 两 个 级 数 按照 一 般 法 则 乘 出 来 , 再 令 两 个 展 式 中 ar 的 系数 相等 , 我 们 就 导出 了 Pu(cos 0) 
的 表达 式 : 


(27 一 DD)!!, nio —ni0 
2n1l (e 二 ) 十 


(2n—5)!! 1.3 
(2n—4)!! 2.4 


(2n—3)! 1 
(2 一 2)1 2 


(el™ 2) 十 en 32) 和 8) 十 . 


P, (cos 6) 一 (一 1 十 em 1 


现在 可 顺 次 将 括 弧 替换 为 2 cosnb, 2cos(m 一 1)9,2cos(n 一 2)0, 等 等 . 因为 这 里 所 有 的 系数 
都 是 正 的 , 所 以 非常 明显 , 当 0 = 0 时 , 也 就 说 是 当 z = cos0 = 1 时 , 这 个 表达 式 达 到 最 大 值 . 这 
样 一 来 , 利用 从 复 变 吸 数 范围 内 来 考虑 , 我 们 就 得 出 了 完全 属于 实数 域 的 结果 : 当 zx 在 区 间 [一 1, 1] 
中 变化 时 , 所 有 的 勒 让 德 多 项 式 蕴 在 端点 z= 二 1 处 达到 其 最 大 值 . 


86. 包 络 级 数 与 渐 近 级 数 . 欧 拉 -- 麦 克 劳 林 公 式 


462. 例 在 上 一 章 的 8§9, 我 们 介绍 了 对 发 散 级 数 的 “广义 和 ”的 一 些 重 要 定义 ,同时 也 知 
了 , 级 数 的 部 分 和 本 身 最 不 适 于 这 个 “和 ”的 近似 计算 . 现在 , 我 们 回 到 发 散 级 数 问题 , 但 完全 

是 为 一 个 方面 : 我 们 证 明 : 在 确定 的 条 件 下 , 在 一 定 的 范围 内 , 发 的 部 分 和 可 能 是 对 这 个 双 
效 “ 引 起 ”的 在 某 种 意义 上 的 数 的 最 好 的 近似 ,为 使 读者 预先 感受 到 在 近似 计算 中 应 用 发 散 级 数 
的 实际 重要 性 , 只 需 指 出 , 为 了 预先 计算 天 体 的 位 置 , 天 文学 家 习惯 于 使 用 这 个 方法 , 并 且 所 得 结 
果 的 准确 性 是 完全 令 人 满意 的 . 

我 们 力求 一 开始 用 两 个 简单 的 例子 来 解释 对 我 们 来 说 必要 的 概念 . 

1) 考虑 对 数 级 数 


2 3 nN nl 


化 化 人 刀 一 1] 化 
二 + 二 .了 (1 ”上 (一 1 
2 13 + (Ll) nt( ) 441 


. 452 . 第 十 二 章 函数 序列 与 沁 数 级 数 [462] 


已 熟知 [405]: 这 个 级 数 仅 对 -1 < x < 1 收敛 并 表示 哨 数 In(1 + x)， 在 这 个 区 间 之 外 (比如 
Zz > 1) 级 数 发 散 且 不 存在 和 . 然而 对 z > 1, 函数 In(1 + z) 的 拓展 与 这 个 发 散 级 数 的 一 个 截 段 有 
关 , 因为 按 泰勒 公式 


m+) =2 一 守 二 守 (0) 
其 中 余 式 ra(z), 比如 说 , 可 以 取 拉 格 朗 日 形式 [126]: 
] r+1 2 rt1 


结果 是 : 余 式 绝对 值 小 于 级 数 被 丢掉 的 第 一 项 , 并 同 这 一 项 有 相同 的 符号 .( 这 正 像 莱 布 尼 次 型 的 收 
敛 级 数 一 样 !) 于 是 在 x > 1 时 , 如 果 用 发 散 级 数 (1) 的 一 个 截 段 代替 In(1 十 x) 的 值 , 那么 我 们 
便 有 对 误差 的 合适 估计 (甚至 还 知道 其 符号 ). 为 了 数 In(1 十 Z) 的 近似 计算 , 可 利用 所 说 的 这 一 堆 
段 , 这 就 足够 了 ! 
当然 , 当 0 < x < 1 时, 随 nn 增 大 到 无 穷 , 误差 便 趋 于 0, 而 当 给 定 mw, 但 z 一 0 甚至 有 
rn (7) 
Tn 

即 误差 同 x 相 比 是 其 大 于 nn 阶 的 高 阶 无 穷 小 . 对 任意 固定 的 z > 1, 所 估计 的 项 本 身 随 n 的 无 限 
增加 而 增长 到 无 穷 大 , 因而 对 给 定 的 zx, 谈 不 到 依靠 n 来 使 得 误差 任意 小 , 然而 正如 估计 本 和 喘 所 表 
明 的 


— 0, BH rn (zr) 三 of(z )， 


ni 二 +1 
L 
n < 一 一， 


当 zx 充分 接近 1 时 , 仍然 可 以 作 到 使 误差 任意 小 ! 若 x 固定 , 但 接近 于 1, 则 级 数 (1) 的 诸 项 其 
至 在 x > 1 时 , 最 初 将 按 绝对 值 减 小 , 即 只 要 比值 
人 十 工 Nn 


I nN 、 1 
一 ~ :一 一 一 之 1, 号 < 一 一 一 
九 十 1 nn 刀 十 1™ 或 了 XC—1 


时 即 是 如 此 , 尔后 才 开始 增加 . 在 标号 普 一 瑟 (一 ) 截断 级 数 较为 有 利 : 这 时 对 给 定 的 zx， 
可 得 数 In(1 十 xz) 的 最 好 近似 . 

在 上 述 例子 中 , 所 研究 的 级 数 毕竟 在 -1 < zx < 1 时 还 是 收敛 的 .第 二 个 在 这 方面 富有 教 益 
的 例子 是 : 考虑 一 个 总 是 发 散 的 级 数 . 

2) 现在 设 (对 于 z > 0) 


其 中 0 < c < 1( 级 数 收敛 人) 


当 大 < zz 时, 我们 有 
1 _1 要 用 
t+k 和 2 7x3 x4 


可 是 倘若 & > z, 则 此 级 数 发 散 . 但 是 虽然 如 此 , 我 们 先 形式 地 将 此 展 式 代 入 定义 (x) 的 级 数 里 
去 , 再 归并 同类 项 即 由 此 得 出 级 数 


全 十 全 十 十 全 十 (2) 


[463] §6， 包 络 级 数 与 渐 近 级 数 . 欧 拉 -麦克 劳 林 公式 453 ， 


其 中 


A, 一 (一 1) ”一 > klok 
k= 二 1 


不 难 确 知 , 确定 各 系数 An 的 各 级 数 全 部 是 收敛 的 . 但 是 前 面 的 那个 级 数 却 显然 发 散 , 因为 


4hn|>n" “c” 即 | > me 
TX? ZX 
而 最 后 的 表达 式 当 n 一 ce 时 趋 于 oo. 
对 给 定 的 级 数 (2) 其 第 n 个 截 段 力 是 : 
， co 多 12 一 INKZY 一 1 
so=》 生 =-》 ec | 一 
vv 二 1 大 一 1 以 一 ] 
_ -- n+1k ce 
> + 1) | Tk 
因此 余 式 
Oo 大作 天 
7m(Z) 一 F(z) Sn (7) 一 (一 ) > (7 二 
k=1 
且 此 处 有 
ra(2) =0.(-D)" DY po i =0. St (0<0<1) 
k=1 
又 一 次 出 现 所 朗 悉 的 、 莱 布 尼 医 型 级 数 型 的 特点 , 虽然 所 考虑 的 级 数 是 发 散 级 数 . 当然 , 对 国定 的 


Z. 使 部 分 和 Sn(z) 与 F(z) 相 比 较 时 ,显然 不 能 得 到 任意 的 精确 度 , 但 对 充分 大 的 x 可 以 达到 任 
意 的 精确 度 .对 于 所 考虑 的 情况 , 如 下 的 附注 保持 有 效 : 增加 保留 的 项 数 , 仅 到 诸 项 的 绝对 值 还 是 
| 和 | < (大 和 的 让) 才 是 有 和 的 

显然 , 对 固定 的 n, 看 z 一 co, 余 式 rn(z) 趋 于 零 . 不 仅 如 此 , 因为 这 时 


Z 7m(Z) 一 人 一 0 
则 
ri (2) = 0 (去) (3) 


因此 ,rn(z) 放 是 高 于 rn 阶 的 无 穷 4| 

为 了 近似 表示 F(z), 保留 的 发 散 级 数 的 项 数 越 多 , 则 可 期 望 当 z 一 co 时 , 这 个 近似 的 误差 
造成 的 无 穷 小 的 阶 数 越 高 ! 

463. 定义 ”现在 转向 一 般 的 叙述 与 定义 . 设 给 定数 值 级 数 


>》 om 一 oo+ai 十 oz 十 十 an 十 antl 十 ，… (4) 
0 


(a) 若 其 部 分 和 依次 地 时 而 小 于 时 而 大 于 某 个 数 4, 即 , 若 由 公式 


人 =ao 十 al 十 :十 an 十 7m (5) 


. 454 . 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [463] 


定义 的 余 式 是 交错 的 , 则 说 级 数 (4) 包 络 数 4. 
简单 的 等 式 


Tn = QnrnTl 十 Thn+1 

以 显然 的 方式 给 出 与 之 等 价 的 定义 . 

(6) 级 数 (4) 被 称 为 是 包 络 数 4 的 , 是 指 : 若 首 先 , 这 个 级 数 是 交错 级 数 , 其 次 , 公式 (5) 中 
的 余 式 rn 按 绝对 值 小 于 数 an+l, 并 与 其 有 相同 的 符号 中 . 

在 上 一 目 我 们 已 遇 到 这 样 的 级 数 : 级 数 (1) 显然 对 ln(1 + z) 是 包 络 的 (对 任意 x > 0), 而 级 
数 (2) 对 在 2) 中 定义 的 玉 是 包 络 的 (也 是 当 x > 0). 

注意 , 在 发 散 级 数 (4) 的 情形 , 它 可 能 同时 包 络 数 4 的 无 穷 集合 . 例如 级 数 

1 一 2 二 2 一 2 二 2 一 …. 

具有 部 分 和 1, -1 1 -1 …… ,显然 它 包 络 区 间 (一 1, 1) 中 的 每 一 个 数 . 

定义 (6) 中 所 述 包 络 级 数 的 性 质 , 通常 使 其 成 为 近似 计算 的 重要 工具 , 不 言 而 喻 , 远 不 是 任何 


包 络 数 4 的 级 数 都 可 以 用 于 这 个 目的 . 
设 代 符 具有 常数 项 的 级 数 (4) 及 常量 4, 是 如 下 的 函数 项 级 数 


》》 ,on(z) 一 ao(Z) 十 oa(2) 十 :十 an(Z) 十 anti(Z) 十 …， (©) 


及 某 个 肾 数 4(z), 同时 所 有 的 函数 an(z) 与 4(z) 都 给 定 在 同一 个 区 域 .刚才 引入 的 包 络 给 
定数 的 数值 级 数 的 定义 目 然 可 推广 到 包 络 已 知 函 数 的 男 数 级 数 的 情况 . 不 再 谈论 它 而 引入 一 个 新 
的 定义 , 这 是 有 关 这 样 一 种 特别 的 情况 : 级 数 的 项 与 (6) 类 似 , 含有 一 个 参数 x, 它 的 变化 区 域 车 
以 有 限 的 或 无 穷 的 数 w 作为 聚 点 . 像 往 常 一 样 , 我 们 用 等 式 


4(z) = ao(z) + aa(z) 十 :… 十 an(z) 十 mm 人 (z] 


(B) 级 数 (6) 被 称 为 函数 4(z) 在 x= 二 w 附近 的 渐 近 展开 ,是 指 : 若 对 任意 固定 的 n 有 
,Tn(7) _ ,@, 
daz) (7) 
这 个 事实 可 记 为 : 
A(z) ~ oo(2) 上 al 上 + 二 an(aJ 上 二 
由 于 
7rn(Z) 一 Qn+I(Z) 十 rn+i(D) 
以 及 


ra(z) anti(z) | rmtalz) 


an(zZ) an(z) Qn+1(X) 
DD 竺 在 定义 中 假设 的 条 件 仅 对 nn 充分 大 成 立 (比如 说 , 对 n > no > 了 在 这 种 情况 下 , 我 们 仍 保 


留 名 词 “ 包 络 的 *， 
2 同时, 自然 地 , 假设 an(z) 异 于 零 (至 少 对 于 充分 接近 w 的 = 而 言 ) 


[464] 86， 和 包 络 级 数 与 渐 近 级 数 . 欧 拉 -麦克 劳 林 公 式 455 ， 


如 同 从 (7) 推出 的 , 得 到 
一 一 一 一 0. (8) 
容易 证 明 如 下 上 断 言 : 
若 级 数 (6) 包 络 函数 4(z), 同时 适合 (8) 式 , 则 所 说 的 级 数 就 是 函数 4(Z) 在 工 =w 附近 的 
渐 近 展开 . 


事实 上 , 我 们 有 
ja(z) < lant1(7))|, 
因此 
rn (7) Ql (7) 
Qn(z) Gn (RE) 


那么 从 假设 (8) 直接 推出 (7). 

上 文中 作为 例子 引入 的 两 个 级 数 (1) 与 (2), 都 是 相应 孙 数 的 渐 近 展开 , 第 一 个 是 在 x = 0 附 
近 , 而 第 二 个 是 在 x = oo 附近 . 

在 以 下 的 叙述 中 , 我 们 通常 会 遇 到 形 如 


在 z = co 附近 的 渐 近 展开 式 , 注意 上 述 关 系 式 的 意义 仅仅 是 : 
无 论 怎样 的 固定 的 n, 总 有 


或 更 话 细 地 
Ql Q2 Qn > 
Tim Alz) 0 | 2 (10) 
二 是 :对 和 天 榴 交友 总 近似 佐 趟 
的 二 
“A 0 
其 性 质 由 等 式 (10) 描述 . 
奉 把 这 个 等 式 改写 成 
| 4(z) 一 Q0 一 1 3 a | . rx” = (10*) 


则 也 数 4(z) 的 形 如 (9) 的 渐 近 展开 的 唯一 性 就 变 得 很 明显 了 一 一 当然 要 假定 这 个 函数 一 般 说 
来 容许 这 样 的 展开 , 依照 公式 (10*), 一 切 系 数 an 都 可 依次 完全 地 唯一 确定 ! 

然而 相反 的 断言 不 正确 : 不 同 的 函数 可 能 有 同一 个 渐 近 展开 . 例如 ,已 和 Me ”.z" 一 0(z 一 
co); 所 以 显然 形 如 4(z) +C .ez 的 图 数 与 函数 4(z) 有 同样 的 浙 近 展开 . 


附注 ”有 了 时 为 了 方便 , 我 们 记 
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其 中 B(z,elz)U(z) 一 一 定义 在 世上 的 函数 , 这 意味 着 


CO 


Bo 一 pz) Son 
(7) Zm 


二 0 


464. 渐 近 展开 的 基本 性 质 ” 当 谈 到 渐 近 展开 时 , 这 里 与 今后 , 都 理解 为 (9) 形式 的 展开 
所 有 被 研究 的 清 数 都 假 俊 定 义 在 具有 聚 点 +oo 的 区 域 二 内 . 


1?” 大 
an 一 bn 
)~~ > 3，B )~ > 二 ， (11) 


则 显然 


即 渐 近 展开 式 可 以 逐 项 相 加 或 相 减 ， 

2” 现在 证 明 : 乘积 4(z). B(z) 的 渐 近 展开 可 以 把 展 式 (11) 照 “ 柯 西 的 规则 ”用 形式 上 相 
乘 的 方法 得 到 . 

对 任意 的 mw, 我 们 有 


n 1 
4() =oo+ 于 + 一 + + 天 +o( 去 ) 
rT x I 也 


及 
B(z) =po+ 芋 十 六 十 二 全 +o( 去 ) 
rT 全 
连 乘 后 得 
4( .Bo) = oa+ 皇 二 芭 + 二 全 +o( 去 )， 
TL 化 化 VT 
其 中 
Cm 一 Daibm-i. 
2 二 0 
这 与 断言 


等 价 ， 
B(z) 与 4(z) 恒 等 , 我 们 便 得 平方 [A(z)]* 的 渐 近 展开 , 同样 可 得 函数 [4(z)]” 的 渐 近 展 
开 ， m 是 任意 自然 数 . 
3 其次, 设 给 定 在 点 y = 0 解析 的 某 个 函数 五 (y), 即 在 这 个 点 的 邻 域 中 可 展开 为 寡 级 数 : 


CO 
= 》 Bny™ =PBot+BiytBy + + Bmy™ + 


m= 二 0 


除 此 以 外 考虑 函数 A(x), 它 容许 无 自由 项 的 渐 近 展开 : 
A(ZT)~ 一 十 二 十 十 过 十 … (12) 


@ 这 样 的 理论 是 由 庞 加 莱 (Poincar6) 充分 发 展 了 的 , 他 给 出 了 在 微分 方程 理论 和 天 体力 学 中 的 
重要 应 用 . 


[464] 86， 包 络 级 数 与 渐 近 级 数 . 欧 拉 -- 麦 克 劳 林 公 式 ~ 457 ， 


因此 , 当 z 一 ce 时 4(z) 一 0. 在 这 种 情况 下 , 至 少 对 于 充分 大 的 x, 复合 函数 


F(A(z) = 》、 BnlA(z)]™ 


是 有 意义 的 
若 4(Z) 的 每 一 个 各 [4(z)]” 可 用 4(z) 的 渐 近 展开 式 代 替 且 形式 上 适合 归并 同类 项 , 则 函 


数 严 (4(z)) 也 容许 有 渐 近 展开 , 这 个 展开 可 由 上 述 展 开 式 得 到 [参看 446]. 
注意 , 首先 在 点 y = 0 的 邻 域内 函数 玉 (y) 有 连续 的 (从 而 是 有 界 的 ) 导数 , 且 对 这 个 邻 域 中 


的 任意 两 点 y 与 了 成 立 不 等 式 


下 ( 殉 一 站) < 工 |y 一 y| ( 工 为 常数 ). 


用 hn (xz) 表示 (12) 式 的 级 数 的 第 nn 个 截 段 : 


当 固 定 n 时 对 充分 大 的 x, 两 个 函数 4(z) 与 An(7x) 落 到 刚才 提 到 的 领域 , 因此 当 x 一 oo 时 


[x [F(A(Z)) = F(An(T)N| < Lz |A(z) — An(z)| 三 工 :rn(z)| 一 0， 


于 是 | 
F(A(z)) = F(An(z)) 二 o 去) 

为 一 方面 , 根据 我 们 已 知 的 在 446 目的 定理 , 对 充分 大 的 z: 
Bia2 十 Boa? 


F(An(z))= 0+ >》 Bm(An(z))” = Bo 2 十 3 
.十 中 an 十 十 Pral |。 (二 ) 


Blas +2B20102 + Paoi 
23 rn rn 
由 前 面 的 关系 式 , 对 (A(7x)) 也 可 以 写 出 同样 的 等 式 , 这 就 证 明了 我 们 说 过 的 渐 近 展开 式 
pial ,Biaz +PB2aaf Bias+2B2zaras + Baa? . 
F(A(Z) ~ Bo + Oe + i 1Q3 一 3Q1 
十 … :十 Biant+ .+lnat 十 .…. 
Tn 
的 正确 性 . 
例如 , 符 取 
y™ 
F(y) =e! =1+ >》 
mm 二 1 
则 有 
z 0 Q, a?2| 1 Qa 2aQ10 a3| 1 
0 
Qn .十 2 二 十 .. 
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[464] 


函数 万 (z) 与 4(z) 的 渐 近 展开 的 相 除 , 在 后 一 函数 假设 其 自由 项 ao 异 于 零 时 , 是 关于 级 数 
代入 级 数 的 定理 的 一 个 有 趣 应 用 ,因为 与 488 目 相 比较 , 这 里 无 需 引入 任何 新 的 思想 , 我 们 就 不 


再 停留 于 此 问题 了 . 
4” 我 们 转 而 讨论 渐 近 展开 式 的 积分 . 
设 函 数 4(z) 在 区 间 = [oa, +eo) 连续 并 容许 有 渐 近 展开 式 


(13) 


有 一 的 项 开头 . 于 是 对 于 这 个 函数 存在 着 由 任意 了 之 Q 到 二 co 包 的 有 限 积分 , 并 且 这 个 


分 ( 作 闻 。 z 的 函数 ) 同样 也 有 渐 近 展开 式 


它 可 形式 地 从 (13) 式 逐 项 积分 得 到 . 
事实 上 , 设 


天 一 2 
当 任 取 < 一 0 时 , 且 对 充分 大 的 z 任意 固定 mn, 则 有 


Z “|rn(zZ)| < ec， 


若 X>2z, 则 
Xx X X 
/ a(nao= / An (ZT) dr / rn(Z)dz 
Nn X 
Ox 1 1 
k—1 (= RE +|/ Tz) dr 
k= 二 2 
当 X 一 co 时 得 
a2 1 aa 1 an 1 
4 一 和. -十 至 .一 _ 
/ (2)dz 1 zp 2 x2 + nl zn-! +t Rn?), 
其 中 


因为 根据 (15) 式 , 对 充分 大 的 z 


Xx 从 ”dr E ] 
< 7 一 Xn-l Xn-l 
/ rn(T)dz| < / |rn(z)ldz < | Xn nO—1l C= x ) | 


我 们 记得 [参看 373 目 ]: 极限 


CO A 
/ flz)dz = lim / f(z)dr 


称 之 为 削 数 f(z) 从 a 到 ow 的 积分 . 


(14) 


(15) 


(16) 


则 当 X 一 co 时 取 极 限 ,( 对 上 述 的 zx) 有 
| 已 -az) < 


zn—1? 
因此 
Jim 7” Rn_1(x)=0. 
而 这 一 点 连同 等 式 (16) 就 证 明了 渐 近 展开 式 (14) 的 正确 性 . 
可 以 证 明 : 函数 4(z) 的 渐 近 展开 式 中 存在 (a 闫 0) 这 样 的 项 时 , 就 使 得 这 个 函数 从 z 到 
co 的 有 限 积分 不 可 能 存在 [参看 后 面 的 474]. 


附注 “有 趣 的 是 : 对 渐 近 展开 式 形 式 地 逐 项 微分 , 一 般 说 来 , 是 不 容许 的 , 作为 例子 考虑 困 数 
f(z) = e *. sine”. 因为 对 任意 n， 


lim F(x):x" =0, 
那么 F(z) ~ 0, 即 函数 F(x) 的 渐 近 展开 式 由 零 组 成 . 然而 对 导数 外 (x) = 一 e .sine” 十 cose” 
来 说 , 这 样 的 展开 式 是 不 可 能 的 , 因为 极限 lim (zx) 甚至 都 不 存在 . 


465. 推导 欧 拉 -- 麦 克 劳 林 公式 ”这 个 公式 在 分 析 中 起 着 重要 作用 ; 特别 是 , 为 了 得 到 具体 的 
包 络 和 渐 近 展开 , 时 常 要 用 这 个 公式 . 我 们 给 出 它 的 推导 , 并 指出 它 的 应 用 . 
我 们 从 带 有 定 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 出 发 [318]: 
Af(z0)= f(zo++h)— f(zo) 


/ 用 /1/ h™ (m) 
=hf (zo)+ 5f (zo) + + rf (zo) 十 D， 


其 中 余 式 
] zo 二 Th h ym 
p= 1 / f'™+D)()(zxo +h—t)"dt= / ft) (po 十 hh 一 2) Td 
这 里 依次 地 取消 


数 
及 / ftdt, f(z), hf'(z), pof’ (2), ,hf (z) 
替代 函数 f, 同时 相应 地 以 


m, ml, m2 m—3, ...,1 
蔡 代 mm 我 们 得 一 组 m 个 等 式 : 
Ff Oat = flo) + 0) + to) + | 
Af(xo) =hf' (zo)+ 2 f(r0) 十 1 十 i D(z0) 十 pl 41 
hAf'(z0) = Pf" (20) + ee 了 5 (teo) 十 由 4 
hm-2Afm-2(zo) = EE fr-D (p0) + pm_1 Am-_1 


中 我 们 在 这 里 与 今后 , 不 再 专门 约定 , 总 是 假设 所 有 提 到 的 导数 都 存在 并 且 连 续 . 
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消去 方程 组 右 端 所 有 的 导数 ; 为 此 把 第 一 个 等 式 与 所 有 其 余 等 式 分 别 乘 以 数 A1, 42,… ,4m 1 
后 逐 项 相 加 , 我 们 选取 这 些 数 使 得 


二 + 有 0， 二 十 二 4 十 4 一 0 

21 3! 2! 

-| A 1 _A An_1=0 Wh 

ml (m1 1 (tm 2 2 十 … 十 Am-1 二 
结果 得 出 : 

1 X00 十 hh 
f(z0) = i/ f(t)dt+ A1Af (zo0) + A2hAf' (ro) 
Z0 
十 :十 4m_ihm AH 2(zo) 十 7 (18) 
其 中 
7 一 一 00 一 4ipi 一 4202 一 :… 一 4m-1pm -li 


" m—1 2_m—2 
一 - (m) Zz" hz h2z™ i 
=- f oth 有 后 + 和 十 + 人 Am :2 


或 者 更 简化 些 ， ， 
Go- apn(dz (18") 
0 
其 中 令 | 
z™ hz™-! > i ml 

pm(z) = py 十 tm 十 hn a 十 十 Am-_1ih 之 (19) 
显然 , 从 线性 方程 组 (17), 系数 A1, 42,.… ,4m -1 可 依次 唯一 确定 ， ,并 且 它 们 与 函数 f, 数 zo 及 
h 无 关 . 同时 这 些 系 数 是 我 们 已 知道 的 了 这 些 系数 就 是 把 一 T 按 2 的 需 次 展开 的 系数 
从 ”449,12)1. 事实 上 , 如 果 我 们 记 起 数 6 适合 的 符号 方程 


那么 容易 证 明 : 数 外 就 是 方程 (17) 的 解 . 由 在 449 目 所 说 的 8, 可 以 断定 
Bl 1 0 
4 = 一 一 3， A2p-1 = Dp 7 1 = 二 0 对 p> 1 
_ bp pp br 
7 pt TY Gp) 
其 中 B, 是 第 p 个 伯 努 利 数 ， 
设 在 有 限 区 间 [a, 5b| 考虑 函数 f(z); 令 hh 二 


a,a+h,a+2h,... ,a+ (nm1)h=5—h 


为 Zo, 对 每 个 区 间 [a 十 (i 一 1)h,a 十 ih](i = 1,2,:… ,n) 分 别 写 出 (18) 型 的 等 式 , 并 且 具 有 余 式 
(18*), 和 二 和 相 机 得 到 59) 


ee -了 /7 )daz + Ai[f(b) — fla)l + Azh|f (0) — f(a)|+:…: 


Ani" (一 天” (a) +R, (21) 
56) 符 号 = 意味 着 这 里 按 定义 相等 ,用 它 是 为 了 引出 新 的 表示 3? f(z) 


[466] 46， 包 络 级 数 与 渐 近 级 数 . 欧 拉 -麦克 劳 林 公式 . 461 - 


n h b h 
Re -> / fatih— zpm(z)dz = -7 >》 / $F jd ES 


这 个 公式 环 是 欧 拉 - 麦 克 劳 林 公 式 , 同时 之 有 余 式 (当然, 公式 的 作者 没有 把 它 写 出 来 ). 对 数 mm 
可 以 给 从 2 开始 的 不 同 的 值 ， 


466， 对 余 式 的 研究 ”首先 对 顺 数 em(z) 作 某 些 说 明 . 
首先 , 微分 (19), 得 
2 NN (22) 


其 次 . 对 任何 纪 2 的 mm 有 
oR) ee (23) 


第 一 个 从 多 项 式 pm (z) 的 形状 本 身 就 很 明白 [参看 (19) 式 ], 而 第 二 个 可 由 方程 组 (17) 中 最 后 一 

现在 证 明 这 样 的 断言 :函数 pzk(z)( 偶 数 次 ) 在 区 间 [0, 门 取 任 何 值 不 可 能 多 于 两 次 , 假设 不 
然 , 那么 它 的 导数 [参看 (23) 式 ]p24(z) = p2k-1(2)( 要 知道 A2x-1 = 0), 除了 区 间 [0, 有 |] 的 端 
点 , 在 区 间 内 部 , 根据 罗 尔 定理 不 少 于 两 次 取 0 值 . 在 这 种 情况 下 导数 pak_1(z) 三 yp2k_2(Z) 十 
Azk-_2h”“- 按照 同一 定理 , 在 [0, 有 | 内 部 取 0 值 应 不 少 于 3 次 , 即 函 数 pzk-_2(z) 在 这 个 区 间 
内 部 取 同 一 值 一 4;_2h”*-“ 不 少 于 3 次 ， 这 样 逐 步 降 低 隔 数 wp2x 的 次 数 每 次 是 2, 最 后 达到 
函数 pw2(z) = 了 22 - 5hz( 二 次 二 项 式 ) 取 某 个 值 不 少 于 3 次 . 而 这 是 不 可 能 的 ! 由 此 便 证 明了 
新 言 . 

由 上 述 断 言 得 出 这 样 重要 的 推论 :函数 pak(z) 在 区 间 (0,hh) 保持 其 符号 , 因为 在 区 间 的 端点 
它 变 为 0[ 参 看 (23) 式 ], 它 在 区 间 内 部 已 不 再 可 能 变 为 0. 容易 弄 清楚 函数 p21 (z) 保持 怎样 的 符 
号 : 对 小 的 z 值 (意味 着 在 0 与 h 之 间 处 处 ) 有 低 阶 项 42k_2jp2 2z” 的 符号 (Azk_1 = 相国 
一 一 因为 42k -2 = Ji 符号 (= 

于 是 ,两 个 接连 的 偶 次 函数 pak(z) 与 p2r+2(z), 每 一 个 都 在 (0,hh) 保持 确定 的 符号 , 但 它们 
的 符号 相反 ! 这 个 说 明正 是 我 们 现在 需要 的 . 

转 而 研究 余 式 RR, 将 假设 m 是 偶数 ,m = 2k, 并 假设 这 次 导数 f(z) 与 1J(2*+23)(z) 在 区 间 
[a,b| 上 二 者 都 是 正 的 或 都 是 负 的 . z 

由 RR 的 表达 式 分 部 积分 两 次 , 并 考虑 到 (22) 与 (23) 式 便 之 次 得 到 


b h 
Bs parf (z+ hz)dz 
je 
hh > (4akj — panti(z))f (z+ hz)dz 


b b hh 
上 三 
人 | Papt1(Z)f HY (z+h— z)dz 


0 
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= A2rh2* 1 [f(b b) 一 f 2k- D(a 人 pop 2f +t ( z+ 一 Zz)dz 


= Azrh** 1 [ft (b b) 一 f 28 1 (a ey Pok+2( (z)f 1 (y+ h— z)dz 


因为 下 面 画 了 着 重 线 的 诸 积 分 之 和 , 根据 所 作 的 假设 , 二 者 有 相反 的 符号 , 那么 其 中 第 一 个 和 与 表 


示 式 
Asrh2*—! [fC2%—1) (b) — f (2k—1) (a) 


有 相同 的 符号 , 其 绝对 值 小 于 上 式 的 绝对 值 . 于 是 最 后 有 
R= Rx 一 0. Aznh [PR 一 1 (pb) f ‘2-1) (a)] 


=0. (DB Of Do (0<0<. (21") 


若 现 在 假设 : 所 有 的 偶数 阶 导数 f(2*)(z) 在 区 间 [a, 9] 保持 同一 个 符号 , 并 且 写 出 无 穷 级 数 
代替 有 限 的 公式 (21), 另外 考虑 到 系数 4, 的 (20) 式 的 值 , 则 得 欧 拉 -麦克 劳 林 无 穷 级 数 


> ya-1 | fa S10 -fle) 


+ hf (0) = fo) ~ BAL” (0) = (0) 


Wy 
2 C7 (5) — f(2*-3) (a)] 


OD RD) = fo + (24 


一 般 说 来 , 这 个 级 数 发 散 (因此 符号 “=” 的 使 用 是 有 条 件 的 !). 根据 所 作假 设 , 它 至 少 从 第 三 项 开 
始 是 交错 的 , 再 考虑 到 (21) 式 , 可 以 说 上 述 级 数 包 络 (24) 式 左 端的 和 ?J(z). 若 把 这 个 和 与 
积分 > 人 A(z)dz 交换 地 位 , 同时 把 所 有 其 余 各 项 的 符号 变 为 相反 ， 而 得 避 机 人 的 包 纵 级 

这 个 级 数 的 部 分 和 有 可 以 以 大 的 精确 度 , 在 知道 积分 时 计算 和 5， 或 知道 和 5 去 计算 
积分 > *. 当然 , 所 有 这 些 , 预先 知道 余 式 的 估计 这 样 一 件 事 , 起 着 基础 的 作用 


467. 借助 于 欧 拉 -麦克 劳 林 公式 进行 计算 的 例 
1) 求 900 项 (!) 之 和 


i=999 1000 
2, 1= 93 
i=100 100 


的 近似 值 . 令 f(z) = >,a = 100, b = 1000,h=1. 因为 


j= 等 ,1 四 (= 一 宫 


且 , 一 般 地 


太一 2 


[467] §6， 包 络 级 数 与 渐 近 级 数 . 欧 拉 -麦克 劳 林 公式 463 ， 


那么 对 偶数 阶 导数 , 条 件 成 立 . 


我 们 持续 展开 到 含有 f”” 的 项 , 于 是 在 余 式 中 的 项 已 超过 /5). 在 这 种 情况 下 , 欧 拉 -麦克 劳 
林 公式 给 出 : 


-和 (人 
rz ji zz 2\100 1000/ 12\100? 1000? 


100 


6 1 | 12 ] 1 
720 (1 T0005 ) +0- 3024 Er O00: ) (0<0<1. 


因为 
i1000 dz 
/ =1n10= 2.302 585 092 994 045...,， 
100 2 
1/1 1 
~- {[——— |=0.004 
2 (i 000 ) 0.004 5 
1 1 1 
一 |(-- -一 | =0. 8 25 
6 1 ] 
2 /2 一 0. 2 
了 (5 TS 0.000 000 000 083 325 
2.307 093 342 910 720 
12 1 1 
.一 一 (一 ”一 .000 000 000 000 004 
3024 (0 0005 ) <0 
、 1 人 1000 1 
则 准确 到 jo 可 令 > 100 二 = 2.307 093 342 910 72. 
daz 1 1 、 
现在 i In2.; -_- oo=-=05=1 取 六 = 二 (m =10) 
2) 现在 计算 人 1 In2. 这 里 f(z) Tz 0 取 To" 0). 我 们 有 
/ // _ 1 /1/ _ 6 
f (2 = f (z) TT (1 ++ 2)3 f (z) 四 (1 十 2)4 
(1 24 5/ 120 
21) 7, (28)! 


因此 条 件 依 然 成 立 . 应 用 变形 的 欧 拉 -麦克 劳 林 公 式 , 这 次 在 含有 f” 的 项 处 截断 这 个 级 数 : 


dll ll 
1]+z 10 11 12 13 14 15 16 17 18 


Fe 
]9 20 2 1200 4 7 200 000 16 


2 (1 L) 0c0<y 


3 024 000 000 64 
其 次 , 得 
1 1 1 1 
一 | 二 二 一 一 071877 
二 十 二 十 五 + 十 而 =0718 771 403 
1 1 
-市 (1 _ 5 ) 一 0.025 
1 1 
1 一 000062 
J @ 7) 0.000 625 
0 _ (1 二 ~ +0.000 000 781 
7 200 000 16/ 
0.693 147 184 
9 pri om (1— a) <0.000 000 004 
3004 000 000 (1 64) “0° 


“464 . 


第 十 二 章 水 数 序 列 与 滔 数 级 数 [467] 


、 1 、 


1 
/ dr _in2-069314718 
0 1 十 并 


3) 最 后 , 我 们 说 明 , 如 何 依 助 于 欧 拉 - 麦克 劳 林 级 数 可 以 近似 地 计算 收敛 , 但 又 很 慢 的 无 穷 级 


数 . 即 来 谈 一 下 级 数 


其 中 a 与 "一 一 现在 暂时 是 任意 自然 数 . 积分 与 导数 容易 计算 ; 把 4m 用 其 表示 式 代 入 , 我 们 


得 : 


i 


ce cre 


k—2 1 1 
-(-l) Br- mr - i 
1 


大 一 工 
一 0 (一 了 Bx mr 一 局 (0 < 0 < 1). 


对 固定 的 a 与 , 这 里 令 n 趋 于 +oo 而 取 极 限 . 容易 证 明 , 因子 9% 这 时 也 趋 于 某 个 极限 6,0 < 
9 < 1, 结果 


9 
2 1 6 3 1 1 1 1 
-52 五 + 10 100 1000 5 105“ 7.107 5.10 
5 691 7 3617 
11.10™ 455.1013 10 85.1017 
43 867 174 611 


133.1019  ” 55.1021 


[468] §6， 包 络 级 数 与 渐 近 级 数 . 欧 拉 -麦克 劳 林 公式 465 ， 


计算 到 小 数 点 后 19 位 : 


9 
1 
6》， 盛 一 9.238 606 386 999 244 142 1 
7 二 1 


6 3 1 
10 十 100 十 1000 二 0.631 


-es = —0.000 002 
- = 7 =0.000 000 014 285 714 285 7 
rs = —0.000 000 000 2 
一 一 =0.000 000 000 004 545 454 5 
691 
js =0.000 000 000 000 151 868 1 
二 = 0.000 000 000 000 007 
-i = —0.000 000 000 000 000 425 5 
i =0.000 000 000 000 000 033 0 


9.869 604 401 089 358 621 7 
如 果 考 虑 到 舍 入 及 余 式 的 修正 , 那么 是 
fr = 9.869 604 401 089 358 62, 


它 精确 到 3 1077 

这 个 例子 是 十 分 有 教 益 的 ; 实际 上 我 们 是 采用 包 络 数值 x“ 的 发 散 级 数 的 部 分 和 去 计算 收敛 
级 数 ,而且 达 到 十 分 高 的 精确 度 . 如 果 我 们 利用 收敛 级 数 本 身 要 达到 同样 的 精确 度 , 那么 必须 取 
超过 10 亿 项 |! 


468. 欧 拉 -- 麦 克 劳 林 公 式 的 另 一 种 形式 回 到 公式 (21) 与 (21), 但 假设 : 隔 数 f(x) 的 所 
有 各 阶 导 数 在 无 穷 区 间 [a, 十 oo) 存在 并 适合 如 下 条 件 : 

(a) 所 有 偶数 阶 的 导数 f(? 外 (z) 在 这 个 区 间 具 有 同样 的 确定 符号 ; 

(6) 所 有 奇数 阶 导数 /2%-0(z) 当 z 一 co 时 都 趋 于 0. 

设 数 m 是 偶数 :mm = 2k， 固 定数 a 与 几 而 = a 十 nh( 连 同 ”) 假设 是 变动 的 . 余 式 RI[ 参 
看 (21')] 现在 可 表示 为 如 下 形式 : 


CO h CO h 
1 . 1 . 
一 下 》 / par (Zz)f (G+ i z)dz+ F / par (z)f (a +ih— z)dz 
i=1 “0 0 


Zz 二 十 1 
CO h Co h 
1 
= 一 > / p2r (2)f 2 (z+ hz) dz 二 >》 | por (z)f 2 (z+ ho— z)dz. 
a 0 bp “0 


将 这 些 和 式 的 第 一 个 及 (21) 式 当 中 含有 a 的 项 合并 为 一 个 常数 之 后 : 
h 


Cx = —Aif(a)— A2hf' (a) 一 Azr_2h" 3 ft 3) (a) 一 >/ 》 


0 


Q 


. 466 ， 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [468|] 
这 个 常数 显然 与 5 无 关 , 把 (21) 式 改写 为 : 


b b 
D0)= Get} fadst Mf0) + 4ahf()) 
十 -… 十 2 2 帮 2 3 F283) (bp) + RR’, (25) 


h 
R= 人 p2k (Z) fF) (a ih—2z)dz 


i 二 ni 十 1 0 


oo h 
1 1 
i1 90 


为 了 证 明 所 引入 的 变换 合理 仅仅 还 需要 确证 所 用 的 无 穷 级 数 的 收敛 性 ; 我 们 从 级 数 = 
开始 . 由 (24) 式 推 出 


1 
h 


下 por (Zz)f (a+ ih— z)dz 1 
< 站 和 Tae 1) (a f 2*-D) (a + nh) < 


按照 函数 wax(z) 的 性 质 并 因为 假设 (a), 分 子 中 所 有 各 项 有 相同 的 符号 , 这 个 符号 与 分 母 一 样 . 
由 此 , 令 n 一 ce 而 取 极 限 并 考虑 到 假设 (6) 便 作 出 关于 级 数 


oo h 
i [ Por (2) f(z 十 hh 一 ZZ)dz 三 = > / Oak( 2) f°) (g++ih— z)adz 
2 “0 ;一 1“0 


收敛 的 结论 , 同时 级 数 的 和 与 表达 式 42kp2k-1. 2x-1 (ay 有 相同 的 符号 , 且 按 其 绝对 值 不 超过 
Azkh2*-! 了 (2 一)(a). 在 所 进行 的 论述 中 以 b 代替 a, 便 可 证 明 级 数 


co ph co jh 
> > / po (2) f(z 二 hz)dz = > > / Oak(2) f(b +ih 一 z)dz 
b “0 i=1 ”0 
的 收敛 性 , 而 同样 地 其 和 与 A2i.h*-!. f(2*- 了 (5b) 有 同样 的 符号 , 且 按 绝对 值 不 超过 后 者 . 


于 是 , 我 们 不 仅 证 明了 所 用 无 穷 级 数 的 收敛 性 , 同时 也 顺便 弄 清 : 公式 (25) 的 余 式 R' 可 记 
成 如 下 形式 : 


kg-1 Bx 
CN 


十 分 有 趣 的 是 :(25) 式 中 的 常数 Ck, 按 其 组 成 的 方法 , 不 能 排除 与 指标 k 有 关 的 可 能 性 , 而 事实 
上 它 与 此 却 无 关 ! 为 了 查 明 这 一 点 , 只 需 对 照 公 式 (25) 及 (25*) 与 = 二 1 时 的 上 述 公 式 : 


R’ =0. Ash . f(2-1) (b) = 0 (~1) 


hal. fF V(b) (0<0<1). (25*) 


2 b 
f(z) 二 1 十 i/ f(x)dzr + Aif(b) + RR’, 


其 中 
R'=0.A2h:.f(b) (0<0<1). 


[469] 86， 包 络 级 数 与 渐 近 级 数 . 欧 拉 -麦克 劳 林 公式 .467 ， 


我 们 有 : 


Oi 十 6. A2h- f' (6) 二 Ck 十 A2hf' (5b) 十 …… :十 Azp_2h "3 (24 一 3) (D) 
+0 . Aorh**-! f ‘2 1 (5). 


如 果 当 了 一 co 而 取 极 限 , 那么 , 考虑 到 假设 (6), 便 得 :Ch = Ca = C. 常数 C 很 自然 地 称 之 为 函 
数 f(x) 的 欧 拉 -麦克 劳 林 常 数 ,C 除了 与 这 个 函数 有 关 之 外 还 与 c 和 hh 有关 . 


附注 在 不 等 式 中 取 极 限时 , 应 当 把 各 个 符号 归并 到 不 等 式 的 符号 中 , 且 对 (25*) 中 的 因子 
0 与 0 和 0 和 1 显然 等 于 0 可 排除 , 这 立即 可 明白 , 各 项 具有 同样 符号 的 无 穷 级 数 不 可 能 为 零 . 
若 令 9 = 1, 那么 在 公式 (25) 中 当 给 号 码 大 增 加 1 时 , 有 R = 0,( 如 同 我 们 刚才 说 明 的 ) 这 不 可 
能 . 于 是 , 事实 上 :0 < 9 < 1, 这 正如 我 们 所 写 的 . 


代替 有 限 和 (25), 我 们 写 出 无 穷 级 数 . 我 们 得 到 如 下 形式 的 欧 拉 -麦克 劳 林 级 数 


b 


b 
1) =c+i/ jzjdz = 3f(0) + PhD) = ER) + 
NE-2 Bri1 ,2k-3 p(2k—3) kl Br ,2k-1 pc(2k-1) 


符号 “=” 在 这 里 同样 仅 有 约定 的 意义 !] 由 于 假设 a), 所 有 的 导数 f(2*-D(b) 随 b 的 增加 , 往 同 
一 个 方向 变化 ; 而 因为 , 按照 假设 (6), 当 b -oo 时 它们 趋 于 零 , 那么 它们 有 同样 的 符号 由 此 
[和 由 (25*)] 断定 : 在 新 的 形式 中 欧 拉 -麦克 劳 林 级 数 包 络 位 于 左 方 的 和 5 f(z)， 


附注 ”最 后 , 对 于 确定 前 面 叙 述 中 出 现 的 常数 C 本 身 的 可 能 性 作 一 点 说 明 . 选择 某 一 5 > a， 
对 于 5 及 级 数 和 、 积 分 的 计算 是 容易 的 , 对 于 数 C 可 得 到 包 络 它 的 级 数 : 


2 b 
DO 


此 级 数 容许 在 多 数 情 形 下 求 C 的 近似 值 . 
469. 斯 特 林 公式 与 斯 特 林 级 数 ” 作 为 应 用 上 一 上 自 所 得 到 的 展开 式 的 例子 , 我 们 应 用 它 于 
计算 
nC—1 
In(n!) = Inn+t 》, In. 
2 一 工 
1 


取 a=1,h 二 1( 以 n 代 蔡 n 一 1)b==n, 令 f(z) = inz, 因而 f(z) = (Dr 加 二， 条 
件 (a) 与 (6) 都 适合 . 于 是 我 们 得 到 对 ln(n!) 的 渐 近 展开 ©: 


1 
In(nt) 和 ~ 十 (n+ 7 ) Inn—n+ 二 7 
Ba 1 k—1 Bx 1 : 


在 对 数 的 和 中 加 上 了 男 写 出 的 Inn. 当 求 积分 时 得 到 的 加 项 数 1, 已 含 于 C 内 . 


.468 : 第 十 二 章 函数 序列 与 函数 级 数 [469| 


这 就 是 所 谓 的 斯 特 林 级 数 ; 它 显然 是 发 散 的 , 因为 它 的 通 项 的 绝对 值 449] 等 于 -se_ (2 一 2)1 
272n (27n)2*-2? 

此 式 趋 于 co 

由 In(n!) 的 渐 近 展开 , 如 464 目 3° 中 所 指出 的 , 可 得 到 阶乘 本 身 的 展开 . 即 把 Bs 的 数值 
代入 ,于 得 

NN 1 1 139 571 
mo~ Varn(s) (1+ a 0 +} 

若 在 (26) 式 中 满足 于 在 所 写 出 的 各 项 而 截断 , 但 加 上 余 式 , 则 得 到 斯 特 林 公式 : 


Di 1 已 > 1 
1.2 nn 3.4 ns 


Br 1 k 
(DR 1) 2k Nari 人 


我 们 看 到 , 它 对 于 近似 计算 已 完全 适用 了 . 
令 天 = 1 我 们 得 到 斯 特 林 公式 的 最 简单 与 最 重要 的 情况 : 


In(n!)=C+ (n+ ;) Inn—n+t 


Bir1 1 


—_1)*-! ,7 
tl) (Ok FI (ORF) nari 


(27) 


ln(n!) 二 CC 十 (n+ 5 ) Inn—nt+t 5 
将 对 数 还 原 , 公式 通常 写成 如 下 形式 : 
nl = en (=) .eI 
这 个 公式 在 406 日 己 几 为 外 的 方法 引出 ; 在 那里 , 我 们 已 求 得 e = a = V27, 因此 , 迄今 为 止 不 
为 我 们 所 知 的 常数 C 原 来 等 于 5 In 27. 
作为 例子 , 我 们 来 计算 In(100!) 到 小 数 点 后 10 位 . 按 公 式 (27), 取 天 = 2, 把 五 个 数值 


sln 27 = 二 0.918 938 533 204 


(n+ 7) Inn= 100.5. 1n100 = 462.819 603 691 803 
—n = 一 100== 一 100 


B1 1 
Dn — T1200 一 0.000 833 333 333 
B» 1 
一 一 一 一 一 UU 0 2 7 
Ts = 536-177 = —0.000 000 002 777 


加 起 来 便 得 In(100!) 的 值 363.739 375 555 6, 准确 到 7 5 一 5 (考虑 到 余 式 及 四 舍 五 人 的 修正 值 ). 
侦 近 的 准确 性 还 可 以 大 大 地 增加 , 只 要 取 更 多 的 项 并 在 每 一 项 中 写 出 更 多 位 有 效 数字 . 对 本 问题 ， 
大 约 到 300 项 以 内 , 准确 性 是 增加 的 (直到 各 项 的 绝对 值 持续 下 降 以 前 为 止 ). 


附注 读者 从 一 系列 例子 中 看 到 : 明显 地 , 发 散 级 数 的 一 个 截 段 有 时 可 用 于 求 出 所 需 量 的 数 
值 , 甚至 还 有 较 高 的 精确 度 . 在 早先 与 在 现今 , 某 些 作者 把 类 似 的 级 数 称 为 “ 半 收 敛 的 ”. 然而 , 我 
们 倾向 于 不 采用 这 个 术语 , 因为 很 难 给 它 一 个 足够 普遍 的 同时 又 是 准确 的 定义 . 


第 十 三 草 ”反常 积分 


81.， 积分 限 为 无 穷 的 反常 积分 


470. 积分 限 为 无 穷 的 反常 积分 的 定义 “第 九 章 里 所 讲 的 定 积分 记 f(z)dz 的 
概念 是 对 于 有 限 区 间 [a,9| 与 有 界 函 数 f(z) 而 说 的 . 这 一 章 是 要 把 这 个 概念 向 各 个 
方 回 推广 . 我 们 先 来 看 无 穷 区 间 上 的 积分 . 

假定 晤 数 f(x) 定义 在 区 间 [a, 二 oc) 上 , 而 且 在 这 区 间 的 任 一 有 限 部 分 [le, 4| 上 
都 是 可 积 的 ; 因而 函数 f(z) 对 于 所 有 zx > a 都 有 定义 而 且 积 分 /< ftz)dz 对 于 任意 
一 个 4 > a 都 有 意义 . 

车 这 积分 当 4 一 +oo 时 具有 一 个 确定 的 有 限 的 极限 , 则 称 这 极限 为 函数 f(z) 
在 由 a 到 上 +oo 的 区 间 i 

zjdz = Am /i f(z (1) 

在 这 种 情形 下 我 们 说 积分 (1 ) 存 在 或 收 人 和 f(z) 则 说 是 在 无 穷 区 间 [a， 
十 co] 上 为 可 积 的 . 为 了 要 与 以 的 积分 即 常 义 积分 , 有 所 区 
别 , 我 们 就 称 刚 才 所 定义 的 积分 为 反常 积分 

夺 极 限 (1) 为 无 穷 或 根本 不 存在 ， 则 关于 这 样 的 反常 和 分 ,我们 说 它 不 存在 或 发 
散 .| 但 是 有 时 候 为 了 方便 也 把 这 无 穷 极 限 (在 带 有 定 号 的 时 候 ) 看 作 积 分 (1) 的 值 .] 

例题 


1) 也 数 天 二 在 任意 有 限 区 间 [0, 4](4 > 0) 上 都 是 可 积 的 , 而 且 我 们 有 


DD 试 回忆 一 下 , 我 们 在 第 373 目 中 就 已 经 遇 到 过 反常 积分 的 概念 了 ， 


. 470 . 第 十 三 章 反常 积分 [470] 
一 arctgA. 


广 一 arctgz 
yn 


因 这 积分 当 4 一 +oo 时 具有 有 限 极限 所 以 由 0 到 +eo 的 积分 收 伍 而 且 其 值 为 


十 co 有 A 
QZ . 克 
一 -一 一 一 ] 二 一 . 
JJ 0 十 rT? 4 一 十 co 0 2 


2) 试 研究 这 样 一 个 问题 : 问 对 于 指数 入 > 0 的 哪些 值 , 反常 积分 


/ (o>0) (2) 


是 存在 的 . 先 设 入 关 1, 则 


.A 
dzx 1 i 1 es ee 
0 el . 
| 了 7^ 和 a 3 » 


这 表达 式 当 4 一 十 co 时 具有 极限 为 oo 或 
入 一 1, 则 


1 
有 2 


“dz 


因而 当 4 一 oo 时 得 到 极限 we 
这 样 看 来 , 积分 (2) 在 入 > 1 时 收敛 (有 以 一 2 a 为 其 值 ) 而 在 入 < 1 时 发 散 


与 (1) 同样 ,函数 f(x) 由 -co 到 & 的 积分 定义 为 : 


/ f(x)dz = im a Faas tA-ZH) (3 
而 且 一 样 , 吕 数 f(z) 由 一 00 到 十 oo 的 积分 定义 为 


-一 


在 讨论 积分 (1) 时 所 引进 的 术语 这 里 也 照样 适用 ， 
在 最 后 这 一 情形 , 我 们 可 以 取 任 意 一 数 a 而 把 末 后 这 一 积分 写成 


[sea rear [see 


内 而 当 4' 一 -oo 与 4 一 +oo 时 左边 积分 的 极限 的 存在 显然 是 与 右边 两 积分 的 极 
限 (1) 与 (3) 的 存在 等 价 出 . 这 样 , 由 -co 到 +oo 的 积分 就 可 以 用 等 式 


/ 关 ee A pe " a 


中 仪 仅 除去 这 样 的 情形 : 两 个 积分 都 是 无 穷 大 , 但 符号 不 同 . 


[472] §1.， 积分 限 为 无 穷 的 反常 积分 .471 . 
(假定 右边 两 积分 都 存在 6) 来 下 定义 . 这 样 定义 出 来 的 积分 值 事 实 上 并 不 依赖 于 点 
a 的 选择 . 

例题 


3) dz = lm dr im (一 t A') = 二 ; 
IT Ah) 五 he 


十 co dx 十 co 0 
让 和- 
一 CO 工 十 2 0 一 CO 


471. 积分 学 基本 公式 的 用 法 ”在 以 上 所 举例 题 中 都 是 利用 原 图 数 先 在 有 限 区 
间 上 到 积分 然后 再 取 极限 . 我 们 现在 要 把 这 两 个 步骤 合并 在 一 个 公式 里 面 . 

例如 假定 函数 f(x) 是 定义 在 区 间 [e, +co) 上 而 且 在 这 区 间 的 任 一 有 限 部 分 
[a, 4] 上 都 是 可 积 的 . 如 果 同 时 f(z) 还 有 一 个 原 函 数 F(z) 存在 于 整个 区 间 fa, 十 oo0) 
上 , 则 按照 积分 学 基本 公式 [308] 当 有 


4 A 
/ f(z)dz = F(A) — F(a) = F(z) 
由 此 可 见 , 要 说 存在 反常 积分 (1) 就 等 于 说 存在 有 限 极限 
dm F(A) = F(00), 
于 是 _ 


| ylajdz= Fleo) - F(a) = Fa 


a 


同样 , 右 把 (00) 看 成 极限 “lim (4), 则 


OO 


/ /zjdz = F(z) 


| [far = Fl 


一 CD 


双重 答 换 的 求 值 牵 涉 到 其 中 出 现 的 极限 的 存在 (而 且 有 限 ) 的 问题 , 如 果 可 以 求 值 ， 
那么 就 证 实 了 所 算 积 分 的 存在 . 
我 们 要 再 讲 一 些 例题 ， 


472. 例题 
1) fo e ?sinbzdz (a > 0). 
因原 永 数 
asinbr+bcosbr oz 
F(z) 一 站 > ， 


57 区别 于 具有 不 同 符号 的 无 穷 大 . 


472 第 十 三 章 反常 积分 [472] 


b 
2 2100 = 
所 以 FP(0) = 一 本 一 太 ,P(+co) = 0; 因而 
e "” sinbzrdzrz = 有 
2 十 妇 2- 
同样 _ 
ee bsinbx —~ acosbrz _or a 
e cos badz 三 一 .ee 三 
Q2 十 力 ? Q2 十 b2 
”dr I | 
2 7 二 A 
) 1 十 2 4V2 xz2 一 zwvV2 十 1 
1 1 下 i 
十 一 一 Arct rvV2+1 十 arct zV3-) 二 一 -一 ， 
yp ) SS g( ) a 
OO 
3) Si ~dz 二 BS 二 站 
2 x2 他 2 


4) fo sin zdz. 这 里 原 函数 是 ~ cos z, 但 双重 替换 -cosz lo 没有 意义 , 因 cosz 当 z 一 oo 
时 不 趋向 任何 极限 : 这 就 是 说 积分 不 存在 . 


~ znz 
用 分 部 积分 法 与 形成 简单 分 式 , 得 到 原 晴 数 


a os 1 inz 1 1 2 DE 
~ / Te 


当 z 一 0 时 我 们 有 lim F(x) = 


F( 十 00) = 0, 所 以 积分 值 是 -3 

6) 双 曲 线 zy = 1 绕 x 轴 旋转 得 一 立体 形 , 试 计 算 其 相当 于 z > 1 那 一 部 分 的 体积 与 侧 
面积 

这 立体 形 相 当 于 变量 x 由 1 到 A(A > 1) 的 有 限 部 分 的 体积 与 侧面 积 》 


A A 
/ 
= s =2r | J 
jo 这 I 区 


立体 形 之 全 部 (开展 到 无 穷 ) 体积 V 与 侧面 积 9 自然 就 以 这 些 量 的 极限 为 其 值 , 这 也 就 无 异乎 设 


人 [470,2)] 到 有 限 值 x ,成 为 所 求 的 体积 , 但 是 第 二 个 积分 却 是 
发 散 的 , 因而 表明 侧面 积 的 值 为 无 穷 . 
要 证 实 最 后 这 一 点 , 只 需 注意 


A gz 
sa>2r | — = 27 ln A, 
i 


>; 这 极限 值 也 就 是 函数 在 = = 0 处 所 取 的 值 . 但 另 一 方面 ， 


因而 $4 随 4 无 穷 增 大 而 亦 趋向 无 穷 . 


[472] 81， 积 分 限 为 无 穷 的 反常 积分 eT 


7) 假定 在 坐标 原点 O 有 质量 m, 吸引 一 个 在 x 轴 上 距离 O 为 z 而 质量 为 1 的 质点 M, 其 
力量 (按照 牛顿 定律 ) 为 
FF 二 7 
=- 马 
试问 当 质点 M 从 z = 7 这 个 位 置 移 到 无 穷 远 时 , 引力 F 所 作 的 功 4 是 多 少 ? 
所 作 的 功 显 然 是 负 的 , 因为 力 的 方向 与 运动 的 方向 相反 . 把 第 353 目 公式 (9) 推广 到 这 种 情 


形 , 即 得 : 


当 质 点 M 从 无 穷 远 往 回 移动 到 x = > 这 个 位 置 , 牛顿 引力 就 作 了 正 的 功 2 这 个 量 叫 做 所 
讨论 的 力 在 M 这 一 点 的 位 势 , 而 且 就 用 以 测量 蓄积 在 这 一 点 的 位 能 的 大 小 . 
8) 对 于 一 定 质量 的 气体 从 体积 Vi 膨胀 到 体积 Ww(V2 > WW) 所 作 的 功 ， 我 们 已 有 公 


式 [354,(10)]: 
V2 
4=/ paV. 
Vv 


假设 给 定 质量 为 某 一 定 值 的 理想 气体 , 当 压力 为 px 时 体积 为 三. 假设 这 气体 膨胀 到 无 穷 而 
且 是 绝热 的 ,也 就 是 说 和 周围 环境 间 没 有 热 的 流通 . 在 这 些 条 件 下 , 我 们 已 知 [361,3)] 泊 松 公式 成 


ee 


MM.. 


DV 一 (= 所 >1) 
Cv 


于 是 这 气体 脱 胀 所 可 能 作 的 功 为 


3 一 天 C | 
sm 人 CT W = TE TREET 
1 


OO 


Vi 
注意 c = pi 而 且 把 它 代 入 所 得 式 , 即 得 结果 为 


pl1 Wi 
es a 、 
| 


9) 在 第 356 目 问题 8) 里 我 们 曾 求 出 有 限 线 段 上 的 电流 作用 在 单位 磁极 上 的 力 到 


al 
31 


我 们 现在 要 看 导体 (两 端 伸展 ) 为 无 穷 的 情形 , 即 设 s1 = 一 00, s2 = +co. 于 是 


ES 
加 (a2 十 s2)3/2 He Va2 十 92 Q 
当然 ,无 穷 的 导体 只 是 一 种 假想 ; 不 过 所 得 结果 却 能 成 为 有 用 的 : 在 导体 非常 长 的 情形 下 , 我 
们 很 可 以 把 它 看 成 近似 于 无 穷 , 因为 由 此 可 以 得 到 十 分 简单 的 公式 ! 
10) 大 在 上 = 0 这 瞬间 把 电流 强度 为 fo 而 有 自 感 的 电路 断 开 , 则 引起 一 种 断 开 余 电 , 服从 这 
个 规律 : 


Pe 


[参看 359,4) (a); 这 里 我 们 仍旧 用 以 前 的 记号 ]. 现在 我 们 要 算出 这 电流 所 给 出 的 全 部 焦耳 热 @. 
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在 时 间 [t,t 十 dt] 这 一 段 的 热 的 元 素 量 显然 为 
dQ = 1?*R.dt. 


在 无 穷 区 间 上 求 和 即 得 : 


o= | PR LE=RE 人 eT tat = L712 
0 0 2 


我 们 要 注意 , 虽然 电流 经 过 有 限 长 的 一 段 时 间 就 已 觉察 不 出 来 , 但 是 要 确定 转变 为 热 的 电流 
全 部 能 量 , 就 仍然 必须 在 无 穷 区 间 上 求 积分 


473. 与 级 数 类 比 . 最 简单 的 定理 ”以 下 我 们 仅 限 于 讨论 类 型 (1) 的 积分 : 对 它 
所 论 的 一 切 容 易 搬 到 (2) 与 (3) 类 型 的 情形 去 . 同时 , 总 是 假设 , 函数 f(x) 在 常 义 下 
在 积分 限 a 与 A > a 之 间 可 积 , 因而 问题 仅 归 结 为 从 a 到 oo 的 反常 积 4 

在 反常 积分 上 jz)dz 与 数值 级 数 》? an 之 间 有 着 深刻 的 类 比 , 指出 这 一 点 
是 有 益 的 . 

硅 用 对 z 的 积分 过 程 代替 对 n 的 求 和 过 程 , 则 类 比 为 


级 数 的 通 项 被 积 函数 
Qn; f (7); 
级 数 的 部 分 和 常 义 积 

3 Qm 广 f(z)dz 
级 数 的 和 反常 积 

>? an 人 f(z2) 

作为 当 N 一 oo 时 部 分 和 的 极限 ; | 作为 上 面 的 积分 当 4 一 oo 时 的 极限 ; 

级 数 的 余 式 积分 

DO N+ an. [2 f(z)dz 


我 们 来 列举 与 364 目 有 关 级 数 的 定理 相似 的 有 关 反 常 积分 的 定理 其 证 明 
一 ee 一 一 留 给 读者 . 
19 车 积分 上 jz)dz 收敛 , 则 积分 [f(z)dz(A > a) 同样 收敛, 反之 亦 然 ， 


同时 、 , , 
/ /oaz= / 加 本 f(z)dz 


2 在 积分 六 f(z)dz 收敛 的 情形 , 有 


Ba.), fo 


[474] 81. 积分 限 为 无 穷 的 反常 积分 . 475 . 


3” 由 积分 人 jz)dz 收敛 可 得 出 积分 产 c. jz)dz(e = 常数 ) 的 收 伊 性, 并 


/riz=e 人 ran 


4? 车 两 个 积分 [> f(z)dz 与 jg(z)dz 收敛 , 则 积分 |”[f(z) 土 g9(z)]dz 收 


敛 ， 且 | _ 
/ fe) + aloldz = (nar / g(x)dzx. 


474. 在 正 函 数 情形 下 积分 的 收 和 敛 性 ” 若 函 数 f(z) 是 正 的 ( 非 负 的 ) 则 积 


[ f(z)dz (4) 


是 变量 4 的 单调 增 图 数 , 对 此 下 数 当 4 一 oo 时 , 有 限 极限 的 存在 问题 , 很 简单 地 就 
解决 了 一 一 根据 有 关 单 调 函 数 极限 的 定理 [57]: 

在 jz) 为 正 函 数 的 情形 下 , 为 使 反常 积分 (1) 收敛, 必须 且 只 需 当 4 增加 时 积 
分 (4) 保持 上 有 界 : 


A 
/ f(z)jdz 入 工 人 ( 代 = 和 第 数 )， 


右 这 个 条 件 不 成 立 , 则 积分 (1) 有 ce 值 [与 365 目 比较 .] 
下 述 的 对 正 函 数 积分 的 “比较 定理 ”以 此 为 基础 : 


定理 1 若 至 少 当 x > 4(4 > a) 时 成 立 不 等 式 f(z) < g(z)， 则 从 积分 
)dz 的 收敛 性 得 出 Je f(z)dz 的 收敛 性 , 或 者 同样 , 由 积分 [” f(z)dx 发 散 得 


(2 


J» 9(7) 
出 | ”g(z)qzx 发 散 . 


证 明 可 以 照搬 [366] 定理 1 的 证 明 . 
作为 上 述 定理 的 推论 , 下 述 定理 常常 有 用 : 
定理 2 车 极限 


Jim 天 (0 < K < 十 co) 
存在 , 则 当 KK < +oo 时 ,由 积分 jg(zjdz 的 收效 性 推出 积分 [> f(z)dz 的 收敛 性 
而 当 KK > 0, 由 第 一 个 积分 发 散 推 出 第 二 个 积分 发 散 .| 这 样 一 来 , 当 0 < 天 < +oo 时 


两 个 积分 同时 收敛 或 同时 发 散 .] 
证 明 与 366 目 定 理 2 的 证 明 相似 [参看 473 目 , 3°. 


:476 ， 第 十 三 章 反常 积分 [475] 


nh 即 可 由 上 面 的 定理 得 出 积分 让 ”f(x)dz 的 收敛 或 发 
散 的 特殊 判别 法 . 用 晒 数 一 0 这 旧 数 在 入 > 1 时 由 4a 至 +eo 
是 可 积 的 , 在 和 < 1 时 则 普 ， [470,2)]. 由 此 得 出 的 判断 法 都 叫 柯 西 判别 法 .这 些 判 别 
法 就 是 : 

假定 对 于 充分 大 的 zx) 函数 f(z) 具有 如 下 形式 : 


fo) = LY >0) 


那么 由 考生 > a r) 所 c < +oo 则 积分 / ”f(z)dz 收效 2) 车 入 扫 1 而 


be 


一 一 一 一 一 一- 一 


4 人 入 一 一 


or 比较 函数 为 ~ [473,3°]. 
若 当 > 一 oo0 时 函数 f(z) 机 成 为 和 阶 无 穷 小 入 > 0， 则 积分 


/f(z)dz 收 化 或 发 散 随 EE 二 二 
这 是 由 于 上 面 的 定理 2; g(z ) 取 为 二 


2 dr 
题 

a , / 1 十 2? ZV1 十 22 

被 积 函数 当 > oo 时 各 为 1/2 阶 与 2 阶 无 穷 小 _ 所 以 第 一 个 积分 发 散 ,而 第 二 个 积分 收 
全 

人 Ge jz, 其 中 P(z) 为 m 次 整 多 项 式 ,Q(z) 为 n 次 整 多 项 式 ,n > m, 而 且 Q(z) 在 
区 则 (a, 十 oo) 上 没有 根 . 

对 于 充分 大 的 z 被 积 函数 保持 有 一定 的 符号 . 于 是 (提出 这 符号 因子 之 后 ) 可 以 运用 上 面 的 
判断 法 ， 被 积 式 为 nn 一 mr 阶 无 穷 小 ， 所 以 n 二 mk 十 1 时 积分 发 散 ,jr > m 十 2 时 积分 收敛 ( 显 
然 ,nh < m 时 积分 发 散 ) 


475. 一 般 情形 的 积分 收敛 性 “反常 积分 1ss f(z)dz 的 存在 问题 , 按照 定义 (1) 
就 归结 到 4 的 函数 ， 
二 (ds (4) 


当 4 一 +oo 时 是 否 有 有 限 极限 存在 的 问题 . 
运用 布尔 查 诡 与 柯 西 的 判别 法 [58] 到 这 个 函数 , 即 可 把 反常 积分 存在 的 条 件 叙 
述 成 下 列 形式 : 
要 反常 积分 三 ” jz)dz@ 存在 , 必须 也 仅 需 对 于 每 一 数 = > 0 都 有 一 数 Ao > a 
使 得 只 要 A > ho 而 且 4'/ > ho 就 有 不 等 式 
六 
= | fas 
A 


f(z)arz -三 f(r ds 


中 这 里 假定 函数 f(z) 在 每 一 区 间 [a, 4] (4 > a) 上 都 (在 通常 意义 下 ) 为 可 积 芯 


A 


(4) — B®(A4)| = 


[476] §1. 积分 限 为 无 穷 的 反常 积分 . 477 . 
人 


根据 这 个 判别 法 很 容易 证 明 下 面 这 个 命题 : 

车 积分 /|f(z)|dz 收敛 , 则 @ 积 分 [+” f(z)dz 更 加 收 化 

其 实 , 运用 上 述 判别 法 到 积分 /，”|f(z)|dz, 即 可 看 出 , 由 于 该 积分 收敛 , 就 对 
于 任意 < > 0 都 存在 一 个 4o > a, 使 


A!’ 
| Vlas <s 
A 


只 要 4' > 4 > ho. 但 是 显然 |/ f(z)dz| < /4 |f(z)|dz, 所 以 对 于 这 些 4,4' 更 加 


有 不 等 式 , 
/ f(z)dz 
A 


由 此 引用 上 述 判 别 法 即 知 积 分 /f(z)dz 收敛 

我 们 要 注意 , 由 积分 广 ” f(r)dz 的 收 敏 , 一 般 说 并 不 能 推出 积分 [-™ [f(z)|dz 
也 收敛 ， 基 于 这 个 事实 我 们 就 从 一 般 的 收敛 情形 里 特别 地 划分 出 下 述 这 个 情形 来 : 
各 积分 [~ f(z)dz 与 [~ f(z)ladz 同时 收敛 , 则 积分 三 f(z)dz 驶 说 是 绝对 收 
化, 而 消 数 f(z) 则 说 是 在 区 间 [a, +co) 上 绝对 可 积 , 不 绝对 收敛 的 积分 的 例子 将 在 
下 一 目 中 举 出 . 

至 于 变 亏 明 数 f(z), 则 474 目 所 述 判 别 法 不 能 直接 引用 . 但 是 可 以 先 试行 应 用 
上 述 判罚 法 以 求证 正 函 数 |f(z)| 收 化 ; 若 这 函数 已 证 得 为 可 积 , 则 函数 f(z) 也 一 定 
可 积 , 而 且 是 绝对 地 可 积 . 

由 上 面 的 比较 定理 还 可 推出 下 面 这 一 常常 有 用 的 定理 : 

若 吕 数 f(x) 在 区 间 [a, 十 oo] 上 绝对 可 积 , 而 函数 g(z) 有 界 , 则 二 者 的 积 为 一 函 
数 , 在 区 间 [o, 十 co] 上 绝对 可 积 . 

为 要 证 明 , 只 需 引 用 不 等 式 


f(x) gz)| < LL |f( 2)). 


< 5E; 


假定 给 定 积分 [~ pa dr. 这 里 函数 f(z) = 
显然 有 界 . 于 是 由 上 述 定理 即 知 所 设 积分 绝对 收 化 . 

显然 , 这 里 对 于 变 号 图 数 所 讲 的 办 法 自然 只 能 在 人 碰巧 的 情形 下 一 一 推出 
绝对 收敛 性 来 . 徊 所 给 男 数 的 积分 根本 不 收敛 , 或 虽 收 敛 而 不 绝对 收敛 , 则 这 些 情形 


束 不 能 用 刚才 所 讲 的 办 法 来 辨别 了 . 
476. 阿 贝尔 判别 法 与 狄 利克 雷 判别 法 “我们 现在 给 出 其 他 类 型 的 判别 法 , 它们 
征 基于 第 二 中 值 定理 的 应 用 [306], 这 两 个 判别 法 与 无 穷 级 数 收敛 性 的 阿 贝尔 判别 法 
久 狄 利克 雷 判别 法 类 似 [384], 所 以 把 它们 和 同样 的 名 字 连 在 一 起 较为 方便 . 当 不 存 
在 绝对 收敛 性 时 , 在 一 系列 情况 下 , 这 两 个 判别 法 可 判明 反常 积分 的 收敛 性 . 
参看 上 一 脚注 . 


kk2 = 了 2 为 (绝对 ) 可 积 , 同时 g(z) = cos az 


“AR 第 十 三 章 反常 积分 [476] 


阿 贝 尔 判别 法 ” 设 也 数 f(x) 与 g(x) 定义 在 区 加 [a, 十 ool, 并且 
1) 消 数 f(x) 在 这 个 区 间 可 积 , 因此 积分 (1) 收敛 (哪怕 不 是 绝对 收敛 )， 


(zj 和 并 ( 工 = 常数 ,a < x < 00)， 


/ f(z)o(z)dz (5) 
收 化 
证 明 根据 第 二 中 值 定理 , 对 任意 A4 > 4> a 有 
A’ EC 4 
/ eo / f(z)dz + g(A’) / ee (6) 
A A é 
其 中 4 < & < 4/， 由 于 假设 1), 对 任意 给 定 的 。> 0, 存在 这 样 的 4。> 0 使 得 当 
A> /ho 时 有 
& < A’ 
外 jlzjdz| < 二 | f(z)dz 


由 于 假设 2), 当 4' > 4 > ho 时 便 有 


要 
27 


A’ é A’ 
| f(z)g(z)dz| < lg(A)|. , f(T)dz rill/ f(z)dz 
A A & 
<L. 了 +L'=s 


结果 导致 积分 (5) 的 收敛 性 [475]. 

可 以 对 积分 中 f(x) 与 g(z) 加 以 另 一 种 条 件 的 组 合 , 在 此 条 件 下 , 二 者 乘积 的 积 
分 收 伍 : 

狄 利克 雷 判 别 法 ” 设 

1) 函数 f(z) 在 任何 有 限 区 间 [a, 4](4 > 0) 可 积 , 且 积分 (4) 有 界 : 


三 (oar 


2) 函数 g(x) 单调 地 趋 于 0( 当 x 一 co): 


入 天 (K = 第 数 ,a < A < 十 o0); 


i gl(% 0 


TOO 


那么 积分 (5) 收敛 . 
正如 读者 所 看 到 的 , 前 一 条 件 1) 有 所 减弱 , 因为 此 处 没有 要 求 积 分 (1) 收敛 ; 
但 是 条 件 2) 变 得 更 强 了 1 


[476] 81， 积 分 限 为 无 穷 的 反常 积分 . 479 . 


证 明 像 前 面 一 样 , 从 等 式 (6) 出 发 , 但 在 这 次 , 第 一 个 因子 g(4) 与 g(4), 只 
要 h 与 4' 足够 大 , 它们 便 可 变 得 任意 小 , 而 第 二 个 因子 以 数 2K 为 界 . 


附注 这 里 阿 页 尔 判 别 法 可 由 狄 利克 雷 判 别 法 推出 . 事实 上 , 对 有 界 单调 函数 
g(z) 必然 存在 有 限 极限 
9(co) = lim g(x). 


f(T): g9(7) = f(x): g(00) + f(x) : [g(x) — 9(00)], 


可 以 看 出 , 对 于 第 二 个 乘积 来 说 , 它 已 经 适合 狄 利克 雷 判 别 法 的 条 件 了 [参看 473 目 
有 鸭 3° 与 4°1]. 
容易 认定 , 比如 说 , 当 入 > 0 时 积分 


”sinz ”cos7Z 
/ dz 与 / 7 dr (a > 0) 


收敛. 应 用 犹 利克 雷 判 别 法 , 我 们 假定 f(z) = sinz 或 者 cos x, 而 g(z) = 二 条 件 1) 与 2) 都 


成 立 , 因为 
A A 
/ Sin 和 QT / cos XdT 


而 函数 去 单调 递减 , 当 x oo 时 它 趋 于 0 
特别 地 当 二 1 时 由 此 推出 积分 
三 sinr pv 
0 化 


收敛 (这 里 我 们 能 取 a = 0, 因为 被 积 函 数 当 z 一 0 时 有 有 限 极限 ), 可 以 证 明 , 这 个 积分 非 绝 对 
收敛 ， 即 积分 
/ sinz| 
0 Z 


发 散 . 事实 上 , 若 这 个 积分 收敛 , 则 根据 474 目 定理 1, 积分 
CO .2 
/ dz (a > 0) 
收敛 , 因为 sin? x < | sin z|. 换 句 话说 积分 


二 |cosa 一 cos A| < 2， 同 样 < 2, 


收 合 , 将 它 加 上 显然 收敛 的 积 


便 得 出 结论 : 积 了 


收敛 , 但 事实 上 它 不 收敛 [470,2)]. 


480 ， 第 十 三 章 反常 积分 [477] 


附注 ”现在 , 当 我 们 证 明了 积分 


sinz ”cos 了 
) sinz 4, 与 / Cosz J 
ya 多 
包 似 


们 曾 在 289 目 提 到 过 . 即 是 令 


cost 
so=- | dt (TS 0 sn=-/ 办 dt. (FS 0) 


em 


例如 , 车 把 此 二 式 中 第 二 个 写成 


”cost cost 
Clx 一 、/ at 一 | ——at 
1: + 1 t 


的 形式 , 则 根据 定 积分 的 已 知性 质 [305,12°] 一 一 显然 ciz 的 导数 实际 上 等 于 一 


477. 把 反常 积分 化 为 无 穷 级 数 ” ”我 们 知道 函数 的 极限 这 一 概念 可 以 用 两 种 方 
法 来 表达 , 即 “用 e - 6 说 法 ”与 “ 用 整 序 变 量 说 法 ”[52,53]. 和 奉 把 极限 的 第 二 种 定 
义 法 用 到 肾 数 FF(4)[ 见 (4)], 则 反常 积分 的 定义 (1) 可 以 解释 成 这 样 : 0 
一 列 上 升 到 无 穷 的 数 {An}(An > oa)， 0 J fi )dz) 都 应 趋同 
同一 个 有 限 的 极限 @, 这 也 就 是 反常 积分 ["”f(z)dz 的 值 

但 是 就 男 一 方面 来 说 , 整 序 变量 { J 


Pp pp ep 
的 和 问题 [362]. 


于 是 可 以 断言 :要 反常 积分 三 ” jz)dz 存在 , 必须 也 只 需 对 于 任 一 列 数 4， 一 
co, 级 数 


oo 
Dh (9 


都 收敛 到 同一 个 和 ; 这 和 也 就 是 反常 积分 的 值 . 

我 们 要 注意 , 在 曙 数 f(z) 是 正 的 (或 非 负 的 ) 这 种 情形 , 要 反常 积分 收敛 就 只 要 
它 对 于 特别 选 定 的 一 列 数 ,4 一 十 oo 为 收敛 承 够 了 . 因为 这 时 (4) 是 4 的 上 升 消 数 ， 
而 且 以 这 个 级 数 的 和 为 界 , 所 以 当 4 一 十 oo 时 它 有 有 限 的 极限 [474]. 

把 积分 的 收敛 问题 化 成 级 数 的 收敛 问题 , 往往 很 有 用 处 ,因为 这 样 就 有 可 能 运 
用 级 数 的 收敛 与 发 散 的 许多 判别 法 . 

当 作 例题 , 我 们 来 看 下 面 这 个 重要 的 积分 : 


只 要 假设 所 有 整 序 变 量 { [4" f(z)dz》 痢 收敛, 就 已 经 可 以 推出 它们 的 极限 一 定 是 相同 的 
i 


[477] 81， 积 分 限 为 无 穷 的 反常 积 . 481 ， 


在 上 一 目 我 们 


内 snz 当 z 增加 时 轮流 取 正 值 与 负 值 , 变 号 的 地 点 在 mr (也 …), 所 以 我 们 很 自然 地 
就 拿 这 些 数 作 为 4。 来 考虑 级 数 

加 0 sn ， ; 

2 es (7) 


对 通 项 ws = 1" dr 施行 变数 替换 x = mr 十 t 即 得 


=- 2 


nnAti+t 


由 此 可 见 , 级 数 的 项 是 正 负 相间 而 绝对 值 单调 递减 的 . 还 有 , 当 n>0 时 


所 以 级 数 的 项 的 绝对 值 随 附 标 无 限 增 大 而 趋 于 零 . 于 是 级 数 (5) 为 莱 布 尼 芯 型 , 而 由 已 知 定理 
[381] 知 其 为 收敛 . 今 以 了 表 其 和 . 这 样 就 对 于 任意 es > 0 都 有 一 数 N, 使 n > N 时 有 不 等 式 


VA Egy 7 
/0 


现在 单 “ 用 e - 6 说 法 ”就 可 完成 反常 积分 存在 的 证 明 . 假定 4 > Nx; 则 有 一 自然 数 no 使 
non < A < (no 十 1)7, 因而 显然 no > N. 因 函 数 sinz 在 区 间 nor 到 (mo 十 1)z 不 变 号 , 所 以 
积分 矿 介 于 积分 /%” 与 人" ”07 之 间 . 但 是 后 面 这 两 个 积分 则 根据 (6) 又 都 介 于 了 _ e 与 
7+ = 之 间 , 所 以 积分 /。” 也 必定 如 此 . 于 是 终于 对 于 所 有 的 4 > N+ 都 有 


Sin 并 
三 于 cx 一 了 
0 


Slimn 爷 @ 
一 一 dr 二 lm sh 
0 TL 4 一 十 co 0 化 
这 里 我 们 要 顺便 注意 到 一 件 事实 , 即 这 个 积分 不 绝对 收敛, 也 就 是 积分 人 + [sinz| do 发 散 
这 件 事实 很 容易 把 积分 表 成 级 数 来 证 实 . 其 实 , 假如 积分 收敛 , 我 们 就 会 和 刚才 一 样 有 


“ls > on Sng, -二 Sin 
ys a 


n=0 "NT 


(8) 


因而 存在 积 


但 是 nx 十 t < (nr 十 1)x, 所 以 


4 on > a | 0 
» nnr+t (人 (n+ 1)7n 


然而 级 数 二 7 一 一 一 1 却 是 发 散 的 ! [365,1)]. 


中 这 里 我 们 只 谈 积 分 的 收敛 问题 . 以 后 我 们 会 看 见 7 = 


:482 ， 第 十 三 章 反常 积分 [478] 


478. 例题 1) 讨论 下 列 积分 的 收敛 性 : 


(a) / Pd 人 (>a>b>0)， 


二 


中 -to 人 (全 


解答 人 本数 当 2 -上 ee 时 为 一 阶 天窗 积分 发 用 
(6) 被 积 函数 为 3/2 阶 无 穷 小 : 积分 收敛 
(a) 被 积 函 数 当 x 0 时 趋 于 0. 展 成 级 数 即 见 表达 式 


当 z 一 十 oo 时 为 二 阶 无 穷 小 : 积分 收敛 . 
(r) 展开 es== 成 级 数 , 易 得 


rz i 
eT— eT 2 12 


所 以 当 = 一 0 时 被 积 函数 趋 于 二. 当 x -+co 时 它 便 是 二 阶 无 穷 小 . 积分 收 全 
2) 讨论 下 列 积分 的 收 化 性 : 


(a) / Ze “dr (ua > 0). 5 (B) / - 二 4 
解答 (a) 取 任 意 一 个 入 > 1, 有 
了 T+tr 
1/7* eaz 一 0; 
积分 收敛 . 
(6) 首先 注意 , 当 z 一 0 时 被 积 函 数 趋 于 0, 今 仍 取 任 意 一 数 入 > 1, 得 
< 1 7 1 汉人 [ 证. 
TREE 当 2 一 十 cc 时 ; 
(8) 当 z 一 工时 被 积 函数 趋 于 0. 令 1 < 入 < 2, 则 被 积 函 数 与 1/z” 之 比 可 以 写成 这 样 ; 
Z^lnz Inz 1 , 
rvVr?2—1 人 + ot; 
1— 
化 
积分 收敛 ， 
3) 讨论 下 列 积分 的 收敛 性 : 


sin VY 


(a) Ela Fa) (a > 0), 9 / Ze “coszdr (La > 0). 


提示 ”两 个 锌 积 消 数 部 是 有 界 函 数 与 (绝对 ) 可 积 函 数 之 积 


[478] 


积分 限 为 无 穷 的 反常 积 


" 483 ， 
) 讨论 下 面积 分 的 收敛 性 (a > 0) 


/ | sin( (B75) )d0 = f {fa sin (O° z "ap une 


今 试 求 “ 内 层 ” 积 分 当 z 一 ce 变 小 的 阶 . 在 其 中 令 2 


za 二 二 有 
| spada = 了 和 dz 
因 积分 /> 守之 dz 收敛 [476], 有 一 常数 工 存在 , 使 对 于 所 有 4 > 0 都 是 
sinz 
/ Fd < 2 
于 是 积分 /sin(B?7 


3)d6 的 绝对 值 不 超过 
5) 求证 下 列 积分 收敛 (a, ,入 > 0): 


由 此 推 知 所 设 积分 绝对 收敛 。 


Zr.sinazr ” 
d 
3 | sw 9] 


C 


2 
co 。 co . 了 
四 | [lnz|>> 一 二 dz， © | Sm 人 十 人 do 
a 2 0 2 
解答 


这 几 个 积分 部 司 用 狄 利克 涯 判别 法 . 
(a) 函数 9g(z) = 


k2 十 立 72 ， m2 
a sin azaz 显然 有 界 . 


对 于 充分 大 的 z 单调 递减 而 且 当 z 一 co 时 趋 于 零 ， 积分 


sinz 一 二 


(6) 锅 数 9(z) = ZX 单机 递 减 而 且 随 z 一 co 而 趋 于 零 ;f(x) = esin? . sin 2z, 所 以 ( 


sin A 
一 2 / te’dt 
0 


< 2e. 
(8) 函数 g(z) = llnz|>, ,对 于 > 的 充分 大 的 值 
g (z) = mm (入 一 inz) < 0， 
所 以 g(x) 递减 , 显然 g(z) 趋向 零 ; 等 等 


令 zz 一 2 十 2Z2) 


(r) 函数 9(z) = ;f(z) = sin(z+za), 所 以 


A A+A? 
| sr) 加 本 VIF 
这 一 表达 式 为 有 界 的 , 因为 积分 /> 

6) 证 明 如 下 崭 言 : 


SINZ 


Sinz 


=dz 是 收 全 的 (可 用 狭 利 克 雷 判别 法 验证 之 ) 
中 这 里 假定 “内 层 ” 积 分 为 z 的 连续 盟 数 而 不 加 证 明 


. 484 ， 第 十 三 章 反常 积分 


[478] 


设 消 数 f(x) 给 定 在 区 间 fa, +co), 其 周期 w > 0, 而 函数 g(z) 在 同一 区 间 单 调 , 当 x 一 十 co 


时 趋 于 0, 看 ( 常 义 ) 积 4 
QFw 
天 二) 已 二 全 区 
员 ( 反 第 ) 积分 
| je 
收敛 . 反之 , 若 _， 
/ ee 
则 积分 (5) 收敛 或 发 散 决 定 于 积分 
/ g(x) dr 


(a) 首先 假设 条 件 (9) 成 立 , 来 证 明 积 


A 
) f(z)ds 
在 这 种 情况 下 , 对 所 有 4 > a 保持 有 界 . 
根据 314 目 10) 及 316 目的 附注 , 显然 有 


a+kw 
/ 二) 并 二 二 有 人 和 全 


4 一 w 
LU 


那么 , 对 无 论 怎样 的 4 > a, 若 取 天 二 ( 


fe 


所 要 的 结论 可 从 犹 利 克 雷 判别 法 直接 推出 . 


) ,将 有 


亿 


QQ 二 ww 
< . We 


(9) 


(6) 在 假设 (9*) 中 , 把 f(z) 痊 换 为 f(z) - 艺 . 因为 后 者 适合 (9) 类 型 的 条 件 , 则 积分 


根据 所 证 的 是 收敛 的 . 由 此 已 明白 : 积分 (5) 与 (10) 同时 收敛 (或 发 散 ). 
7) 例如 , 若 在 区 间 [0, 十 oo0) 内 令 f(x) = sin? zx,w = 二 则 可 看 出 , 积分 


sin2 zdx = 二 0 
J 0 2 


因此 , 积 co 
/ sin” 2 . g(x)dzx 
0 


(在 对 9 的 前 述 假 设 下 ) 与 积分 (10) 同时 收敛 或 发 散 . 


友之? 积 全 
Co j 本 CO 
二 一 Sin Zz oar=3 cos27 .gf(Z)dz 
. 下 外 9(zjdz = 3 


大 
D>: AAA hd 


(5 ) 


[478] §1.， 积分 限 为 无 穷 的 反常 积分 * 485 ， 


在 任何 情况 下 收敛, 而 与 积分 (10) 的 性 态 无 关 ! 
8) 讨论 下 列 积分 的 收敛 性 : 


a 人 es? .sin(sin z) ‘o) / csinz .sin(sin 2) 2. 
0 4 0 了 


2 元 27 
/ ee.sin(sinz)dz = / +/ 一 0， 
0 0 Tn 


因为 未 后 这 两 个 积分 (以 z = 2r 一 2Z 代 人 后 一 个 ) 只 差 一 个 符号 . 
根据 6), 积分 (a) 收敛 . 


(a) 我 们 有 


(6) 这 一 次 
2 
/ esnzsin(sinz)jdz > 0, 
0 
因此 [参看 6)], 由 于 积 co 1 
a 


发 散 , 积分 (6) 发 散 . 
9) 人 研究 积分 


依赖 于 参数 值 j > 0 的 收敛 性 . 
我 们 有 等 式 
Sin sinz sin2 Zz 


ZL 十 Sin Z ZL ZL(ZzL 十 Sinz) 


”sinz 
/ dzx 
0 zx 


如 我 们 所 知 [476], 总 是 收敛 的 , 转 而 研究 右 端 第 二 项 的 积分 


Co ， 2 
/ — dz. (11) 
y ZHA(ZL 十 Sin 2) 


右 端 第 一 项 的 积 


sin2 7 sin2 Zz < 1 68) 
ZHU( ZL 十 1) ITH(ZA 十 smnz) ZU 一 1) | 
则 当 > 5 时 , 右 端 表达 式 的 积分 收敛 , 且 积 分 (11) 和 它 一 起 收敛 当 j < 5 时 , 考虑 左边 表 
达 式 的 积分 , 根据 7), 与 由 此 得 出 的 积 


QZ 
/ 元 CTT (o>0) 
同样 是 发 散 的 , 从 而 积分 (11) 与 它们 一 起 发 散 . 
结果 , 所 说 的 积分 当 J > > 收敛 , 当 < 了 发散 


63) 不 降低 一 般 性 , 可 以 假定 z > 1, 因为 对 于 所 考虑 的 同一 函数 的 积分 ”收敛 的 充分 条 件 是 积 
分 [> 收敛 


. 486 ， 第 十 三 章 反常 积分 [478] 


这 个 例子 , 在 j < 5 的 情形 , 与 狄 利克 雷 收敛 判别 法 作 一 比较 是 有 教 益 的 . 第 一 个 因子 sin xz 


的 积分 有 界 , 可 是 第 二 个 因子 


ZH 十 Sin 和 


当 z 一 co 时 趋 于 0, 被 破坏 的 仅仅 是 这 个 因子 的 单调 性 的 要 求 , 所 论 的 积分 就 是 发 散 的 ! 


10) 研究 积分 
a Tdzx 
1 1 十 Zpsin 7 
与 参数 值 a, 8 > 0 有 关 的 收敛 性 . 


用 f(z) 表示 被 积 浮 数 , 当 z 在 nz 与 (十 TDr 之 间 变 化 时 有 


(nm)” [n+ Dr 
1+[(n+1)nls sin?z SS 1 + (nn)s sin? x 


积分 这 个 不 等 式 , 考虑 到 


三 ” QZ 加 [ dz 加 T ao (12 
ee 1A6iN % gy ) 
便 得 
pl (nt+1)7 ed (n 证 “rea+1 
] 十 本 VIPn5r5 
现在 对 n 从 0 到 oo 求 和 : 
) ee 本 ji sO 而 二 1)°x C 十 1 
下 (n+ 1)8ms VI 十 mra 


n 二 0 


因为 两 端的 级 数 与 级 数 yce ne-38 同时 收敛 或 发 散 ， 所 以 对 中 间 的 积分 也 与 级 数 3 
同时 收敛 或 发 散 . 
于 是 所 论 的 积分 当 6 > 2(a 1) 时 收 4 时 收敛 ， | 放 , 当 B < 2(a +1) 时 发 散 


11) 对 积 i 
rdr 
/ ET 
也 进行 如 同上 题 的 讨论 ， 


论证 的 方法 如 同上 例 . 这 里 代 幸 积分 (12) 的 , 是 研究 积分 [参考 288,14)]: 
A dz A+VvVA -1 Va 
0 


1 二 4snz 本 和 (0 


因为 当 4 一 co 时 
In(A+vVA?— 1) jn A 二 


42 一 1 A 
则 只 俊 市 需 把 所 论 积 分 与 级 数 


Si i 5 > e+y 


中 这 容易 由 288,10) 或 309,9) 推出 . 


[478] 8$1.， 积分 限 为 无 穷 的 反常 积分 . 487 . 


作 比 较 , 即 归 根 结 底 同 级 数 


一 lInn 
2, ne—o 
作 比 较 . 
答案 ” 当 6 > a 十 1 时 积分 收敛 , 而 当 6 < a 十 1 时 积分 发 散 . 
例 6),7),9),10),11) 属于 哈代 (Hardy). 
12) 试 完全 确定 依赖 于 参 变数 a 与 8 的 积分 
= | 2 (o>08>0) 
O 


1 十 Za .|sinz|A 


何 时 收 和 敛 与 何 时 发 散 . 


(a) 假定 a < 1. 则 由 于 | | 


1 十 Za .|sinzl4 ”1 十 Za 


所 以 这 时 积分 发 散 [474]. 
(6) 假定 a < 6. 这 时 把 积分 拆 成 级 数 [477] 即 有 


CO (n+1)7 dz 
> / 1 十 Za .|sinzl 


n=0" RT 
nd 7 a > [可 
元 十 1 

-> / > | | 

n=0"0 n=0“"0 
1 
但 在 0<z< 时 
(n+ 1)7 


B 
(nr + 2z) sinf z < (n+1) nz < (n+1) ns. (i ] ) 二 1, 
所 以 最 后 一 个 级 数 的 各 项 大 于 发 散 级 数 
lo 1 
27 2 nn 二 1 
的 相应 项 . 可 见 积分 也 发 散 . 
(s) 假定 a > 8 > 1. 这 时 我 们 把 积分 J 表 成 和 十 J]2, 其 中 


全 
J 一 一 一 一 一 一 一 一 TT 
| ->/ i (nn tz) sin® 2 (PT — z)° sin®? z 


于 是 , 注意 0<z<5 与 n>1 时 


8 g 
(nn + 2)° sin? z > (Pre 的 二 nxc?z?， 其 中 c 一 231 


由 此 


A 


广 dz 广 dz 1 矿 at cr 
一 一 一 一 称 一 一 一 一 一 一 < 一 一 ， 
0 十 (Pr 十 2z)% sin? z 0 1 十 TccpAzP mg$.e 0 1 十 胡 六 


: 1/™ at 
he 1 十 友 
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所 以 


同 理 也 有 .Js < 十 coo. 可 见 积 分 收敛 . 
(r) 普遍 情形 a > 1, 同时 a > 8, 可 以 化 归 a > 6 > 1 的 情形 . 因为 这 时 我 们 可 以 任 取 一 数 
8 之 8B 使 a > 8 >1. 因 改 小 6 的 值 只 有 使 得 积分 更 收敛 , 所 以 在 这 普遍 情形 下 所 设 积分 收敛 . 
总 络 以 上 的 讨论 , 可 见 积 分 J 在 a > 1 同时 a > 6B 的 情形 下 收敛 , 在 其 他 情形 都 发 散 . 也 可 
以 简短 些 说 : 积分 J 在 a > max(1, 8) 时 收敛 , 在 a < max(1, 8) 时 发 散 . 


82. 无 寞 涵 数 的 反常 积分 


479. 无 务 郑 数 的 积分 的 定义 “ 今 看 一 函数 f(z), 给 定 在 有 限 区 间 [ww 上 , 但 
在 该 区 间 上 为 无 界 的 . 更 确定 一 些 , 假设 这 函数 在 任 一 区 间 [cb 一 n(0<n<b—a) 
上 都 为 有 界 而 且 可 积 , 但 在 b 点 左边 的 每 一 区 间 [6b -wm, 四 上 都 是 无 界 的 . 在 这 种 情 
形 , 点 b 称 为 奇 点 . 

当 n 一 0 时 积分 |” "f(z)dz 的 (有限 或 无 穷 的 ) 极限 , 称 为 函数 f(z) 从 a 到 
b 的 (反常 ) 积分 , 而 且 像 通常 那样 记 作 


0 b—7 
/ f(z)dz = lim f(z)dzx. (1) 


0 一 0 ./ 
这 时 符 这 个 极限 是 有 限 的 , 则 说 积分 (1 收敛 , 而 函数 f(x) 则 说 是 在 这 区 间 [c, 吕 
上 为 可 积 . 奢 极 限 (1) 为 无 穷 或 完全 不 存在 , 则 说 积分 发 散 . 


1 _ 、 _ 
例题 1) 蝎 数 二 在 任 一 区 间 [0,1 一 7](0 < 7 < 1) 上 都 有 界 而 且 可 积 , 并 且 


7 dz 7 
/ T= = arcsin(1 — ”7). 
函数 在 z = 1 这 点 成 为 无 穷 : 当 x 一 1 时 一 +oo. 显然 在 任 一 区 间 (1 7n,1) 内 函数 
I 
都 无 界 , 即 z = 1 这 一 点 为 奇 点 . 在 实用 上 常常 遇 着 的 正 是 这 种 奇 点 . 
因为 算出 来 的 积分 当 7 一 0 时 趋 于 限 极 arcsin 1 = 了 ， 所 以 存在 反常 积 2 


一 arcsinz 


~ dz 7 x 
| 2m | _ 工 
0 vV 1 一 六 2 n—=0 0 2 


现在 假定 图 数 f(x) 在任 一 区 间 [a 十 ,9(0 < wy < -oj 上 都 为 有 界 而 且 可 积 ， 
但 在 a 这 一 点 ( 坷 点 ) 的 右边 每 一 区 间 [a,a 上 + 7 上 为 无 界 . 则 函数 f(z7) 从 a 到 4b 


b b 
/ fndr = in, / ,fo (2) 


[479] §2， 无 界 函 数 的 反常 积分 . 489 . 


(在 右边 的 极限 存在 而 且 有 限 的 假设 之 下 ) 来 定义 ， 
在 普遍 情形 下 , 区 间 [a, 外 上 可 有 若干 个 奇 点 co cu ,cm_1cm, 在 这 些 点 附近 
明 数 f(z) 为 无 界 , 但 在 不 包含 这 些 奇 点 的 每 一 闭 区 间 上 , 函数 都 为 有 界 而 且 可 积 . 
假定 (为 了 简单 起 见 ) 只 有 三 个 这 样 的 点 而 且 其 中 有 两 个 就 是 区 间 的 端点 a 与 
b, 第 三 点 则 介 于 二 者 之 间 . 则 台数 f(z) 从 a 到 5 的 积分 由 等 式 


b C 一 772 一 74 
jzjaz = lim 1/ +/ | (3) 
a 人 Q 十 9 C 十 3 


074 一 0 


给 定 , 只 要 这 极限 是 存在 而 且 有 限 的 . 
在 区 间 [a, dl, [c,0| 内 各 取 d,e 点 , 则 有 


C 一 刀 2 d c—72 b—74 e b—74 
ha hh hs hh 
很 容易 看 出 , 极限 (3) 的 存在 就 等 于 后 面 这 四 个 新 积分 的 极限 同时 存在 ,所 以 定义 
(3) 可 以 改 与 成 


/ f(a)ds = / f(a)ds + | stat f fear+ / da 


假设 右边 的 反常 积分 都 存在 . 这 定义 与 d,e 点 的 选择 无 关 . 
对 于 反常 积分 (2) 与 (3), 照样 有 前 面 用 过 的 那些 术语 . 
2) /0 一季 一 , 奇 点 为 -1 


Vi 
0 
dz dz 
一 lim = lim arcsin( 一 1 十 
_] Vl—z? -J V1— zx? 站 一 | 一 (一 9)] = 


3) [11 一季 奇 点 为 -1 与 1 
/ Es/ + -ti 
_1V1l— x? _1] 0 2 2 


”dz 
/ (ra) (b > a) (4) 


4) 判断 反常 积分 


对 于 指数 入 > 0 的 那些 值 存在 . 
车 入 关 1, 则 积分 


/ i 一 l(b 0) -nm 
a 二 7 


中 除去 这 些 积分 中 有 两 个 等 于 有 不 同 符号 的 无 穷 大 的 情形 . 


. 490 . 第 十 三 章 反常 积分 [480] 
| 


当 0 时 , 其 极限 为 oo 或 为 有 限 数 一 (6 一) 一 ^ ,要 看 和 >1 或 A<1 而 定 若 入 =1 
则 


b 
/ dz = ln(b—a) -Inn +o0 ( 当 n — 0). 
一 0 


所 以 积分 (4) 在 入 < 荆 时 收敛 而 以 (bo) 为 其 值 , 但 在 入 > 1 时 则 发 散 [比较 470,2)]. 
5) 对 于 与 积分 (4) 没有 多 大 差别 的 积分 


”dz 
/ (5 二 2 (b > a, 入 > 0) 
也 有 相同 的 结果 . 


附注 车 函数 f(z) 在 区 间 [a,9] 上 就 通常 意义 而 言 为 可 积 (因而 积分 [* f(z)dz 
已 有 定义 ), 则 极限 等 式 (1)[ 或 (2) 或 (3)] 仍然 成 立 . 这 可 由 积分 对 于 变动 上 (下 ) 限 
的 连续 性 [305,11°] 直接 推 知 . 这 样 看 来 , 我 们 是 把 通常 积分 本 来 就 适合 的 一 个 等 式 
当成 了 反常 积分 的 定义 


最 后 , 我 们 来 看 函数 f(z) 给 定 在 无 穷 区 间 上 的 情形 , 譬如 说 在 区 间 [a, +eo] 上 ， 
其 中 有 有 限 个 奇 点 9, 在 这 些 点 附近 f(z) 是 无 界 的 ， 假 设 在 每 一 有 限 区 间 [a 4 
上 积分 /f(z)dz 都 存在 , 为 一 通常 积分 或 按照 上 面 定义 的 反常 积分 ， 那 么 再 令 
4 一 十 co 即 可 用 第 470 目 等 式 (1) 定义 出 区 间 [a, 十 co] 上 的 反常 积分 . 

在 无 穷 区 间 的 情形 , 点 土 oo 很 像 以 前 对 于 有 限 区 间 所 讲 的 奇 点 , 必需 附带 上 取 
极限 的 步骤 . 为 了 这 个 缘故 , 我 们 也 把 二 ce 叫做 奇 点 , 不 管 f(x) 当 x 无 限 增 大 时 为 
有 界 与 否 . 


480. 关于 奇 点 的 附注 ”我们 来 看 定义 在 有 限 区 间 [a,5] 上 的 一 个 函数 f(zx), 假定 它 在 这 区 
间 上 就 通常 意义 而 言 为 不 可 积 的 . 则 在 区 间 [oa, 吕 上 必 有 一 点 c, 在 它 的 每 一 邻 域 内 函数 都 (在 通 
常 意 义 下 ) 为 不 可 积 的 . 

其 实 , 假如 根本 没有 这 样 的 一 点 存在 , 则 区 间 [a, 5] 上 的 每 一 点 x 都 可 用 一 个 令 域 c 围 起 来 ， 
使 函数 在 它 范围 内 为 可 积 的 . 运用 博 雷 尔 引 理 [88] 到 覆盖 着 区 间 [a, 中 的 这 组 邻 域 > = {o}, 很 
容易 把 区 间 [oa, 中 分 成 有 限 个 部 分 , 在 每 部 分 内 函数 都 为 可 积 的 . 然而 这 样 看 来 , 函数 必然 要 在 整 
个 区 间 [a,6] 上 为 可 积 , 因而 要 与 假定 相反 了 . 

所 说 的 c 点 自然 也 叫做 奇 点 : 在 它 这 里 “凝结 ”着 函数 的 不 可 积 性 ! 奇 点 可 以 有 若干 个 甚至 
无 穷 个 ; 例如 狄 利克 雷 函 数 [300,2)] 的 情形 , 奇 点 就 毫 无 例外 地 充满 了 整个 区 间 [0, 1]. 

我 们 现在 只 讨论 有 限 个 奇 点 c1, ca, … ,cm 的 情形 . 在 这 种 情形 , 出 现 于 这 些 点 的 “ 奇 ”性 是 
很 容易 发 党 的 : 在 这 些 点 的 每 一 个 邻 域 中 函数 根本 就 是 无 界 的 (所 以 无 界 性 就 成 为 于 通常 意义 下 
个 可 积 的 原因 ). 要 证 明 这 件 事 只 需 看 仅 有 一 个 奇 点 而 且 就 是 5 的 情形 就 够 了 . 

所 以 假定 对 任意 了 > 0(n < -oa) 函数 f(x) 都 在 区 间 [ep 一 中 上 为 可 积 (因而 就 为 有 界 )， 
但 在 区 间 [5 一 nm,6] 上 为 不 可 积 的 . 要 证 明 的 是 , 在 这 些 条 件 下 函数 f(z) 不 可 能 在 b 点 附近 为 有 界 . 
”9 奇 点 的 个 数 也 可 以 是 无 穷 多 个 , 只 需 在 每 一 有 限 区 间 lw 和 (4 > a) 上 仅 有 有 限 个 (这 个 数 随 
4 而 无 限 增 大 ). 


[481] 8$82， 无 界 函 数 的 反常 积分 .491 


我 们 且 假 定 这 事 的 反面 : 对 于 [a,b| 上 的 所 有 xz 都 有 
f(z)| < (了 = 常数 ). 


任意 给 定 一 数 = > 0 后 , 我 们 取 n= 地. 因 函 数 f(z) 在 区 间 fa, 一 中 上 为 可 积 ， 对 于 3 
这 个 正 数 必 可 得 一 数 6 > 0, 使 这 区 间 分 成 长 度 Az;, < 6 的 若干 段 时 就 有 


3 Wi ATi' < 3 


其 中 ui 像 通 常 一 样 表示 函数 的 相应 振幅 [297]. 我 们 还 可 以 假定 5 < n. 现在 把 整个 区 间 [a, 
分 成 长 度 Az; < 6 的 若干 部 分 , 在 区 间 [a,b 一 | 之 内 的 那些 部 分 记 作 入 x;,， 其 余 的 部 分 记 作 
和 人 xi; 在 后 面 这 些 部 分 中 至 多 ( 当 b 一 7 不 是 分 点 时 ) 有 一 个 超出 [4,58 一直 的 界限 . 于 是 , 像 刚 才 


一 样 , 有 
DA < 3 
而 另 一 方面 又 有 。 
Do Ave < 2L. 3 Ari < 2L(n +6) < 4Ln= 56 
故 得 


DA = 2 + <E. 


然而 这 正 是 痕 数 f(x) 在 整个 区 间 a, |] 上 可 积 的 条 件 1297], 内 而 5 并 不 是 奇 点 , 而 与 关于 它 的 
假定 不 符合 , 这 就 完成 了 证 明 . 

这 样 看 来 , 在 奇 点 个 数 为 有 限 的 情形 , 奇 点 的 特征 就 在 于 函数 在 它们 的 附近 不 为 有 界 . 这 正 是 
我 们 在 前 一 目 中 定义 奇 点 时 所 采用 的 . 


481， 积分 学 基本 公式 的 用 法 例题 ”假设 唤 数 f(x) 定义 在 区 间 [a,9] 上 而 且 
( 束 通 党 意义 而 言 ) 于 每 一 个 区 间 [op -97] 上 可 积 , 但 以 5 为 一 奇 点 . 若 函 数 f(z) 在 
区 间 [a,b) 内 也 就 是 对 于 a < xz < 6b, 具有 一 原 函 数 F(z), 则 
b—” 


/ (Daz = Fb- Fla) = F(a) 


因而 有 反常 积分 (1) 的 存在 就 等 于 有 限 极限 lim F(b 一 7) 的 存在 . 车 这 个 极限 真 的 存 
在 而 为 有 限 , 我 们 目 然 就 把 它 当 作 原 函数 F(z ) 在 xw =2 时 的 值 F(b), 以 使 F(z) 在 
整个 区 则 [a,8| 上 连续 . 于 是 积分 (1) 的 计算 公式 呈 通 常 形状 : 


b 
/ f(z)dz = F(b) ~ F(a) = F(z) 


夺 奇 点 发 生 在 区 间 [a,9] 之 内 , 或 在 积分 区 间 上 同时 有 若干 个 奇 点 出 现 , 这 个 公 
式 也 同样 成 立 ; 但 是 (必须 牢 牢 地 记 住 ) 要 有 一 定 的 条 件 , 就 是 要 原 浮 数 F(x) 在 奇 
点 以 外 各 处 都 以 f(z) 为 其 导数 ,而 且 处 处 连续 , 即使 在 奇 点 的 地 方 也 不 要 例外 . 这 样 
的 原 消 数 的 存在 目 然 保证 了 反常 积分 存在 . 


(5) 


- 492 ， 第 十 三 章 反常 积分 [482] 


附注 关于 “ 原 函 数 "F(z), 我 们 可 以 把 它 的 意义 了 解 得 更 广泛 一 些 : 函数 F(z) 
应 该 处 处 以 f(z) 为 其 导数 , 这 不 仅 在 f(z) 的 奇 点 处 可 以 例外 , 在 某 些 有 限 个 点 处 也 
可 以 例外 ,只 要 在 这 些 点 以 及 奇 点 处 函数 F(z) 保持 连续 即 可 [参看 310] 


把 基本 公式 (5) 里 的 5 换 成 x, f(z) 换 成 F(x), 我 们 就 可 以 像 在 第 310 目 里 一 
样 , 把 这 公式 写成 
F(x) = F(a) + | F(x)dz. 


这 样 就 把 任意 给 定 的 导数 F(z) 还 原 成 原 函 数 下 (x), 只 要 这 导数 可 积 就 行 即使 是 就 
反常 积分 的 意义 下 也 黑 . 
现在 来 讲 -一 些 例题 . 
1) 三 2 ， 奇 点 x = 0; 因原 函数 3 72/3 在 这 点 也 连续 , 所 以 积分 存在 : 
汽 2 


2) /?， -了 3 不 存在 , 内 原 函 数 In |z? -1| 条 上 = 成 为 co， 


“一 2 72 一 


3) 广 eins, 奇 点 x 二 1; 这 里 原 函 数 = 3 (arcsin z) 在 xz == 1 处 连续 ; 所 以 积分 存在 


Ci) 
外 /6 nzdz, 奇 点 z = 0; 这 里 原 函数 zinz - z 当 z 一 0 时 以 0 为 极限 . 把 这 极限 值 当 作 
原 函 数 在 z = 0 的 值 , 即 有 


1 
一 一 1. 
0 


1 
/ Inzaz = (rlInz— Zz) 
0 


2 dz 
一 -一 二 1]; 
5) 上 yr 奇 点 7 我 们 有 
{ A sn | -了 -arcsin3 
| ZV372— 27—1 27 | 2 4 
6) /? -全 ， 厅 点 z = 1; 积分 不 存在 , 因原 函数 Inlnz 在 = 二 1 处 成 为 oo 


482. 积分 存在 的 条 件 和 判断 法 ”我们 只 要 讨论 与 定义 (1) 有 关 的 情形 , 因为 别 
的 入 形 可 以 仿照 , 并 无 困难 . 因 与 无 穷 区 间 [a, +oo) 上 的 反常 积分 完全 相仿 , 我 们 仅 
限于 叙述 一 些 基本 命题 . 证 明 都 与 以 前 的 相似 . 
在 f(z) 是 正 函 数 的 情形 下 , 为 使 反常 积分 (1) 收 化 ,必须 且 只 需 当 任何 n> 0 
时 成 立 不 等 式 , 
/ f(z)dr < LL (L= 常数 ). 


474 目的 比较 定理 的 陈述 与 证 明 , 在 所 考虑 的 情况 下 几乎 是 不 变 的 . 我 们 不 加 
证 明 地 引入 由 此 推出 的 柯 西 判别 法 . 
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设 对 于 充分 靠近 b 的 值 , 函数 f(x) 具有 如 下 形式 : 
心 
jz = Tz (A > 0). 


那么 , 1) 若 入 < 1 且 g(7) < c < +oo, 则 积分 户 jz)dz 收 仇 , 9) 若 入 > 1 且 
9(Z) 之 c > 0, 则 这 个 积分 发 散 . 

企 实 用 上 方便 的 更 为 特殊 的 形式 : 

车 当 z 一 时 f(z) (与 比较) 是 入 > 0 阶 无 穷 大 则 积分 用 f(z)dz 收 全 
与 发 散 依 入 <1 或 入 >>1 而 定 . 


例题 
D 及 5 荆 被 各 函数 当 = -1 时 是 了 阶 无 穷 大 
1 1 1 1 
NF Ni i A 7 
此 , 积分 收敛 ， | 
人 k2 1), prs 二 介 ， 只 3 
2) 太 (< 1), 无 穷 大 为 5 阶 ,积分 收 全 


3) xz*Inzdz, 在 人 >0jz) = z+*Inz 一 0(z -一 0), 积分 是 作为 常 义 积分 而 存在 ， 当 
人 < 0, 被 积 防 数 在 x = 0 变 为 无 穷 大 . 
知 4.> 一 1, 则 取 入 符合 条 件 1 > 入 > | 由 = -/ ,于 是 有 


1 


7 入 


因为 积分 由 鹤 收 敛 , 则 所 论 积分 收敛 [根据 与 474 目 定理 2 类 似 的 定理 ]®， 
最 后 , 若 /< 一 1 则 积分 户 cudz 发 散 , 所 论 的 积分 则 更 加 是 发 散 的 ,因为 


和 An 


一 zinz 一 0 (z 一 0); 


一 ]nxz 一 oo ( 当 工 一 oo) 


[根据 同一 定理 ]. 

许多 更 深入 的 例子 , 读者 可 在 下 一 目 找到 . 

其 次 引用 布尔 查 诺 与 柯 西 的 判别 法 , 即 有 这 样 一 个 关于 收敛 的 普遍 条 件 : 

要 反常 积分 [” f(z)dz( 以 5 为 奇 点 ) 存在 , 必须 且 只 需 对 于 每 一 数 e > 0 都 对 应 
地 有 这 样 一 个 数 6 > 0, 使 在 0<7 <6 与 0< <6 时 总 有 不 等 式 


b—n’ 
fra 
b—7 
由 此 可 以 像 以 前 一 样 推出 : 
若 积分 岂 | jz)ldz 收 仇 , 则 @ 积 分 ， 户 jz)jdz 必然 收敛. 


也 我们 对 项 数 zx nz 应 用 适合 于 正 函 数 的 判别 法 , 因为 这 个 函数 运 直 变 号 , 就 归结 为 正 函数 . 
外 在 f(z)( 就 通常 意义 而 言 ) 可 积 于 每 一 区 间 [a,b 一 0](m > 0) 上 的 假设 之 下 . 


< E. 
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反之 则 一 般 不 正确 . 所 以 我 们 在 这 里 特别 分 辨 出 积分 广 fz)dz 与 广 |F(z)ldz 
一 同 收敛 的 情形 ; 这 时 候 就 说 第 一 个 积分 是 绝对 收敛 , 而 函数 于 区 间 [a， b] 上 绝对 
且 积 . 

在 这 里 , 类 似 于 476 目 最 后 一 个 定理 , 容易 证 明 : 

车 函数 f(z) 在 区 间 [w 明 上 绝对 可 积 , 而 函数 g(z) 在 [a, 上 在 通常 意义 下 可 
积 , 则 函数 f(z) .9g(z) 在 上 述 区 间 上 绝对 可 积 . 

与 级 数 的 联系 由 下 述 定理 给 出 : 

要 反常 积分 大 (zjdz (以 5 为 奇 点 ) 存在 , 必须 且 只 需 对 于 任何 一 列 数 an 一 b, 
级 数 


OO 


> jzZjdz (a0= a,a an<b). 


n=0" Ln 
都 收敛 到 同一 个 和 数 ; 这 和 数 也 就 是 反常 积分 的 值 . 
我 们 现在 给 一 个 例 , 表明 一 个 积分 可 以 收敛 而 不 绝对 收敛 . 设 在 0 < z 乏 2 时 


/0 2 ni 
XT)=27X:SinN 一 -一 一 .cos 一 . 
f(7) 72 zr x2 


这 函数 在 x > 0 时 连续 , 在 区 间 [0, 2] 上 的 唯一 奇 点 为 z = 0. 另 一 方面 不 难 验 知 jz) 的 原水 数 
为 


Tn 
F(x)= 7”. Sin 7 


9) 
当 x 一 0 时 有 极限 严 (+0) = 0. 所 以 存在 积 


人 Flz)dz 一 2 ‘sin = 


为 要 看 出 积分 ,|f(z)ldz 确实 发 散 , 我 们 把 它 表 成 级 数 . 取 一 列 数 o。 一 0: 


2 _ 1 
25 1 


Q0 = 2, a2k-1 = 


k=1,2,3,...). 


于 是 


/| zj|dz > > f(x)|dz. 


n=1” on 1 2k 


在 区 间 [azx, Qa2k-1] 上 , 即 在 kn > 二 > > KRTF 一 二 > 时 ， sin 二 与 COs -5 一 符号 相反 ， 所 以 f(x) 保持 
确定 的 符号 , 因而 
| ra 


/ |f(o)laz = 


2k 


1 


2 
一 [F(a2k-1) 一 F(azk)| 一 2 > 天 


由 于 调和 级 数 Ye 二 的 发 散 , 推 知 所 考虑 的 积分 级 数 发 散 , 因而 所 设 积分 也 是 发 散 的 


[483] $2. 无 界 项 数 的 反常 积分 . 495 . 


483. 例题 ”讨论 下 列 各 积分 的 收敛 性 . 


0 dp 1 dz 1 dz 
1 一 一 天， (6 7 一 
) ( h Vcosp —cos0 (©) 上 8/z(ez 一 e-z) (3) ho lInz 
到 p I /CoOs0 二 
( (87) dr, 人 /3 (pp a 


解答 (a) 奇 点 p = 0. 因 存 在 导数 


lim 一- 0 一 一 Sin0， 
2 一 0 吧 一 0 


被 积 函数 ( p 一 0 时 就 Fs 而 言 为 1/2 阶 无 穷 大 . 积分 收敛 


(6) 可 点 x 二 0. 因 
im 二 一 =2 
II 一 0 I 
被 积 函数 的 阶 (就 = 而 言 ) 为 2/3. 积分 收 全 
(B) 这 里 
Inzxz D1o ol 
rz—1 


被 积 函数 的 阶 (就 了 一 而 言 ) 等 于 1. 积分 发 散 

(r) 车 p > 0 则 奇 点 为 57 车 p < 0 则 奇 点 为 0. 在 这 两 种 情形 被 积 函 数 的 阶 都 是 lp| ， 所 
以 积分 在 |p| < 工时 收敛 , 在 |p| > 1 时 发 散 . 

人 车 p> 0, 奇 点 为 -二 ; 车 p< 0, 奇 点 为 二. 答案 与 刚才 相同 

1 bb 一 1 wa 一 1 
2) (a) 三 用 = (©) 太一 一 dx (a,b > 0)， 
(B) 请 Insinzdz, (r) 广 In|sin*0— kld0 (k? < 1). 
解答 (a) 当 xz 一 1 时 被 积 函 数 趋同 0. 奇 点 z= 二 0. 取 0< 入 <1, 则 


Inz 1 Z^Inz 、 
3 ‘TX = 0 当 z 一 0. 


积分 收敛 . 

(6) 当 z 一 1 时 , 被 积 孔 数 成 为 不 定式 , 但 有 有 限 极 限 (= 5 一 4). 奇 点 x = 0( 假 定 a,b 二 
数 中 至 少 有 一 个 小 于 1, 但 我 们 要 假定 的 正 是 这 样 ). 被 积 困 数 与 其 分 子 的 比值 等 于 二 一 0( 当 
Z 一 0), 而 分 子 的 积分 /i (zo! 一 ZX)dz 收敛 ; 故 所 设 积 分 收敛 ， 

(8) 奇 点 x 二 0. 取 0< 入 <1, 就 有 


Insinz ( 分 


入 
I = ) .sin* wx.Insinz—0 ( 当 x 一 0); 
z 


Sin 2 
收 所 设 积分 收敛 

(r) 令 k=sinw (0<w< 了 小 则 奇 点 9 一 ww. 仍 取 0 < 入 < 二 则 

In|sin 0—sinw| 0O—w 


1/10 — wl ‘|sin0 — sinwl|* . {In|sin — sinw| + In(sinO + sinw)} 


~ lsin0— sinw 


当 0 一 w 时 趋向 零 ; 故 积分 收敛 . 
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3) (a) ) 万 ze: (1 一 z) dz，(6 ) fo ze 一 oo 和 Linzdz 


解答 (a) 当 a<1 时 0 为 一 当 5 < 1 时 1 为 一 奇 点 . 我 们 分 所 设 积 分 为 二 , 甸 如 分 
成 : 及 = / + 及. 因 被 积 函数 当 z 一 0 时 (只 要 a < 1) 就 成 为 1 一 a 阶 无 穷 大 ,所 以 第 一 个 有 
分 仅 在 条 件 1 -a < 1 之 下 存在 , 即 仅 在 a > 0 这 条 件 之 下 收敛 . 相似 地 , 第 二 个 积分 仅 在 b> 0 
的 条 件 之 下 收敛 . 这 样 看 来 , 所 设 积分 在 而 且 只 在 a > 0 并 且 同 时 b > 0 这 种 情形 才 收敛 

(6) 关于 点 > = 0 的 情形 与 前 相同 . 只 需 把 积分 /3 就 o < 1 的 情形 加 以 考虑 ( 当 a > 1 时， 
积分 成 为 一 个 常 义 积分 而 存在 ). 推理 与 482 目 例 题 3) 相同 . 如 像 情形 (a) 里 一 样 , 积分 在 a > 0 
时 收敛 ， 

至 于 点 z = 1, 则 这 里 的 情形 有 所 不 同 , 因为 当 x 一 1 时 jn z 成 为 一 阶 无 穷 小 . 积分 /1 当 
b > 一 1 时 存在 . 

总 结 起 来 说 , 所 设 积分 的 收敛 条 件 为 :a > 0,5 > 一 1. 

4) [wy sin”™! ydw 

0 |1+ kcoswpl" 

解答 ”因为 大 < 0 的 情形 可 以 用 变换 p = r - ol 化 成 > 0 这 种 情形 , 所 以 我 们 可 以 只 
假定 上 > 0. 不 但 如 此 , 为 了 要 积分 在 所 有 的 情形 都 收敛 , 还 必需 : n > 0 -一 否则 被 积 函 数 当 
9 一 0 (或 yp 一) 时 就 至 少 是 一 阶 无 穷 大 . 

行 上 < 1 则 ?mm”>0 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 

当 二 1 时 , 积分 不 可 能 存在 , 因为 pg 一 x 时 被 积 函 数 成 为 1 阶 无 穷 大 . 

最 后 , 设 上 > 1. 于 是 就 出 现 一 个 奇 点 a = arccos (-#); 当 yp 一 oa 时 被 积 式 变 成 n 阶 的 无 
穷 大 , 这 意思 是 说 , 要 想 积 分 存在 就 要 求 n < 1. 

所 以 积分 在 两 个 情形 收敛 , 即 1)0 < k<1 而 n>0,2)k>1 而 0<n<1; 在 别 的 情形 都 发 


散 . 
c lnz 


5) (a) ho ar, (6) 人 Td (B) 1 rz? le dz. 
解答 (a) 奇 点 为 co, 而 ( 当 & < 1 时 )0 也 是 一 个 . 车 把 积 这 样 拆 成 两 段 : /* 加 户 下 ~ 
则 第 一 段 积 分 当 a > 0 时 收敛 (对 于 z 而 言 无 穷 大 的 阶 为 1 一 a < 1), 而 第 二 段 积 分 当 a < 1 时 
收敛 (对 于 二 而 言 无 穷 小 的 阶 为 2 一 a > 1). 所 以 积分 在 0 < a < 1 时 收 全 
(6) 奇 点 为 和 0,f”= 夏 +/. 取 0< 和 <1, 即 有 
nz 1 Znz 


1 全 当 z 瑟 0， 


故 三 收敛 . 今 取 1 < 六 < 2 则 


]n +1 和 jn xz 


I 当 to0, 


这 就 表明 ”也 收敛 . 于 是 推 知 人 
和 仅 当 p>0 时 /存在 (就 = 而 言 为 1 一 p 
阶 无 穷 大 ). 至 于 /” 则 对 于 任何 p 都 存在 ; 因为 , 取 入 > 1, 即 有 


一 全 ey 


p—1 
化 EC ~ 
Dr ?7 +t% 


故 /” 当 p >0 时 存在 . 


[484] §2， 无 界 函 数 的 反常 积分 * 497 ， 


6) 在 这 个 与 后 面 的 两 个 习题 中 , 所 考虑 的 函数 f(z) 与 g(z) 都 假定 是 定义 在 有 穷 区 间 [a, 
上 , 不 过 也 许 有 有 穷 个 奇 点 . 
求证 : 
(a) 右 函 数 f° 可 积 , 则 函数 f 本 身 必定 是 绝对 可 积 (这 样 的 函数 /就 说 是 “平方 可 积 ” 的 )69) 
(6) 大 二 哨 数 了 与 9 是 平方 可 积 , 则 它们 的 和 f +g 也 是 平方 可 积 ; 
(B) 在 同一 假设 之 下 , 乘积 fg 也 是 (绝对 ) 可 积 的 函数 . 
这 些 都 可 根据 比较 定理 从 下 列 不 等 式 很 简单 地 推演 出 来 : 


i+ 


Jf < 广 十 了 


,， (f+g) < 2(f* +9), lfgl< 


7) 对 上 述 一 类 的 也 数 可 以 建立 如 同 在 321 目 中 那样 建立 过 的 积分 不 等 式 , 而 在 那里 假定 所 
等 虑 图 数 在 通常 意义 下 是 可 积 的 . 例如 , 若 在 任何 情况 下 是 唯一 的 奇 点 ( 它 可 能 是 oo), 则 仅 需 
对 区 间 [a, zo] 写 出 某 个 不 等 式 , 其 中 a < zo < 5 , 然后 当 zo 一 65 取 极 限 , 以 证 明 对 反常 积分 来 
说 不 等 式 成 立 . 同时 由 不 等 式 右 端的 积分 的 收敛 性 推出 左 端 积分 的 收敛 性 , 这 与 我 们 在 375 日 8) 
中 对 无 穷 级 数 所 作 的 一 样 . 


484. 反常 积分 的 主 值 ”假设 隔 数 f(z) 给 定 在 区 间 [a, 45] 上 , 只 有 一 个 奇 点 c 在 这 区 间 内 ， 
在 不 包含 c 的 任 一 部 分 区 间 上 都 是 ( 常 义 ) 可 积 的 . 从 a 到 b 的 反常 积分 是 用 等 式 


few- ml + 


来 下 定义 的 , 其 中 极限 当 7 和 7 独立 无 关 地 取 极 限时 应 该 存在 . 在 有 些 情形 里 , 这 个 极限 不 存在 ， 
但 若 令 7 与 7 保持 相等 而 趋 于 零 :mw = 7 一 0, 这 样 来 考察 以 上 表达 式 的 极限 , 往往 是 很 有 益处 
的 . 如 果 这 个 极限 存在 , 就 (按照 柯 西 的 先例 ) 称 为 反常 积分 ”f(z)dz 的 主 值 而 记 作 


b Cc—7 b 
V.p. / f(r)dz = lim |/ "| | 
Ja 了 @Q c+7 


[V.p. 是 “Valeur principale” 一 词 的 两 个 字 头 , 按 法 文 的 意思 就 是 “ 主 值 ”]. 在 这 种 情形 下 , 通常 
便 说 积分 /”f(z)dz 在 主 值 的 意义 之 下 存在 . 若 一 个 积分 /* Ha dz 作为 一 个 反常 积分 而 存在 . 则 
克之 有 但 反 过 来 , 一 般 地 说 , 却 是 不 对 的 . 我 们 来 看 一 些 例题 . 

只 分 /一 (a < c < 58) 当 作 一 个 反常 积分 来 看 是 不 存在 的 , 因为 表达 式 


Cc—7 b 
1 dx +/ QZ 1 Cn 
, rT—c cn 人 一 C 一 0 n 


当 与 互相 独立 无 关 地 趋 于 0 时 没有 确定 的 极限 . 然而 若 把 7 和 7 用 条 件 w= 联系 起 来 ， 
就 得 到 表达 式 
C 一 分 b 
b—ce 
十 = jn ， 
/, cpp c—a 


”9) 在 这 里 ,区 间 [a, 假设 是 有 限 的 . 
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事实 上 是 与 m 无 关 的 , 所 以 存在 有 积分 的 主 值 : 
b 

va/ dz -in2 二 2. 

人 一 C c—a 


”dz 
/ [or (a <c<b,n2>2). 


2) 积分 


Z 一 C)” 


当 nn 为 偶数 时 有 无 穷 大 值 , 而 当 n 为 奇数 时 , 作为 反常 积分 , 全 然 不 存在 . 我 们 现在 考虑 表达 式 : 


| dz 1 / dz 
， (Z 一 Cjn op (Z 一 om 


-| 
nl (a — c)™-1 (b _ C)m 一 1 n"—! mn-1 


当 为 奇数 时 , 这 表达 式 成 为 一 个 常数 ; 所 以 在 这 个 情形 是 有 主 值 : 


vo := | 


Z 一 Cn noll(a—o"-! (5b—e)"-! 


3) 再 看 发 散 的 积分 /一 一 (0 < 大 < 1). 奇 点 为 a 二 arcsink, 而 且 当 9 -。o 时 被 积 了 


a 
数 变 为 一 阶 无 穷 大 .我 人 有 ”、 


/ d0 1 | 太一 SimO 加 1 1 sina— sing 
J -sn Vi—k? |l~ksing—~ Vi—kicos0| Vik |1—cos(o—0)| 
所 以 

2 1 {1n De ne ] 0 | 

0 . on V] 一 大 2 sin(a 十 9) 一 Sina sina 
当 7 一 0 时 第 一 项 里 对 数 符号 后 面 的 表达 式 趋 于 1( 这 是 不 难 用 洛 必 达 法 则 验证 的 ). 于 是 

_ 
vo/ = mE ok 
o Kk—sing Vi—k k 


在 有 一 些 情形 能 够 预先 判断 积分 主 值 的 存在 性 . 我 们 现在 要 讲 一 个 这 样 的 情形 . 假设 给 定 一 


”dz 


(zh 
其 中 函数 f(z) 在 区 间 fa 5] 上 连续 而 且 仅 在 区 间 内 的 e 这 一 点 变 为 0 假设 在 < 点 邻 域 内 有 一 
阶 导数 f'(z) 存在 , 当 z = c 时 不 为 0, 并 且 在 这 一 点 还 有 二 阶 导数 f7(c) 存在 . 
因为 二 当 z 一 c 时 成 为 一 阶 无 穷 大 , 且 当 x 通过 点 时 变 号 , 所 以 所 论 的 积分 是 发 散 的 
我 们 要 证 明 的 是 它 在 主 值 的 意义 之 下 存在 . 
今 令 
1 — 1 十 (Zz) 
f(z) Fo 可 
则 w(z) 对 于 z 关 c 为 连续 . 在 z = c 附近, 我 们 根据 带 有 佩 亚 诺 形 式 余 项 的 泰勒 公式 [1124| 有 


15)= f(z- oO + "(0 + ala). EY 


[484] 8$2， 无 界 函 数 的 反常 积分 . 499 . 


其 中 a(z) 当 z 一 c 时 趋 于 0. 于 是 显然 


‘(©) + a(2)] 
FO + al) 


PAZ) = 一 


f'(o) | 六 (ce 


所 以 elz) 在 z = c 附近 保持 有 界 ， 因 而 olz) 就 在 通常 意义 之 下 也 是 可 积 的 。 因为 函数 
六 的 积分 在 主 值 意义 之 下 存在 [参看 1)], 所 以 对 所 论 的 积分 也 是 这 样 
例如 , 用 这 个 判别 法 就 很 容易 确定 例题 3) 里 的 主 值 存在 . 再 举 一 个 例 , 就 是 一 个 很 重要 的 非 


初等 图 数 , 即 所 谓 “ 积 分 对 数 ” 的 定义 : 


1 
lf 
) 十 


dy 
nz 
这 积分 只 当 0 < a < 1 时 收敛 ; 当 a > 1 时 可 以 取 它 的 主 值 . 
主 值 的 概念 并 不 难 推广 到 所 考虑 的 区 间 的 内 部 有 任意 有 限 个 奇 点 的 情形 . 
到 现在 为 止 我 们 一 直 撤 开 区 间 的 端点 为 奇 点 这 一 可 能 性 ; 这 是 可 以 不 讲 的 , 因 若 只 要 建立 主 
值 时 这 种 奇 点 根本 是 谈 不 上 的 . 
4) 例如 假设 提出 一 显然 发 散 的 积分 (a > 0) 


2 T°! 
/ azx. 
0 1]—z 


这 里 奇 后 为 z= 二 1 与 ( 当 @ <1 时 ) 区间 的 端点 x = 0. 很 容易 证 明 , 在 这 一 情形 , 主 值 


ee 


1 Qa—1 _ Qa—1 
| 2 ( 工 十 力 
1 t 


lia = 


可 以 简单 地 化 成 积分 


( 当 ga < 1 时 为 一 反常 积分 ). 
最 后 我 们 再 讲 一 种 变相 的 “ 主 值 ”, 这 也 是 常用 到 的 . 这 就 是 要 讲 展 布 于 两 边 都 延伸 到 无 穷 的 
区 则 上 的 积分 的 主 值 , 不 过 我 们 不 假定 在 这 区 间 内 有 奇 点 . 我 们 都 知道 这 种 积分 可 用 极限 等 式 来 
下 定义 : 
十 co A 
/ f(z)dr = lim f(x)dz 


4 一 十 co 4 
4/ 一 一 co 


其 中 极限 的 取 法 是 按照 4 与 A' 互相 独立 无 关 的 假定 来 作 . 可 是 在 这 个 意义 下 极限 不 存在 的 时 候 ， 
对 于 4' = -4 这 一 特殊 假定 来 说 , 极限 仍 往往 可 能 存在 . 这 特殊 的 极限 称 为 积分 [f(z)dz 


的 主 值 而 且 用 符号 记 作 
十 co 
va T)dr = mf yz 
例如 假 坪 f(x) 是 奇 函 数 , 那么 它 在 对 于 0 为 对 称 的 区 间 (一 A, 4) 上 的 积分 总 等 于 0, 因 之 
也 束 
十 Co 
vp. | f(z)drx = 0, 


-500 . 第 十 三 章 反常 积分 [485] 


纵然 是 反常 积分 三 f(z)dz 不 存在 也 是 这 样 (譬如 说 对 于 函数 sin z 就 是 这 样 )， 


假若 f(x) 是 偶 函 数 , 则 
A A 
人 (Ja 人 二 2 / (ra 


左边 的 积分 有 有 限 极限 存在 的 情形 也 就 是 积分 [< f(z)dz 有 有 限 极限 存在 的 情形 , 所 以 反常 积 4 
J ”f(z)dz 要 是 收敛 的 话 , 积分 [+ f(z)dz 也 就 一 同 收 剑 了 . 由 此 看 来 , 对 于 偶 函 数 而 言 , 积 
分 的 主 值 只 能 与 反常 积分 同时 存在 (并 且 自 然 也 就 等 于 它 .) 

任意 一 个 (在 任何 有 限 区 间 上 都 为 可 积 的 ) 函数 f(z) 都 能 表 成 一 个 偶 函 数 与 一 个 奇 函 数 的 
和 , 这 二 函数 为 
站 


2(Z) = 5 


(也 还 保持 有 可 积 性 ). 
现在 由 以 上 所 讲 的 , 显然 


十 co 十 co 
vp | roadz= |/ p(T)dzy, 


人 一 反常 积分 收敛 就 是 如 此 . 例如 只 要 注意 函数 - 
合成 的 , 就 立刻 可 以 写 出 


[一 5 是 由 偶 函 数 一 5 与 奇 函数 


485. 关于 发 散 积 分 广义 值 的 附注 

在 第 十 一 章 89, 我 们 讲 了 发 散 级 数 的 求 和 , 按照 蘑 种 规则 , 把 “广义 和 ”赋予 这 样 的 级 数 与 
此 类 似 , 存在 着 这 样 的 方法 , 允许 在 某 些 情况 下 把 “广义 值 ” 发 散 积分 . 其 实 我 们 在 上 一 目 这 样 做 
过 , 即 在 极限 过 程 中 提出 某 些 简化 的 特殊 约定 , 这 种 极限 过 程 导致 普通 的 反常 积分 (在 主 值 的 意义 
下 ). 在 这 里 我 们 考虑 本 质 上 全 然 不 同 的 过 程 , 这 些 过 程 与 我 们 对 发 散 级 数 所 应 用 的 那些 是 相似 的 
我 们 只 举 这 样 一 些 过 程 的 两 个 例子 , 它们 与 对 级 数 的 切 萨 罗 法 及 泊 松 - 阿 贝尔 法 类 似 

L. 设 函 数 f(z) 对 x > 0 有 定义 , 并 在 每 一 个 有 限 区 间 [0, z] 上 在 通常 的 意义 下 可 积 , 但 在 区 
间 [0, ce] 不 可 积 , 定义 函数 i 

F(z) = - f(a 
0 


并 取 其 平均 值 


若 对 它 存在 有 限 极限 
lm $ | Fdu=7 
则 这 个 数 被 看 成 是 积分 的 “广义 值 ”. 
作为 例子 把 这 个 过 程 应 用 到 我 们 已 知 的 发 散 积分 


| sin zdz (6) 
/0 


[485] §2， 无 界 函 数 的 反常 积 . 501 . 


[472,4)]. 这 儿 f(x) = sinz, F(x)=1— cosz, 明 有 


im 1 / Fdu= lim zsinz 1 
0 


了 一 CO 全 们 一 ”CO 化 


于 是 数 1 就 被 作为 发 散 积分 (6) 的 “广义 值 ”而 得 到 了 . 
目 然 地 , 这 儿 出 现 所 述 方法 的 正则 性 问题 : 对 按照 470 目 定义 , 具有 有 限 值 了 的 收敛 积 4 


/ (aaa (7) 


这 个 方法 赋予 它 的 “广义 值 ” 是否 同样 也 是 7? 我 们 来 证 明 情 况 正 是 这 样 . 
对 任意 的 数 s > 0, 由 于 积分 (7) 收敛 , 可 以 找到 这 样 的 zo > 0, 使 得 对 z > zo 有 
P(e) -1 < 其 p(w)= fot 
0 


假设 z > zo, 有 


人 Pu- | FW- ne 


-ro — Tdw 十 @ — 一 ) 一 /oa — Tlav, 
因此 z zx0 z 
:/ F(Wdu -1 < = / [F(a) -| 二 二 [ FOOD — Tau. 
左 端 第 二 项 < 5 (按照 数 Zz0 本 喘 的 选择 ); 当 z 充分 大 时 , 第 一 项 同样 也 可 变 得 小 于 5 于 是 同时 
有 


< &, 


:/ F(u)du—I 
这 样 一 来 , 实际 上 


这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
II. 这 一 次 , 对 于 给 定 的 了 消 数 f(zx), 积分 (7) 不 存在 , 按 此 函数 引入 另 一 积分 


三 e jz)dz. 
0 


若 上 述 积分 当 k > 0 时 收敛 并 存在 有 限 极限 
um / e“*f(z)dz = 了 
0 


大 一 0 
则 这 个 极限 可 被 取 作 发 散 积 分 (7) 的 “广义 值 ”. 
为 了 给 出 例子 , 重新 考虑 积分 (6), 因为 
/ esinzdz = 5 1 


[472,1)] 当 大 一 十 0 时 趋 于 1, 那么 这 儿 1 可 作为 积分 (6) 的 “广义 值 ”. 
关于 第 二 个 方法 的 正则 性 问题 , 我 们 后 面 再 回 过 来 谈 [520]. 


502 ， 第 十 三 章 反常 积分 [486] 


83. 有 反常 积分 的 性 质 与 变形 


486. 最 简单 的 一 些 性 质 ”我 们 将 要 讨论 在 有 限 或 无 穷 区 间 [a,b| 上 的 (就 通常 
意义 而 言 或 反常 积分 的 意义 而 言 的 ) 可 积 函 数 . 这 样 ,a 与 ”就 不 但 可 以 是 有 限 的 数 ， 
而 且 还 可 以 是 十 co. 反常 积分 的 最 简单 的 一 些 性 质 , 我 们 只 加 以 列举 , 这 些 都 与 通常 
积分 的 性 质 完 全 相似 [302 ~ 306] 而 且 可 以 用 同样 方法 从 它们 推出 来 . 因为 反常 积 
分 都 是 通常 积分 的 极限 , 所 以 通常 只 需 把 表达 我 们 要 求 的 性 质 的 等 式 与 不 等 式 先 对 
通常 积分 写 出 来 , 然后 再 取 极 限 . 

首先 , 这 里 也 可 以 引进 按 定向 区 闻 积 分 的 概念 而 且 证 明 : 

l。 车 ffz) 在 区 间 [5,a] 上 为 可 积 , 则 在 区 间 [w 引 上 也 为 可 积 , 而 且 还 有 


/ f(z)dz = -/ f(x)dzx. 


[这 可 以 直接 地 当 作 是 积分 /，” 当 a > 5b 时 的 定义 ] 

其 次 : 

2。 设 f(x) 在 [a,b 和 |a,dl,[c,0| 这 三 个 区 间 中 的 最 大 的 一 个 上 为 可 积 . 那 
么 在 其 余 两 个 区 间 上 也 为 可 积 , 而 且 等 式 


[ f(x)dz = | fe 十 f sa 


3。 车 f(z) 在 [a,b] 上 为 可 积 而 且 c= 常数 , 则 c.f(z) 也 为 可 积 , 而 且 


b b 
/ cdz=c | f(x)az. 
4 设 函 数 f(z) 与 g(x) 都 在 区 间 [a,b| 上 可 积 ; 则 函数 f(x) 土 9(z) 也 可 积 , 而 
用 
b b b 
/ [f (x) + g(x)ldz =/ f(x)dz :| g(x)dzx. 


上 面 (及 下 面 ) 这 一 性 质 的 证 明 @ 只 要 留心 479 目 附注 即 可 直接 得 出 . 譬如 说 , 假 
设 为 对 于 函数 f(x) 与 g(z) 中 任何 一 个 而 言 的 唯一 的 奇 点 . 那 和 只 要 写 出 等 式 


三 [AZ) 士 9(z)|dz = 三 J(z)dz 士 广 g(x)dxz (a < xo <b), 


再 对 于 zo 一 b 取 极 限 , 即 可 得 出 前 面 那个 公式 , 无 论 所 有 从 a 到 的 积分 都 是 反 第 
积分 或 者 只 有 一 个 是 反常 积分 , 部 是 一 样 . 
更 准确 地 说 : 是 把 其 他 两 个 区 间 包 含 在 其 内 的 一 个 区 间 . 


@ 对 于 积分 限 为 无 穷 的 积分 , 性质 3° 与 4°, 在 473 日 已 提 到 过 ,其 至 在 随后 的 一 目 中 还 应 用 过 . 
这 里 对 此 二 性 质 作 了 更 一 般 的 表述 . 


[487] 8$3， 反常 积分 的 性 质 与 变形 . 503 . 


5” ”车 两 个 在 区 间 [a,0b| 上 可 积 的 函数 f(x) 与 g(z) 适合 不 等 式 f(x) < g(z)， 


则 当 @a<b 时 ; ， 
/ f(z)dzr < / g(x)dz. 
6° 若 函 数 f(x) 在 区 间 [ab 上 绝对 可 积 , 则 当 a <b 时 
b b 
| #34 < { Irar 


7? 若 吕 数 f(x) 在 区 间 [a,08] 上 可 积 , 则 对 于 这 区 间 上 的 任何 一 个 x, 积分 
az) = | f(t (1) 


都 存在 而 且 还 是 x 的 连续 函数 . 
奴 a < zo < 5b, 要 证 的 譬如 说 就 是 8(z) 在 x = zo 的 左 连 续 . 在 a 到 zo 之 间 取 
c 使 区 加 |c, zo] 上 除去 zo 可 能 为 奇 点 而 外 , 绝 无 奇 点 , 就 对 于 c<x< wo 有 


f su= |/ rat f ta (2) 


因而 只 需 证 明 _ 
lim/ soa= | f(at. 


然而 这 个 等 式 无 论 当 右 端 为 常 义 积 分 或 反常 积分 时 都 是 成 立 的 [参看 479 目 附注 |. 
奋 zo = = +oco, 则 硝 数 8B(z) 在 w= 十 oo 的 连续 性 的 意思 就 是 说 


十 co 
is = B(+00) = / 四 及 
8" 在 同一 假设 之 下 , 车 函数 f(z) 在 x= zo 连续 , 则 (1) 中 的 函数 B(z) 在 这 
点 有 导数 存在 , 而 且 
@ (Z0) = f(x0). 


证 明 只 需 利用 分 解 式 (2), 并 引用 第 义 积 分 的 相似 的 性 质 . 
很 容易 对 于 积分 下 限 为 变量 的 情形 相仿 地 急 述 出 性 质 7° 与 8°. 


487. 中 值 定理 第 一 中 值 定理 在 最 初 一 个 形式 [304,9°] 中 , 本 质 上 要 假定 加 
数 f(x) 为 有 界 而 区 间 为 有 限 , 因 之 不 能 转移 到 反常 积分 的 情形 . 但 是 推广 了 的 形式 
[304,10°] 却 可 以 搬 将 过 来 : 

第 一 中 值 定理 ”假设 二 函数 f(x) 与 g(z) 都 在 区 间 [a,9] 上 可 积 , 又 假设 f(x) 
有 界 : 


m < f(z) < M, 


:504 ， 第 十 三 章 反常 积分 [487] 
而 g(z) 不 改变 正 负 号 ; 那么 函数 f(x) .g(x) 也 就 可 积 , 而 且 

b 
其 中 mm jy<M. 


只 分 的 存在 性 是 从 475 日 末尾 的 定理 以 及 482 目 中 与 它 类 似 的 定理 出 来 的 . 而 
等 式 本 身 则 可 形式 上 像 对 于 常 义 积 分 一 样 去 证 明 . 

敬 限 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,9| 上 连续 , 则 可 取 f(x) 在 [wa 上 的 最 小 值 与 最 大 值 
作为 mm 与 M, 而 因子 jy 则 与 图 数 f(x) 的 一 个 值 相 等 ; 


fi 9(Z)az = f (0 [star 


其 中 ec 在 [wa 上 . 这 在 区 间 [a,b| 为 无 穷 的 情形 也 对 , 因为 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 与 森 
西 定理 [85,82] 对 于 这 种 情形 也 是 正确 的 , 这 一 点 请 读者 目 行 验证 . 

也 还 有 [比较 306,14?]: 

第 二 中 值 定理 ”假设 函数 f(z) 在 区 间 [a,0b| 上 单调 而 有 界 , 而 函数 g(z) 则 在 这 
区 间 上 可 积 ， 环 么 函数 F(z) .9(7X) 也 就 可 积 , 而 且 

fa f (x) g9(7)dz = f(a)- [ g(x)dz + f (2) /va 
(a<&<0) . 

我 们 为 了 明确 起 见 专 讨论 一 个 情形 , 就 是 a 为 有 限 = +o00 , 而 g(x) 没有 十 co 
以 外 的 奇 点 这 一 情形 . 积分 的 存在 性 可 从 阿 贝尔 判别 法 推出 . 

函数 f(z) 可 以 看 作 是 递减 的 而 无 损 于 普 轴 性 . 由 于 它 的 有 弄 性 , 残存 在 一 个 有 
限 的 极限 

/+co) = ,im f (7). 


于 是 f(z) = f(x) - /+co) > 0. 对 于 有 限 区 间 [a, 4] 总 有 [306,139] 
A n 
| Fadr = (0) f ols)ds (a<n< A (3) 


痕 数 [2 g(z)dx 既 在 区 间 [a, 十 co] 中 上 为 4 的 连续 图 数 , 聪 有 有 限 的 上 下 界 M 与 
m, 于 是 | 参看 (3)] 


a</ f*(z)g(r)dr < M .f(a), 
因而 就 4 一 +oo 而 取 极 限 , 得 到 
十 co 
m. f*(a) < / f*(z)g(z)dz < Mf*(a). 


70) 在 形 如 [a, 00], [—00, a] 及 [~-00, 00] 的 无 穷 闭 区 间 上 连续 的 限 数 的 性 质 , 同 该 者 已 很 好 地 了 解 
的 在 有 限 财 区 间 上 连续 的 函数 性 质 完全 类 似 . 


[489] §83， 反 常 积 分 的 性 质 与 变形 . 505 . 


由 此 推 知 
广 (ZjgtZiaz = 人 f(a) (ms ps M). (4) 


Qa 


但 是 连续 函数 je go(zjdz 达到 它 自 己 的 上 下 界 M 与 m 以 及 介 于 M 与 m 之 间 的 任 
何 值 , 这 就 是 说 1 = 内 9(z)dz, 其 中 a <<€ < 二 co. 

把 所 得 到 的 jy 的 表达 式 以 及 产 (z) = f(z) 一 了 (+o0) 代入 (4) 里 去 , 即 得 所 要 证 
i 


488. 反 第 积分 的 分 部 积分 法 ”假设 明 数 w= w(z) 与 v= w(x) 连同 它们 的 一 阶 
导数 在 区 间 [a,5] 上 除 掉 5 点 (可 能 b= 十 00) 以 外 的 全 部 点 上 红 有 定义 而 且 连 续 . 于 
是 了 直 

b 
-/ vadu 


b 


b 
udv = uv 
9 亿 


成 立 , 只 需 把 式 中 二 重茬 换 看 成 是 差 数 


lim w (£2)v(z) — v(a)v(a). 


rr—b 


这 里 假定 了 一 点 , 就 是 从 整个 等 式 所 含 三 件 东 西 (两 个 积分 和 一 个 二 重 替 换 ) 之 中 的 
两 件 有 意义 可 以 推出 第 三 件 也 存在 . 

其 实 , 取 a < zo < 5b, 即 可 写 出 对 于 区 间 [a, zo] 的 通常 的 分 部 积分 公式 , 其 中 积 
Ry 


rTO 


| udv = [u(xo)v (x0) — vu(a)v(a)| 一 A vadu. 


今 使 等 式 中 的 zo 趋 于 b， 则 整个 等 式 中 的 三 件 东 西 之 中 的 任何 两 件 若 有 有 限 的 极 
限 出 , 其余 一 个 也 就 有 有 限 的 极限 , 因而 所 求证 的 等 式 利用 取 极 限 的 办 法 就 可 以 证 明 
T. 


COS = 


489. 例题 了) 户 ln sin xaz = zimsinz| -Sz. rd 一 - /3 = 在 这 里 
分 部 积分 法 把 反常 积分 化 成 了 常 义 积分 ， ee 下 面 几 个 例题 也 
有 同样 的 特点 . 

2) 


1 1 

|i 

(a) | dp In zadarctgz = lnz .arctgz 
0 


* arctgz * arctpzx 
-| ear = — | arctgz 
XI se I 


ln 2 ‘= arcsinz 
0 Vil—wz? /0 必 


(5) 同样 ， 


参看 477 日 附注 . 
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OO . OO CO OO 
Sinz Q cos 你 COSZX COSZX 
人 gd i 多 
a a [sa 亿 


因为 二 重 蔡 换 和 右 端的 积分 都 有 意义 , 所 以 这 也 证 明了 左 端 积分 的 存在 性 [比较 476,477]. 
可 以 完全 照样 来 证 明 积分 


| (Q >0, 入 > 0) 


的 存在 性 , 只 要 对 于 所 有 x > a 图 数 f(z) 都 连续 而 且 它 的 积分 F(x) = [5 f(z)dz 又 有 界 . [这 
可 从 犹 利 克 雷 判别 法 推出 ]. 

用 分 部 积分 的 方法 有 时 可 得 出 递 推 公式 , 而 后 用 这 些 递 推 公 式 就 可 以 很 容易 地 计算 所 设 积分 . 
这 一 点 我 们 用 下 面 各 例 (其 中 n 与 大 为 自然 数 ) 来 阐明 . 

4) =/ et:.t"dt. 

我 们 有 co 
及 二 一 e . t"| 十 "| e .tdt= nl 1, 

0 

故 得 I 二 nl 

在 这 里 ( 同 后 面 各 例 中) 二 重 蔡 换 为 零 , 这 束 产 生 了 分 部 积分 法 用 在 定 积分 上 (而 非 不 定 积分 
上 ) 的 优点 ， 

5) En = fo e “”sin” zdz (a > 0). 

首先 , 我 们 用 分 部 积分 法 得 到 


OO 


1 _。， ， nn 
FEF, 一 一 一 e "sin Zz 
Q 0 


OO 
一 。 _1 
+r/ e “sin” coszdx， 
4 J 


因 二 重 蔡 换 等 于 零 , 所 以 再 引用 分 部 积分 法 就 更 进一步 得 着 


CD 
_ . oo 1200 一 工 _ .nn 2 
e ”sin” 十 Un) e tsin” ?ycos zadz 
0 (04 0 


—1 
in 二 一 Sin XCOSI 


多 
a2 
WM 


OO 
一 一 ce Sin ”zadx. 
a no 


若 把 这 里 的 cos2 z 换 成 1 一 sin? x, 则 很 容易 得 到 循环 公式 : 


En = mn2 十 a2 bn? 
因为 色 二 > 万 = pe 所 以 最 后 要 看 ,n 为 奇数 或 偶数 而 相应 地 得 到 
Bo _- (2k — 1)! 
(1 + a2)(32 + a2)... (kK—1 +a2) 
Eo = (2k)! 


a(22 二 +a?)(42 二 a2):…(2k2 二 a2) 
6) 分 部 积分 法 的 推广 公式 [311(7)] 也 很 容易 推广 到 反常 积分 的 情形 . 
例如 假设 要 讨论 积 2 
K= / e 一 (PT 十 1) ' Ln (x)dz, 
0 
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其 中 p > 0 而 Ln(x) 为 所 谓 第 n 个 切 比 雪夫 - 拉 盖 尔 (Laguerre) 多 项 式 . 
Tau(zZ) = ez . Ee (n = 0,1,2,...). 
利用 所 说 公式 就 有 


r= | ope.d (re ) jy 
0 


QZ7 


本 dm (ze ®) n_1d" le-??” hn 
= {7 (人 TAI “TT Ce 


和 de ?” nn 
+ ZnPe-z .二 上 ‘r= / rz"e (Ptr gx, 
0 了 0 


因而 终于 得 到 [参看 4]: 


0 


也 


~ ~ 上 上 ,om 
(pil 


同样 可 证 得 下 列 结 果 : 
/ e “L(x): Li(z)dz = | An 
0 


(ni)?， 当 k= 二 nn. 


490. 反常 积分 里 的 变量 变换 ”假设 涵 数 f(x) 在 [a,b) 这 一 有 限 的 或 无 穷 的 区 
间 上 有 定义 而 且 连 续 , 因 之 在 这 区 间 的 每 一 不 包含 5 点 的 部 分 上 都 是 就 通常 意义 而 
言 为 可 积 的 , 而 5b 这 一 点 则 可 能 是 +co; 按 假设 ，" 这 一 点 仍 是 f(z) 的 唯一 的 奇 点 . 

我 们 现在 要 考虑 的 是 一 个 单调 上 升 函 数 x = w(t), 它 同 它 的 导数 w( 在 区 间 
[Q, 9) 上 是 连 绥 的 , 而 6 又 可 以 是 +oo; 我 们 还 假定 p(a) = a 而 且 yp(8) = 上 最 后 这 
个 等 式 的 意义 应 当 了 解 成 limwp(d) =b. 

在 这 些 条 件 之 下 就 有 等 式 


2 b 
| sas= / fp) wo (5) 


成 立 , 不 过 要 假定 这 两 个 积分 中 有 一 个 存在 (因而 另 一 个 也 就 可 以 推 知 其 存在 ). 后 
面 这 个 积分 也 许 是 常 义 积 分 , 也 许 是 以 8 为 唯一 奇 点 的 反常 积 

按照 反 函 数 的 定理 [83] 显然 可 以 把 t 看 成 是 zx 在 [a,5) 上 的 单调 上 升 而 且 连 续 
的 函数 := 0(x) ， 并且 limb(z) = 6. 

现 设 zo 与 加 为 z 与 寺 在 区 间 (ab 与 (a,B) 上 任意 一 对 互相 对 应 的 值 . 于 是 
引用 稍 义 积分 中 的 变量 变换 即 有 


/ f(z)dz = 广 Je) p(t)dt. 


假 春 (5) 里 的 两 个 积分 , 譬如 说 , 是 第 二 个 存在 , 那么 我 们 就 令 zo 按照 任意 方式 变 
动 去 接近 b; 这 时 to = b(zo) 就 趋 于 6, 而 我 们 也 就 证 明了 公式 (5) 成 立 , 同时 又 用 这 
证 明确 立 了 它 左边 的 积分 的 存在 性 . 
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以 上 的 讨论 同样 可 以 用 到 a > 8 而 上 细 数 p(t) 单调 下 降 的 情形 . 这 就 把 奇 点 分 布 
的 别 种 可 能 情形 都 解决 了 . 关于 变换 积分 时 积分 限 的 位 置 , 应 当 随 时 记 住 的 是 ,积分 
下 限 a 应 当 对 应 到 积分 下 限 a, 而 积分 上 限 6 应 当 对 应 到 积分 上 限 b, 不管 是 w<G 
或 者 是 a > 6 都 一 样 . 

491. 例题 1) 积分 


3 QZ 9 
. 有 


可 用 变换 z = 与 ,dz = 一 号 dt 化 成 
| ee a dt z 
3 ”VE 坷 人 二 有 
这 里 a= zo,b = oo,a = - 襄 ,B 一 0. 反常 积分 变化 成 了 常 义 积分 


2) 试用 变换 x = acos* p 十 psin2 ep 
计算 积分 


dx 
so V2—aDb-7r) 
提示 这 里 w= 0.8= 3 而 所 求 积分 可 化 成 通常 积分 


Tt 


分 
2 dp 
0 


3) 为 了 证 实 积分 人 "sin zzdz 的 收 全 性 , 我 们 在 它 里 面 实行 变数 符 换 :z = VE dz = -57 
a=a=05=6= oo. 我 们 得 到 已 知 的 收敛 的 [476 或 489,3)] 积分 和 a 因 之 所 设 积 


0 

分 也 收敛 , 有趣 的 一 点 是 , 被 积 图 数 当 z 一 co 时 并 不 趋向 任何 极限 , 而 振动 于 二 1 与 -1 之 间 . 
照样 可 以 解决 积分 es cos z ?dz 的 收敛 问题 . 
下 面 的 例子 证 明了 更 为 一 般 的 结果 . 
4) 证 明 : 若 f(x) 单调 上 升 且 当 z 一 ce 时 趋 于 oo, 则 积分 


/mmUGj)ar fed) 


首先 , 对 于 充分 大 的 zx, f(z) > 0, 且 f(x) 单调 上 升 , 我 们 假定 从 x = a 开始 , 上 述 就 成 立 . 
借助 于 有 限 增 量 公 式 , 得 


F(T 1 (E(B 0 (0) (2); 


因此 , 函数 f(x) 本身 当 z 一 co 趋 于 oo. 引入 新 的 变量 t+ == f(x), 因此 若 以 g 表示 f 的 反 晴 数 ， 
则 
z= g(t), dz = g(t)dt (a= f(a),8 = 00). 


R 分 的 性 质 


[491] §3， 反 常 和 与 变形 . 509 . 
CC 


但 导数 9'() = 二 037 单调 下 降 , 当 4 一 co 时 , 它 净 了 0. 所 以 根据 多 利克 雷 判 别 法 变换 后 的 积分 


CO CO 
/ sint. g(t)dt, / cost .g(t)dt 
f(a) f(a) 


是 收敛 的 , 而 所 论 的 两 个 积 :分 和 它们 一 起 , 都 是 收敛 的 . 
5) 要 算出 积分 1 
个 /= +f/Y. 第 个 里面 作 赤 换 z= ~(a = 1,b = co,a = 1, 6 = 0) 就 得 到 结果 


于 是 推 知 所 设 积分 等 于 0. 
6) 设 所 给 反常 积分 为 


则 用 变换 = sint (4 = 05= 1a= 0,8 = 节 ) 即 可 化 成 通常 积分 


2  . 
/ en tt. 
0 


7) 积分 T= 万 -区 + 的 计算 [比较 472,2)] 可 以 用 适当 的 变换 作 得 很 简单 . 


首 完 它 可 以 用 变换 x = - -(a=0, b= 二 o00,Q = 00,B = 0) 化 成 积 


™ Zz2dzr 
0 工 十 Z4 


所 以 可 以 写成 
; ;/ 1+ 三 B)% 
7 一 一 一 -一 -一 二 一 一 
2 0 ] 十 Z4 2 0 


1 
T+ 


现在 只 要 引用 变换 z 一 = 二 Zz(Q 二 0,5 二 十 00,Q = 一 oo = 十 00), 就 立即 得 到 


1 = dz —=arctg ~ = 一- 
2/ 22+2 -3 5 2V2 
8) 要 算出 积分 3 -所 治 的 值 , 很 自然 地 要 令 t = | B] 0 = arctgt (a = 0,b 


0 二 0, 局 = co ); 于 是 归结 om 时 计算 过 的 积分 2 人 了 一 VD 


dz 的 值 人 483,5)(6) 里 证 实 了 ] 可 以 把 它 分 开 成 两 


n 
9 》 
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9) 试验 证 下 列 公 式 : 


QZ 加 nT | 
(a | a2 一 1 (> 


(©) | 一 一 arcsin Qo (0<a<1 
1 (人 (Z2 一 a2)jVZ2 一] avVTl 一 0 


dz 加 TT | 
® | Br > 
Cr) 三 dz _ ln(a+ v1+o”) 
1  (z2 十 a2)VzZ2 一 ] QV1l+o? 
In(a+ va?— 1) 
~ , QV i 
(Zz) / 


(a > 0); 


(a > 1); 


(z2 十 a2)VZ5 二 IT C=); 


AaICCOSOQ 
(0<a<1). 


QV1— oa? 
提示 “所 有 情形 中 都 运用 阿 贝尔 替换 [284]. 
10) 关于 下 列 这 两 个 积分 
/ -ce / -和 (入 > 0,aw>14>e)， 


Zn 7 /zlnz: inc (nz) 


收敛 问题 都 可 立即 解决 , 只 要 利用 变换 


ti 一 InZz， 忆 三 ]n(nz) 


ln a i ln 人 (ln A) uA 
一 一 两 个 都 在 入 > 1 时 收 和 敛 , 在 入 < 1 时 发 散 . 


在 以 下 各 题 中 的 f(w), 不 用 声明 , 都 是 对 于 w > 0 为 连续 的 划 个 消 数 . 
11) 求证 


把 它们 化 成 积分 


/mm (E+) (a > 0), 


只 要 两 个 积分 都 收敛 就 成 立 . 
提示 引用 变换 z = ae* (a = 一 00,6B = 十 00). 
12) 求证 ( 当 p> 0 时 ) 
a/ f(z ?) nz 一 0， 


p 一 dz — 
6) 人 JZ 十 2 nz =0, 
只 要 这 些 积分 收 
2 敛 就 成 立 . 4 _ 有 
譬如 对 于 (a) 我 们 有 帮 = 人 + ,但 上 = 一 是 很 容易 用 变换 z= 7 验证 的 , 等 等 
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13) 试 在 右边 的 积分 收敛 这 一 假定 之 下 来 证 明 公式 


) 1 [Cs 2) | dz = 2 太 f(y)dy (4>0 呈 >0)， 


变换 y= 4z -全 (a 一 -00,b= +o0,@ =0,8 = +oo) 给 出 
[rm fi] 
-4f re- 人 w+Bf sf[(45-2)]| 3 


B 


但 是 最 后 这 个 积分 可 用 变换 x = -元 (a 


所 以 


十 co 十 Co 
/ i = 4 | f (4 32) | dz. 
_o0 _wo I 
由 此 (因为 被 积 函数 都 是 偶 函 数 ) 就 推出 所 要 证 的 公式 . 


14) 作为 结尾 ,在 掌握 了 反常 积分 的 变量 变换 后 ,我 们 回 到 前 面 还 未 完成 的 一 个 问题 . 在 
439,1) 曾 人 研究 了 连续 函数 
= Drm np 十 5 na 


但 未 弄 清 当 0<p<1,g>1 及 p+g<<2 时 , 它 在 点 x= 二 0 的 性 状 . 
应 用 234 页 脚注 中 的 公式 (10a), 可 以 借助 于 积 


f(z) > 三 zat 


t? +t9 .72 


从 下 方 来 估计 级 数 的 和 . 假设 + = xz- 三 5 .wv, 这 样 来 对 不 等 式 作 变 换 : 
2 二 4 dv 


-人 过 
TA—D vP? 十 v9 


dv 
0 VP? 二 v9 


而 积分 前 的 因子 当 z 一 +0 时 或 者 等 于 1( 若 p 十 q = 2), 或 者 就 趋 于 oo (车 p 十 g < 2). 因为 
f(0) = 0, 则 在 点 z = 0 的 右边 在 任何 情况 下 都 有 间断 , 在 点 z = 0 左边 也 是 如 此 . 


当 z 一 +0 时 , 积分 趋 于 有 限 的 正极 限 


附注 带 有 无 穷 限 的 积分 [f(z 
的 或 反常 的 ). 例如 , 若 a > 0 即 可 令 > = 


人 ee 人 各 


dz 总 是 可 以 用 适当 的 替换 化 成 只 带 有 穷 限 的 积分 ( 常 义 
人 
t 


“ 512 第 十 三 章 反常 积分 [492] 


反之 , 以 5 为 唯一 奇 点 的 反常 积分 ”f(z)dz 也 总 是 可 以 化 成 带 有 无 穷 限 的 积分 (无 别 的 奇 点 ). 


例如 , 令 z=b—- 即 得 
0 1\、 dt 
| see= |/ /2 一 了 写 
[08 ba 


uu 


§4， 反 常 积 分 的 特别 计算 法 


492. 几 个 有 名 的 积分 我们 先 讲 几 个 重要 积分 的 特意 创造 的 计算 法 . 
1? 欧 拉 (LEuler) 积分 : 


下 


2 
r= |/ ln sin xazx. 
0 


它 的 存在 性 我 们 已 经 证 明 过 [489,1)]. 欧 拉 积分 的 计算 法 主要 地 是 利用 变量 变换 . 令 
z= 二 2t, 即 有 


4 4 4 
1=2/ in sin 2tat = Zin2+2 人 msintdt +2 上 jn cos tadt. 
0 0 0 


最 后 这 个 积分 中 代入 t= 5 一 如 即 化 成 这 样 


元 


2 
2 / ln sin wd, 


所 以 结果 得 到 一 个 确定 了 的 方程 


I=-In2+27, 


T= -5In2 
下 列 这 两 个 积 


2 7 ! arcsinz 
/ tas / | dx, 
都 可 以 化 成 欧 拉 积分 , 只 相差 一 个 正 负 号 [比较 489,1) 与 2)(6)]. 
2° 我 们 现在 要 来 计算 见于 概率 论 中 的 欧 拉 - 泊 松 积 ? 


K= | ez dx. 
0 


为 了 这 个 目的 我 们 要 预先 建立 几 个 不 等 式 . 
以 微分 学 中 常用 的 方法 不 难 验证 , 函数 (1 +t)je-! 在 t= 0 时 达到 它 的 最 大 值 1. 
因 之 对 于 tz0 都 有 
(1+t)e <1. 
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令 这 里 的 上 = 土 x?, 即 得 
(1 — Zz2)e2 <1 与 (1 十 Z2)e-2 <1, 


由 此 推 知 1 < 0 < (x > 0). 
假若 限定 这 里 的 第 一 个 不 等 式 中 的 x 在 区 间 (0,1) 内 变动 (因而 1 一 xz? > 0), 而 第 二 
个 不 等 式 中 的 x 则 看 作 是 任意 的 , 我 们 就 可 以 把 上 列 各 式 同 升任 意 自然 数 ”次 方 @ 
这 样 即 得 

(1 -zjm<ero (0<z<1) 
与 


1 
e < [TF 2) (Z > 0) 


取 积 分 , 第 一 个 不 等 式 从 0 到 1, 第 二 个 不 等 式 从 0 到 +co, 即 得 


1 1 2 十 co > 十 co dx 
/ (1 一 2z2)"dz < / e ”dz< / e ”dz < / 一 一 一 一 
0 0 0 0 (lz)” 


但 是 
2 一 mLZ? l < 
/ e ‘r= 万 ( 用 变换 wv = Vnzx)， 
| 2 n)!! 
| (1 — x)"dzx = / sin2n+T tdt = i ( 用 变换 z = cost). 
而 且 


(3 A 
/ CD =-/ sin tat = (Dn — 2) 3 ( 用 变换 z = ctgt). 
[这 里 我 们 用 了 积 份 值 /3 sin" zadz 的 已 知 表达 式 , 312,(8)]. 这 样 一 来 , 对 于 我 们 还 
是 未 知 其 值 的 KK 就 被 限于 下 列 两 个 表达 式 之 间 : 


万 . (2n.)!! 


(27 — 3)!! 
(2n + 1)!! 2 


<K < Vn -on 


Tt 
2 


所 以 , 取 平 方 即 变 成 : 
nn [(2n)!1]? 
2n+1 [2n om1)!*(2n+1) 
n [(27m2 — 3)1*(2n 一 1 yr? 
~ on [(2n — 2)!!]? (a) | 


现在 从 沃 利 斯 公式 [317]: 


一 天? 


rz [em 多 
2 九 一 oo [(2n 一 1)!11]*(2n 十 1) 


© 两 边 都 是 正 的 不 等 式 是 可 以 把 两 边 同 升 一 个 自然 数 次 方 的 . 
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容易 看 出 来, 不 等 式 两 端的 表达 式 当 n 一 oo 时 都 趋 于 同一 个 极限 二 . 于 是 推 知 
_A VT 
KO? =7) K=- ( 因 K > 0). 
3" 最 后 我 们 来 看 积分 


我 们 已 经 知道 它 是 收敛 的 [476;477;489,3)]. 我 们 把 积分 表 成 级 数 形状 : 


oo (Z 十 1 到 
J = > / 
:分 


2 一 0 


令 v=24 或 21 一 1, 并 相应 地 采用 一 下 变换 z = phr+t 或 2=Ar 一 志 就 有 


(2% 二 二 全 7 sint 
/ =(-1) / dt 
2 于 o HT 十 t 


与 | 
由 此 推 知 

7- St Dy (ats) me 
但 因 级 数 


一 
> (一 
人 1 t+ur tt— Hn 


在 区 间 0<t< 上 由 于 有 优 级 数 = 1) BW 一 致 收敛 , 所 以 它 可 以 逐 项 积分 . 
这 就 使 我 们 可 以 把 7 的 表达 式 写 大 这 样 ， 


1 之 1 1 
一 nt. | 二 pk ) at. 
J | sint 十 之 ) 二 


但 是 方 括 符 内 的 表达 式 跌 是 函数 = ;的 部 分 分 式 的 展开 式 [441,9)]. 所 以 终于 得 到 


2 元 
,2 at = —. 
0 2 


[493] $4， 反 常 积分 的 特别 计算 法 . 515. 


493. 用 积分 和 计算 反常 积分 . 积分 限 都 为 有 限 的 情形 若 函 数 f(z) 在 区 间 
[a,b] 上 无界 , 目 然 不 能 用 任意 ( 黎 曼 ) 积分 和 来 计算 它 在 这 区 间 上 的 积分 , 可 是 总 可 
以 选取 一 些 和 数 , 使 它们 一 一 在 细 分 区 间 时 一 一 趋 于 反常 积分 的 值 . 我 们 现在 要 
驶 单调 咕 数 这 一 简单 情形 来 证 明 这 一 点 . 

于 是 假定 隔 数 f(x) 在 区 间 [0,alj(a > 0) 上 是 正 的 , 单调 下 降 的 , 而 且 当 x 一 0 
时 趋 问 无 穷 ; 同时 还 假定 它 从 0 到 a 的 反常 积分 存在 . 把 区 间 [0, al 分 成 n 等 分 即 
有 


人 7 工 / f(z)dz < 广 (odst (= 2 


因而 更 有 
同时 又 显然 有 


所 以 , 总 计 起 来 就 有 
“ a 忆 DZ 六 
0 < / f(z)dz — = D1 (zo) < 上 f(z)dz. 
但 因 最 后 这 个 积分 当 n 一 co 时 趋 于 霉 @ , 故 终 有 
° .a 7 
对 于 正 的 上 升 消 数 f(x), 当 x 一 a 时 趋向 +oo, 这 一 情形 同样 可 得 
a 也 一 工 
,a DZ 
[oes i) 


最 后 , 改变 f 的 正 负 号 , 容易 得 到 关于 单调 负 函 数 的 相似 公式 . 
例题 1) 对 于 积分 值 广 mzdz( 以 0 为 奇 点 ) 的 计算 , 我 们 有 


1 nN 
1 Vn! 
/ In xaz = lim 一 》 In 和 = lim ln 
0 Nn. 00 人 刘 i A 侯 一 OO NL 


但 因 77 4 lim = 二 所 以 上 列 最 后 一 极限 值 等 于 -1; 而 这 也 就 是 所 设 积分 的 值 


中 因为 这 积分 可 以 表 成 反常 积分 人 与 趋 于 该 反常 积分 的 常 义 积 分 [。 两 者 之 差 . 


. 516 . 第 十 三 章 反常 积分 [494] 


2) 我 们 取 这 个 较为 复杂 一 些 的 积 


| ln sin wdz 
/0 
作为 第 二 个 例题 . 在 这 个 情形 ， 


村 n—1l n—1 
外 ln sin xdz 一 im » ln sin 加 = lim 二 ln |[ sin es 
要 想得到 最 后 这 个 乘积 的 简单 的 表达 式 , 我 们 来 看 用 z? 一 1 除 z** 一 1 所 得 的 整 多 项 式 , 并 
且 把 它 分 解 成 线性 因子 , 再 合并 相当 于 共 轿 根 的 因子 . 这 样 我 们 就 得 到 (对 于 任何 不 等 于 士 1 的 
实数 z 而 言 ): 


2m n—1l1 
a ~ 一 | [人 -cos 一 + sin” | 中 
之 oe 
v 二 1 
由 此 令 z 一 1 即 得 
nl n—1 
nn 二 (1 ~ oo 一 ) 半 光 iI” | 一 4 一 | | si 到， 
v= 二 1 v= 二 1 
故 终于 有 
n—1l 
.UT 人 
[| Nn Da 
以 一 ] 
于 是 所 求 积 分 就 知 其 等 于 : 
1 
各 ~lInn— (nom1)in2 
. ln sin zdx = lim 3 -二 ln2， 
0 Nn 00 7 2 
[比较 492,1° .| 


494. 积分 带 无 穷 限 的 情形 假设 也 数 f(x) 定义 在 由 0 到 +eco 的 区 间 上 而 且 
是 可 积 的 . 我 们 把 这 区 间 分 成 无 穷 个 长 度 都 是 > 0 的 区 间 , 作 和 数 》 f(vh) .h, 就 


2 一 0 
它 的 结构 来 说 , 很 像 黎 曼 和 数 . 这 个 级 数 是 否 收敛 , 它 的 和 是 否 当 h 一 0 时 会 趋 于 反 
常 积分 三 ”jz)dz 一 一 这 些 问 题 我 们 将 在 f(x) 适合 某 些 特殊 假定 之 下 来 讨论 . 
首先 , 我 们 假定 f(x) 是 正 的 , 而 且 当 x 一 +co 时 单调 下 降 趋 于 0. 于 是 


CO OO (v+1)h CO 
Te > F(T a hs > f (vh), 
0 2 一 0 


2 一 0 


而 在 为 一 方面 , 显然 


/ jejdz > h: YFvh) = .5 Fuh) —h. f(0), 
7 一 1 Z 一 0 


参看 99 页 脚注 咏 . 


[494] §4.， 反常 积分 的 特别 计算 法 . 517 ， 


所 以 
0<h. Svh) - -| re )adz < h. f(0), 
v=0 
因而 , 
/ fd = Ji he Do fh) (1) 


例题 1) 设 f(z) ==e“”. 则 
OO CO _, hh 
/ f(s)ds = lh "= lm r=1. 
2) 拿 别处 的 讨论 中 的 积分 值 


/ ez dy 一 


0 


来 看 , 我 们 仍然 可 以 引用 推 得 的 公式 (1), 如 此 即 得 
jh Do" = 


假若 令 e-* = 二 则 尹 一 ns~ VI 一 t 当 t 一 1. 由 此 推 得 有 趣 的 极限 关系 式 : 


lim VIE) 


t—1—0 2 


可 能 会 出 现 痕 数 f(z) 单调 下 降 的 要 求 仅 对 7 > 4 > 0 成 立 . 这 种 情况 不 妨 但 
对 单 封 函数 应 用 上 述 方法 ; 只 是 需要 设法 使 比值 < 7 为 整数 ， 于 是 根据 常 义 积分 定义 
本 号 有 


"一 条 一 


lim > (uh) n= {fn (2) 


而 按照 前 面 所 证 明 的 


3) 设 F(z) = ze ?; 这 个 函数 从 z = 1 起 单调 减少 . 从 而 
/ re dz= lim h’ (e +2e 人 +3e 十. ) 
0 h—0 
2__h h\—2 h h \? 
二 ]i 本 pp ”2 一 1 一 1 
im re "(le = me 1 


容易 用 分 部 积分 验证 . 
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[494] 
现在 我 们 来 讨论 更 普遍 的 情形 , 对 于 f(x) 除 可 积 性 而 外 , 暂时 不 要 求 任何 别 的 
条 件 . 我 们 有 


a | J fs) 


化 ， 
A 
最 后 一 个 积分 的 绝对 值 对 于 充分 大 的 4 是 会 任意 小 的 9. 不 管 4 怎样 ,我 们 今后 都 
迁 取 hh 使 AJh 成 为 整数 . 于 是 ， 当 A 为 常数 时 , 如 同 刚才 一 样 ,(2) 式 成 立 
现在 已 很 明白 , 车 要 等 式 (1) 成 立 , 只 要 条 件 


(3) 
h 一 0 v= 休 
成 立 就 够 了 . 其 实 , 等 式 
Co CO A 人 CO CO 
-+ 
右边 的 三 项 当 4 充分 大 而 h 充分 小 时 都 将 任意 j| 
条 件 (3) 在 


件 (3) 在 本 目 开 头 处 对 f(x) 所 作 过 的 假定 之 下 当然 是 成 立 的 , 因为 


0 DC 


叉 假 硅 f(z) = wp(z) :vw(z), 其 中 2(zZ) 适合 本 目 开头 处 对 于 f(z) 所 作 的 那些 条 件 ( 纵 
然 只 是 对 于 zy>xzo>0 而 言 也 可 以 ), 而 w(x 
是 适合 的 . 在 这 情形 下 ， 


那些 条 件 [多 
(z) 则 为 有 界 :lw(z)| < 工 ; 那么 条 件 (3) 


Dv) WN)| < 1D pen) ne f° vlad 
等 等 昭 推 


分 我 们 把 积分 ee si 一 2dzx 当 作 一 个 例题 来 看 ; 在 这 里 p(z) = 
我 们 有 


人 


为 了 要 算出 最 后 这 个 和 数 ， 我 们 先 从 这 件 事情 清关 二 


co ,2 / co . 
sin“ 7 有 sin 27/ 尺 TT—2h 
(2 和 
二 h 


v= 二 1 


A 
= 了 一 
出 因为 它 可 以 表 成 反常 积分 J 与 趋 于 这 反常 积分 的 常 义 积分 [< 两 者 之 差 


vv 二 1 


[495] $4， 反常 积分 的 特别 计算 法 . 519 . 


[461,6)(6)j， 这 里 对 于 疡 尖 0 逐 项 取 导 数 , 根据 435 目 定理 7 是 可 以 的 , 因为 那些 导数 所 作成 
的 级 数 [按照 狄 利克 雷 判断 法 , 430] 是 一 致 收敛 的 取 积分 , 即 得 我 们 所 要 求 的 那个 和 数 的 表达 


、 A 一 hn 
ee 一. h. 由 此 可 知 
CO .9 
/ 0 一 lim Us 4 三 2 
0 TL h—0 2 2 


在 别 种 情形 , 要 看 条 件 (3) 适合 与 否 , 需 直 接 去 验证 

5) 例如 , 假设 要 讨论 的 积分 就 是 /一 dz. 我 们 显然 可 以 只 讨论 疡 = 过 与 4 = mr 这 些 
值 , 其 中 大 和 m 都 是 自然 数 . 

把 我 们 要 考虑 的 和 数 表 成 这 样 


co 中 k(mt+1)—1 k(m+2)—1 
SINN 
> 一 >》 + 》 + 
nn 二 km n=km n=k(m+t1) 
个 难 验 知 . 石 边 每 一 有 限 和 数 之 内 的 各 项 有 相同 的 正 负 号 , 而 与 其 次 一 个 有 限 和 数 之 内 的 各 项 的 
正 负 号 相反 . 者 就 总 体 而 言 , 则 右边 这 些 有 限 和 数 所 作成 的 级 数 是 莱 布 尼 茨 型 的 . 因 之 它 的 和 数 的 
绝对 值 小 于 第 一 项 的 绝对 值 . 但 这 第 一 项 的 绝对 值 , 则 由 于 kmh = mr = 4, 而 有 下 列 估 值 : 


SIN nN sinn 
> a > 人 
nh & nh 
n= 二 km n=km 
] k(m+1)—1 ] k—l 
| sinnh| .hh= = ee 


但 这 最 后 一 个 和 数 则 可 看 作 是 积分 sin xdz 二 2 的 积分 和 数 , 故 当 h 充分 小 时 就 会 小 于 某 一 
常数 C > 2. 于 是 
sin nh 
:h 
2 


nn 二 km 


和 
4 


< 


而 由 此 推 知 条 件 (3) 是 适合 的 . 
至 于 所 设 积分 的 计算 , 则 根据 所 阐明 的 道理 知 其 可 以 这 样 很 简单 的 作出 来 [参看 461,6)(6)]: 


Co 、 CO 5 
| sinz sin nh . 开 一 用 Tt 
0 


dz = lim ; 
h—0 nN h—0 2 2 
二 1 


这 结果 是 我 们 在 以 前 [492,3°] 曾 用 别 的 方法 得 到 过 的 . 


495. 伏 汝 兰 尼 积 分 ”我们 现在 要 讨论 一 类 特殊 形状 的 反常 积分 的 存在 和 计算 
的 问题 , 这 类 反常 积分 通常 称 为 伏 汝 兰 尼 (Froullani) 积 分 , 形状 如 下 : 


| Ea 全 有 
0 本 


I. 我 们 对 于 限 数 f(z) 作 下 列 的 假定 :1° 函数 f(x) 对 于 zx > 0 有 定义 而 且 连 续 ， 
并 且 2° 当 x 一 +co 时 具有 有 限 的 极限 : 


f(t+00) = lim f(z). 
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从 1° 看 来 很 明白 ,( 当 0 <6 < A < +coe 时 ) 存在 有 积分 
^ f(ax) — OZ) f(ax) ax) fbr) (oz) ， 
| we 人 人 
| aA 7 5A 1 55 f(z) 
7 2 a 


因 之 所 设 积分 就 可 以 由 下 面 这 个 等 式 来 确定 : 


[495] 


2 "Oa 


人 f (az) 六 一作 :jm / < f(z) ja him, f (2) 


分 别 引 用 推广 了 的 中 值 定 理 到 最 后 两 个 积分 上 , 即 得 


* f(z) 加 dz b 
/ Pas= 70) / = =/(6) In (其 中 a6 < & < 46)， 


类 似 地 有 


b 人 人 b 人 人 
|、 7g, 一 1 / = J(n) no (其 中 aA < n < 5A). 


因为 显然 上 一 0( 当 6 一 0), 而 7 一 上 +oo( 当 和 一 上 +co), 所 以 由 此 推 知 


/ a 0) -fo na (9) 


一 QQ 人 —bz 
例题 1) 在 积分 /0 一 一 一 一 dz 这 一 情形 , 我 们 有 
f(z)=e€ “, f(0)=1, f(+00)=0, 


故 积分 值 就 是 In 2 
2) 设 要 讨论 的 积分 为 


十 ae dz 
f ne 一 (p > 0,g > 0). 
0 


把 其 中 分 数 的 对 数 分 成 分 子 与 分 母 的 对 数 之 差 , 即 可 令 这 里 的 f(x) = 
In(p + 9), f(+00) = np 
答案 ln (1+2) Ine. 
Dp a 
3) 试 计算 积分 
”arctgaz — arctgbx 7 
| dz. 
在 这 一 情形 ， 
f(z) = arctgz, f(0) = 0，j(+oo) = 3 
答案 :In 


In(p 十 qe “), 因而 f(0) = 


[496] §$4， 反 常 积分 的 特别 计算 法 “521 . 


I. 有 时 耳 数 f(x) 当 z 一 +co 时 没有 有 限 的 极限 , 但 却 存 在 积分 


三 1(2) 1。 
A pd 
在 推 证 公式 (4) 的 讨论 中 直接 令 A 变 成 +co, 则 此 时 所 得 结果 不 是 (4) 而 是 
~ flaxz)— f(br), b 
/ Me gy = (0) In 7, (48) 


例题 4) [> COS QZ - COS bz dr = In 2 


( 因 积分 /一 一 dz 我 们 知道 它 是 存在 的 )， 
III. 同一 个 道理 , 假若 函数 f(z) 在 x = 0 这 一 点 的 连续 性 被 破坏 , 不 过 还 存在 
积 


三 7g, (A < 十 co)， 


那么 ， 
[Le fa, jro0) ns (40) 
0 


然而 这 一 情形 可 用 变换 > = = 化 成 前 一 情形 


496. 有 理 项 数 在 正 负 无穷 之 间 的 积分 “最 后 , 我 们 再 讲 一 类 上 下 积分 限 都 是 无 


穷 的 特殊 类 型 的 积分 : 
十 CO P(z) 


(DZ 
其 中 P(z) 与 Q(x) 都 是 整 多 项 式 . 我 们 要 假定 的 是 , 多 项 式 Q(x) 没有 任何 实 根 , 而 
日 P(z) 的 次 数 至 少 要 比 Q(z) 的 次 数 低 二 次 . 在 这 些 条 件 下 , 积分 是 存在 的 [474,2)]; 
问题 只 在 于 如 何 计算 它 . 
假 令 Z = ax +1i16A( 人 zz 0; 入 = 1,2,…) 是 多 项 式 Q(z) 所 有 不 同 的 根 , 则 分 式 
P(z)/Q(z) 可 以 按照 下 面 这 个 方式 展开 成 简单 分 式 : 


P(z) A、 A’ 
0 -+e + (5) 
而 每 一 个 方 括 符 内 的 分 数 的 个 数 即 等 于 所 对 应 的 根 的 重 数 @. 


把 积分 演算 的 初等 方法 推广 到 实 变 复 图 数 的 情形 , 即 可 立刻 看 出 来 , 当 mm > 0 
时 ， 


QZ， 


十 Co 


[i _!1 | _，, 
(zzZm+l m (TZ — ZT 


© 在 第 八 章 [274] 内 我 们 曾 有 相似 的 展开 式 , 但 在 那里 我 们 曾 设法 避免 引用 虚数 , 而 在 虚 根 的 
情形 都 是 考虑 一 些 分 式 , 其 分 母 都 是 实 系数 的 二 次 三 项 式 的 方才 . 在 这 里 我 们 却 把 虚 根 , 仿照 着 那 
里 对 实 根 的 讲法 , 同样 地 来 讲 . 
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于 是 ， 
CO 
一 |] 
[i 
但 是 
] 加 ] 加 作 一 CQAN ， 入 
rz—-zs 2 一 ocx 一 DT (CC 一 QA)2 TR (za +t 
因而 
» h 
/= nl(z— Qs) 十 By| 十 ?arctg 太 ， 
1 (h — aoa)” + Bx hh 一 人 
= + 1 arct > 十 arct : 
3 (Ro) + i larctg 3 rctg 友 


当 hh +oo 时 , 最 后 这 个 等 号 后 面 的 第 一 项 趋 于 0, 而 第 二 项 则 趋 于 +xi 或 ni, 随 
BA > 0 或 6、<0 而 定 . 
这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 结果 : 
十 co P(z) 
ww Q(7) 
其 中 A、 取 正 号 或 负 号 就 看 所 对 应 的 8、 是 正 的 或 负 的 而 定 . 这 个 公式 还 可 以 根据 下 
面 的 考虑 来 改变 一 下 形状 . 试 把 恒等式 (5) 的 两 边 氨 乘 以 xz， 于 是 左边 就 当 z 一 co 
时 趋 于 0, 因为 xz. P(x) 的 次 数 仍然 是 低 于 Q(z) 的 .右边 则 在 取 极 限时 ， 所 有 分 
母 次 数 高 于 一 次 的 分 式 都 成 为 零 , 所 以 其 余 那 些 分 式 的 和 的 极限 也 是 0， 由 此 推 知 
和 4 ==0 因 之 二 4 = 一 下 4, 记号 (+) 与 (- ) 是 用 来 表明 对 应 于 6\ > 0 
的 4、 的 和 与 对 应 于 6、<0 的 4、 的 和 . 现在 可 把 所 得 公式 写成 : 


1% PC SG 
,Q(z) dr = 27 A、. (6) 


至 于 A、 这 些 系 数 的 计算 , 我 们 只 讲 所 对 应 1 人 和 多 于 恨 的 让， 和 |] Ye) = 一 0， 
但 Q'(z\) 和 0 的 情形 ; 展开 式 (4) 式 (4) 两 
边 同 乘 以 (z 一 xz、), 则 可 写成 这 样 : 
P(z) 
GZ) — Q(TA) 
一 
其 中 R(xz) 表示 当 x 趋 近 于 zx 时 保持 有 界 的 那些 项 之 和 . 使 z 一 z 而 取 极 限 , 即 
得 


dz = ni. > ( 士 4)， 
入 


= 4 十 (CC 一 ZA) RL), 


P(xz,) 
DC (7) 


人 一 


现在 我 们 讲 一 些 运 用 公式 (5) 和 (6) 的 例题 . 
1) 首先 来 看 积分 
十 Co rT2m 
| a 
ds. se 


其 中 m 与 n 都 是 自然 数 , 而 m < n. 至 于 运用 建立 起 来 的 两 个 公式 , 这 里 已 经 具备 
了 一 切 条 件 . 
分 母 所 有 的 根 就 是 这 些 数 : 
(2 入 十 1)T  .. (2A+1)7n 


Z 一 Cos ~ -一 一 十 1Sin ~ 一 一 一 
27 27 


(N01 0 oe sd es 


只 有 开头 n 个 根 的 虚数 部 才 是 正 的 . 显然 


ee TX0 = COS 十 2Sin 
按照 公式 (7), 当 和 =0,1,:…,n 一 1 时 ， 
2m 
I 1 1 
I SR me 0 (2m+1)(2A+1) 
nk Te on 27 ”0 
( 式 中 用 到 z27 = 一 1). 按 等 比 级 数 求 和 法 即 得 
2 Dn 1 z202m+j ; 
或 者 再 用 z3 = -1 来 化 简 , 就 得 到 
二 四 1 1 ] 
人 Nn 一 Lan NN | go ey 
将 
m 2 1 a 1 
z+? EY 二 COS we 元 土 2SIn aas 元 


代入 上 式 即 把 我 们 所 需要 的 和 数 最 后 表示 成 


1 1 
oni; . 2m+1 
sin i 
2 
由 此 , 按照 公式 (6), 就 得 到 
十 co 277m， 
7 i 1 
| et . 2m 二 +1 Ws 
sin i 
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2) 较为 普 志 一 点 的 例题 是 
十 co r2™ 人 277m7 
/ I 
其 中 m, m,n 都 是 自然 数 , 而 且 m,m <n. 
所 应 适合 的 条 件 , 在 这 里 除去 分 母 有 实 根 土 1 而 外 , 都 是 适合 的 . 但 这 一 点 在 这 里 并 不 要 紧 ， 
因为 这 些 根 在 分 子 里 也 有 , 所 以 分 式 上 下 可 以 约 去 z2 一 1. 以 下 我 们 就 不 再 考虑 这 些 根 . 


分 母 的 其 余 的 根 是 
za =cos TL ti sin ST = 2 (A=1,2,.… ,nom1;n+1,.… ,2n— 1). 
Nn 


这 些 根 里 面 只 有 开头 n -1 个 的 虚数 部 是 正 的 . 按照 公式 (7)， 


my 1 


2m 2 
TM YY + /2m+1l 2m 十 1 
全 一 -2n .22 -1 2n (2 “A ) . 
所 以 
(+) 1 1 mp) om 
~ 2m/ 二 1 2mcTl\ 时 Ta 十 加 m1 
A = on, > ， (aa 和 ) on, (zi Ll ) 。 
所 得 式 可 以 改写 如 下 包 : 
on z2m'+l 1 rmti 1 
1 1 十 z2m +i 1 + zi™t!) 
2nl11- rz2™ 十] ] 一 Z2m+1 
1 (2m+) 十 2m+D) Zr + 上 mt 
op | lomily ll2mily 1Lr2m/ Ey 
2n, z2(? +1) 1 $ (2m+1) 村 (2 +1) 7 下 (2mm/ 十 1) 
1 2m+1 2m 十 1 
一 一 一 |ctg T 一 ctg 一 一 一 一 克 | ， 
2702 nN on, 
结果 ， 
十 co 2m 27m! , 
T I 不 2m 十 1 2m 十 1] ， 
_ 1 — zx2n dz = 万 tg Dn T— ctg D7 7 (m,m <n). 
注意 , 从 这 个 公式 很 容易 地 就 可 以 得 着 前 一 个 公式 , 只 要 把 n 换 成 2 而 且 令 m' 二 mn( 当 
m < n). 


3) 最 后 来 看 积分 


十 co 2m 
7 
/- rin +27r2n.co80++1 


其 中 m <n 而 且 -rr<0<X. 
引用 角度 9 二 x 一 9,0 <98 <2r, 即 可 把 积分 写成 : 


十 co 2m 
父 
- ax. 
/ Tin — 2r2n ,cosO0'++1 


一 CO 


DD 考虑 到 77 三 一 1. 
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为 看 要 算出 分 母 的 根 , 我 们 令 z2 = z, 于 是 z 就 由 方程 z2? 一 2z . cos 9' 十 1 = 0 来 确定 , 这 就 是 
说 ,z = cos9' 土 i. sin0'. 对 于 z 就 得 到 两 串 值 : 


A . 。 和 大 

E 一 COS 一 十 ?2.Sln 一 

7 也 

9’ , (z=01,..,n—1;n,...,2n— 1). 
与 Ty 二 Fo.E ,其 中 zo 二 cos 一 一 i.sin 一 
2 27n, 


一 下 .TT 
上 一 COS 一 一 2 SI 一 
NN 7 


这 时 虚数 部 为 正 的 数 , 在 第 一 串 中 是 开头 n 个 , 在 第 二 率 中 是 末尾 m 个 . 
对 应 于 zu(v = 0,1,.… ,n 一 1) 这 些 根 的 那些 系数 A, 可 以 按照 公式 (7) 算出 


A zm 1 人 2 十 1 

/二 一 一 CT OCT 二 
4mp(zor 1 ri lcos0) dn rer En — cos 0’) 
1 To™t! , El2m+1)v 


dn (cosb +isinO’).isinO” 


把 这 些 系数 4A, 加 起 来 再 用 2xi 乘 , 即 得 @ 


2 ] 
cos ( m+ 1) +isin (TE - 
Tt Nn 27 


2 
on, sin 0’ 1 — e2mt+1 
cos (1- Te) oi sin (1 2 二 / 
T2722 7/ 、 1 
nn Sin bi/ tn) .2m++l1l 
1 一 cos 和 | 一 2. Sin i 
Nn 


对 于 第 二 组 根 zy(v = n,n 十 1,.… ,2n 一 1) 同样 可 以 得 到 一 个 表达 式 , 与 上 面 这 个 成 为 一 对 
共 思 复 数 ; 二 者 之 和 即 是 实数 部 的 二 倍 . 这 个 和 数 经 过 初等 演算 即 可 变化 成 


sin 1 _ 2+ -) 0' 十 | 


TT 27 2n, 
n .jp .. 2m++l1 
Sin 0’ .sin yi 
2n, 
还 回 到 角度 9 = x 一 0', 结果 就 得 到 
十 co 2m sin sin (1 — 3 —) 0 0 
x 开 
一 一 一 一 40 一 一 ， <n,— 0 | 
/ Tn +2727 .cos0 十 1 ” nn 一 一 人 行 十 工 (m nN, —T < < T) 
29 sin 0 .Sin Dn 


497， 杂 例 和 习题 ”1) 试 证 存在 积分 


I QZ 
加 上 Z2. (sinz)2/3 


奇 点 成 一 无 穷 集 合 :z = nr(n = 1,2,.…)， 在 任 一 有 限 区 间 上 , 奇 点 只 有 有 限 个 而 且 积分 是 
存在 的 . 问题 只 在 于 积分 在 无 穷 区 间 上 的 收敛 性 . 


出 考虑 到 s” = 一 1. 
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我 们 有 


二 /nr Jo (z+nzr)2 (sinz)2/3 ~ J (sinz)2/3 A n2n? 


nn 二 1 


2) 若 在 收敛 的 [478,;5)(a)] 积分 
广 mt>smtw (NA> 0) 
， : 


中 作 变 换 + = e”,z = Int, 就 得 出 积 
十 co 
/ Iz|* .sin ezdz; 


这 样 看 来 , 后 面 这 个 积分 就 是 收敛 的 , 虽然 它 的 被 积 消 数 当 |z| 无 限 增 大 时 是 摇摆 于 -coe 与 十 co 
之 间 . 
3) 我 们 刚刚 看 到 了 , 为 使 积 


f(z)dz (8) 
收敛 
f(z) =0(1) (z 一 co) (9) 
全 然 不 是 必要 的 . 
然而 可 证 明 


(a) 知 存 在 极限 
lim f(z), 
则 在 积分 (8) 收敛 的 情况 下 , 这 个 极限 必然 等 于 0; 不 但 如 此 ， 
(6) 若 极 限 
lim xz. f(x) 
存在 , 则 这 个 极限 必然 等 于 0, 即 ] 
f(z) =0(=) (10) 
(8) 若 在 区 间 [a, co] 可 积 的 函数 单调 减少 , 则 条 件 (10) 必然 成 立 . 
(6) 及 (a) 的 证 明 与 对 无 穷 级 数 的 类 似 断 言 的 证 明 [375,3)] 是 相似 的 . 
还 要 注意 (类 似 于 级 数 ), 甚至 对 单调 减少 函数 f(x), 满足 条 件 (10) 并 不 能 保证 积分 (8) 的 


收敛 性 : 发 散 积 分 
dz 1 
/ Tlnz (a>1) 
可 作为 一 个 例子 . 


4) 胃 数 f(z) 在 区 间 [a, a 十 wl] 在 反常 的 意义 下 可 积 (保持 其 他 条 件 ) 的 情况 下 , 推广 [478 
目 ,6)] 中 所 证 明 的 断言 . 借助 于 此 断言 , 证 明 : 假设 当 x 一 co 时 g(x) 单调 趋 于 0, 积分 


/ In |sin x|. g(x)adz 
0 
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与 积 


/ 9(Z)dz 


/ In2|sin zx|: g(x)dz 
0 


同时 收敛 或 发 散 ， 而 积分 


在 任何 情况 下 收敛 . 
5) 计算 积 
(a) 人 zr.lnsinzxdz, (6) A 8) /” 一 二 一 


提示 (a) 利用 变换 x = 7 一 t 可 以 看 出 积 Wp 


r 
/ ln sin zdz = 2 / ln sin tat. 
0 0 


(6),(B) 积分 可 用 变换 x = sint, In 化 成 广 ln sin tadt. 


6) 计算 积 | 
=/ V1l—27x?*In 
0 


我 们 ( 令 x = sin9) 有 


Jj 一 2 三 cos“0 .ljnctgbadb = 三 cos 20 . In ctg0d0. 
0 0 
于 是 分 部 积分 妈 得 
7= jsn2g iceg + 二 太 sn20 a 10- 人 = 了 
2 0 2 人 ctg0 sin20 0 2 
7) 试 求 积 , 
K= 隐 In|sin 0—ala0 (ao <1). 
让 a = sinw 并 用 恒等式 | 
sin® 0 — sin? w = sin(0 — w) sin(0 + w), 


即 得 
LI 记 
五 一 ln | sin 6|d0 = / ln sin 9a0 = —7 ln 2. 
一 切 0 


8) 计算 积 


解 ”利用 491,13) 中 的 公式 即 有 


一 2Vab va 次) 1 _2Vas / _y2 
L=e dz = —=e e ”dy 
Tn Va 0 
Ve 一 2Vab 

2 
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[参看 492,2? .] 
9) 计算 积分 


1 
6 COS ~ 
= 和 二 | 一 一 :一 dy, 
T Jo V2(cosw 一 cosb) 
解 ”用 xz 表示 cosb 并 作 变 换 z = cos wp; 则 


1 1 二 Zz 3 1 十 之 
一 -一 ~ 一 aa — . 一 1] 
cos 59 = \/ 3 ， C0S59= \/ 5 (2z — 1), 


3 
0 COS ~ 
Jo J1 二 — 2 


2 
一 天 一 CO 
T Jo V2(cosw 一 cos0) 


因而 
1 [六 (2z 一 1)dz 


1 dz 
7), VE -a rr/ 人 Vt 本 
再 按 等 式 VW (z 一 x)(1 一 z) =t(1 一 z) 来 引进 新 变量 + 即 得 


2 /~™ dt 
一 二 一 一 一 1， 
“0 -| t2++1 


2 /T+2r-1 2 | ™ at ”at | 
= 三 /| -gt -一 +2(z 一 1 -一 一 
-| (t2 + 1)? nt / RTI + 2 ,| (t2 + 1)? 


于 是 Jo = 1, 九 == cos0. 以 后 在 511,3) 中 我 们 还 要 建立 更 普遍 的 结果 . 
10) 用 分 部 积分 法 建立 下 列 结 果 : 


”cosaz 一 cosbzr T 
oa / S00 eos gs (Ba) 


(a) / In(l+oa’z’)— In(l+b’ x’) 


x2 


dz = mr(a — 5b). 
11) 容易 看 出 [492,3°;494,5)] 


7 当 @> 0， 
™ sin ox 
| In CC 7 0 当 w -0 
0 2 元 


由 此 , 又 因 


/ me ooods =3{ / tao | sin(a 一 ia， 
0 7 2 人 /0 I 0 7 


故 显然 易 见 (如 果 为 了 简单 而 认定 a>0 与 86>0) 


CO » 
Sin ZX 
一 一 一 Cos Prdz = 
0 z 


本 | [9 
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这 个 积分 狄 利克 雷 曾 压 次 用 过 , 因而 有 狄 利克 雷 间 断 因 子 的 名 称 . 
许多 别 的 积分 可 以 化 成 这 个 积分 . 例如 ( 设 ,6,7Y > 0 而 且 a 是 其 中 最 大 的 ): 


， 当 aw<B+m 


dz = ， 当 a= f+ 


I 


CO » 。 » 
1/ sin Qax .Sin OZ .Sin yz 
0 


0， 当 aw>p8+7Y 
(把 两 个 正弦 的 积 变 成 余弦 的 差 即 得 ), 或 者 (仍然 认定 a, 8 > 0): 


人 i/ 
去 局， 当 @ > p, 
三 sin CQ sinpz 2 
化 TL UA se 
0 OQ) 当 ax< pb, 


2 
(用 分 部 积分 即 得 ). 


最 后 这 个 结果 可 以 推广 成 下 列 这 个 普遍 形式 . 设 wm al, Qa2,… ,an > 0 而 且 a > 》 ai 则 
1 


J SinaZ Sin ai Sin QnZ 
0 zx 外 7 2 


12) 计算 积 ， 
/ (sin az 一 sin pz)? 2 
提示 ”分 部 积分 ; 应 用 狄 利 克 雷 的 间断 因子 .答案 5 .la 一 中 


证 明 可 以 用 数学 归纳 法 来 作 (仍然 用 分 部 积分 法 !). 
13) 计算 


”2z.sin az 
V.p. / ra dr (Q)7 > 0). 
解 ” 奇 点 是 zx = ”. 利用 恒等式 
27 1 1 


T2—72 ZX+r Zz-—r 


我 们 就 立即 从 原 积 分 里 分 解 出 来 一 个 收敛 的 积分 : 


/ gs = cos0r. | sinor. | OY 
0 Tt? 站 Y 7 y 
利用 一 些 简单 的 变换 又 得 到 
和 Sin ax cz ， 
和 一 7 


1 | dy + 20000r. | dy 
2 2 


亿 Tr E 


所 以 只 需 在 最 后 一 积分 中 直接 令 = 0 就 可 得 


ve/ sinaz jd 
0 化 一 修 
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最 后 得 到 


”2zsin az ”sina 
ve / = 一 2cosor 上 dy = osor. 
0 0 


14) 设 函 数 f(z) (0 < zx < co) 适合 条 件 
f(s+) = fe) 及 f(r 2) = (2) 
假设 在 下 式 中 左 端 的 积分 存在 , 证 明 此 公式 : 


f(z) dz = 下 f(a dy 
0 0 


| 此 公式 属于 罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevskii), 它 可 如 同 492 目 3° 中 f(z)=1 
的 特殊 情况 那样 ,借助 于 把 函数 一 展开 成 部 分 分 式 来 加 以 证 明 .| 
应 用 这 个 公式 计算 如 下 积分 : 
co . oy co 2 
(a) | 至 一 =dz= 上 asin dr (We 
0 


化 


of arctg(a . sin x) | TU (& 0 


SiInz 之 


积分 (人 多 可 化 归 已 知 的 积分 [312.(8)| 


而 积分 (6) 则 可 化 归 积 分 


(变量 变换 :t = sin x), 其 值 


将 在 后 文 [511,9)] 中 弄 清楚 . 


15) 对 函数 f(z) 加 上 与 上 题 同样 的 条 件 , 证 明 公 式 (仍然 假设 公式 左 端的 积分 存在 ); 


人 f(s na, = f(z)dz 
0 0 


[497] 


提示 ”这儿 应 用 罗 巴 切 夫 斯 基 的 方法 , 只 不 过 引用 也 数 一 一 = 展 成 部 分 分 式 [441,9)]. 


当 f(z) == 1, 由 此 得 到 为 我 们 所 熟知 的 积分 


co .9 
SIn 工 人 
了 d= 

0 二 


[参看 494,4)]. 
16) 计算 积分 (a,b > 0) 


CO  ， Co 和 1 a 
(a) / SInN CT Sn OZ dz, (6) / COS QT ES 5zdz， (B) / 化 
0 内 0 中 0 


531 
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提示 ”都 可 以 化 归 伏 汝 兰 尼 积分 ; 头 两 个 当 a = b 时 发 散 . 


/lp 
答案 (a) In 全 (6) mV (B) im 


17) 计算 积分 (a,b > 0) 


(a) | a (©) | 
0 0 


7x2 72 

及 一 QT 一 0 了 d 

| ee 

提示 ”三 个 都 可 以 用 分 部 积分 法 化 归 伏 汝 兰 尼 积 分 . 
18) 试 求 积 分 (a > 0) 


解 ” 我 们 有 恒等式 
1 尼 1 1 一 并 一 2 1 1 1 1 一 并 
(Fm) TT )+7 (B+ ) 


rT \e2*r—1 2r 2 


最 后 两 大 项 的 积分 (容易 用 变量 变换 验证 ) 彼此 相 消 , 因而 所 设 积分 可 以 化 成 一 个 伏 汝 兰 尼 积 


分 答案 -5 In 2. 
19) 试 求 积 分 (a,b > 0) 


解 ”我们 (对 于 n>0) 有 


Oo ce 一 az oe- ebx 
| =-/ dt) | dz 
化 
分 


右边 第 一 个 积分 可 用 分 部 积分 法 来 变换 一 下 


co 一 — 一 一 co 一 一 
eaz _e bz ee bz be bz _ je QT 
一 一 = 一 一 十 daz, 
I zr 
7 7 
故 终于 有 
co ~ 一 一 一 一 co 一 一 
C 一 2 e bz + zx(a— b)e 一 ea ep bn | e bz _ eo 
也 一 a 化 
02 n z 
7 7 


当 nw 一 0 时 右边 第 一 项 趋 于 b -- a, 而 第 二 项 则 趋 于 伏 汝 兰 尼 积 分 : 


CO 一 一 
e br ee arx Q, 
[08 ——————————dr=a.:ln—. 
0 b 


求证 公式 


三 Acosar + Beosbr+...+ Kcoskz 
TL 


20) 
0 
中 这 些 积分 当 nm = 0 时 并 不 收敛 . 


=—-{Alna+ BInb+...+ Kink)}, 
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假定 ao 六 … ,大 >0 而 且 4 十 互 十 .十 天 = 0( 后 一 条 件 显然 对 于 积分 的 存在 是 必要 的 ). 
提示 令 KK=-A-B--... ,利用 公式 


dr=—Alna+Alnk 


OO 
/ 4cosaz — Acoskz 
0 z 


所 述 公 式 很 容易 推广 到 适合 于 495, II 的 条 件 的 任 一 函数 f(z). 


21) 试 求 积 
/ SIN yy 
0 T™ 


的 表达 式 , 其 中 nn 与 mm 都 是 自然 数 而 且 n> mm > 2. 
解 ” 把 分 部 积分 法 的 推广 公式 [311] 推广 到 无 穷 区 间 的 情形 上 , 立即 (由 于 双重 替换 之 消 掉 ) 


得 到 : 加 a 
/ dr = mm / sin" 全 (11) 
要 计算 最 后 这 个 积分 , 比较 方便 的 是 利用 我 们 已 知 的 把 sin” z 表示 成 正弦 或 余弦 的 倍 角 展开 
式 [461,3),(a) 和 (6)]. 
我 们 来 看 这 里 可 能 出 现 的 各 种 情形 . 
(a) N=2v+1i,m=24+t+l1. 这 时 


dr az (1) 2 2 
jp sin 7= 37 (2v+1) sin(2v + 1)7— (2v+1)(2v— 1) rsin(2 一 1)z 
人 — 3) sin(2y — 3)z —.. | 


因而 按照 公式 (11) 当 有 
co . 2v+1 十 
sin rT, (1) 7 2 2 


(2v 十 1) .2z 2 
| 


十 


(6) n= 二 2v,m = 24 十 1. 在 这 一 情形 


2 _ 1NZ 十 几 
人 sin”” z= ( 二 [zj cos27z 一 27 . (27 — 2)°* cos(2v 一 2)z 
ED, — 4)** cos(2v — 4)z 一 | . 


显而易见 , 左边 ( 因 v > jy) 当 z = 0 时 成 为 0, 所 以 所 有 余弦 的 系数 , 其 总 和 等 于 0， 于 是 可 以 
利用 前 一 感 20). 由 此 即 得 


CO » Dy vp 二 1 
sin TT ) (—1) 2 >， 
/ Tri dz = EPEAT [oy [en lIn2v — 2v(2v — 2)’’ In(2v 一 2) 
27. (2v — 1) 


5 (27 一 生生 ln(27 — 4)... 


十 


[497] 84. 反常 积分 的 特别 计算 法 . 533 . 


对 于 情形 :(B)n = 2v 十 1,m = 24 和 (r)n 二 2v,m = 2p, 也 照样 可 以 建立 公式 . 要 指出 的 是 ， 
在 特殊 情形 , 对 于 任 一 整数 mn > 2 都 有 


/ (2) CC 人 一 去 -CT 人 — n(n 2)"” 1 十 MY (n 4)”-! _ | | 
22) 利用 同一 展 式 461,3) (5) 容易 求 得 ( 当 p > 0 时 ) 


sin2r DZ ， (一世 | (2v + 1).2v 
/ d= D2v+1 1 — (2v+1)+ 1.2 i 
vy (2v 二 1) :2 (v ++ 2) 
(—1) 1 .2..... y 
同时 , 信 助 于 初等 的 考虑 , 这 个 表达 式 可 化 得 更 为 简单 : 
Tt (2v—1)!! 
2 (20)1 


积分 [” si - Pedy 是 发 散 的 . 伏 汝 兰 尼 积 分 


/ sin? pe Sin 7 1 (p,q > 0) 
0 


也 不 适合 495 目 那 些 条 件 ; 但 是 利用 461,3) (a) 的 展 式 容易 证 明 它 能 够 化 成 伏 汝 兰 尼 积 分 的 情 
形 II, 只 需 把 sin2 z 换 成 


于 是 按照 公式 (4a) 终 


于 得 到 
~ sin? sin”” pz — sin’” gz “gz 一 1) a 
积分 六 cos Yodz 对 于 任何 自然 数 ”都 不 收敛 , 但 是 当 n= 2 十 工 时 积分 /> 收敛 , 因而 
按照 伏 汝 兰 尼 4 公式 (4a) 立即 得 到 


OO 
/ Cos t+! px — cos’1! gy q 
1 7 


az = ln = 一. 
Dp 


当 n == 2v 时 , 利用 461,3) (8) 中 的 展 式 , 如 像 对 于 正弦 的 情形 一 样 , 即 得 


Co 2v 2v 1 
/ Cos pr — cos gr (1 (2v 1 I 
0 2 (2v)1! p 
23) 求证 下 列 公 式 定 : 


A 
-一 1 
37 > 
OO CO 
cost 
a 1/ cosrzdz | at= 开 ， 当 |?y| = 1 
/0 Jz 


- a 与 -人 cost 


也 就 是 冰 数 si z 与 ci x(“ 积 分 正弦 ”与 “积分 余弦 ”) 个 本 数 曾 在 289 日 里 提 到 过 
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TT 
_ YL 1 
5 当 |y| >1, 
7T 

uz 一 1T 
7， 当 小 | ， 
0 


当 |y| < 工 


， 当 y = 0%. 


ml 一 ?3 当 y 关 0, 土 1， 


(B) | Cos ed 上 tat- YY |1l—7Y 
0 人 


0， 当 > = 0%. 


Co oo t+ 一 In 人 (十 也 )， 当 > > 0， 
四 上 cd/ dt=l 7 
0 z 


证 明 (a) 暂 设 7 之 0, 即 可 分 部 积 4 


Cost 1 cost |™ 
/ cs 上 = 一 —dt 
0 z Y x t 
dz 
广 ral < + /2 Zz 
化 


所 以 上 面 那个 双重 替换 化 为 0， 而 积 4 /人 [11)]. 
现在 单 来 讨论 y = 0 的 情形 . 对 于 任意 4 > 0, 两 次 分 部 积分 即 得 


cost ™ cost 人 A 
f -| rt / dt + |/ ends= 4 
立 0 O A 


内 为 


t 
~ cos a 


日 . 所 以 得 知 


fs :| -0 
其 余 情形 的 证 明 都 相似 . 
24) 求证 下 列 公式 (a, GO > 0) : 


nn AAA 
Co CO Co rp) Qt 之 b, 
cost cost 20 
a | nf a |- 和 
20 


中 当 y= 土 1 时 积分 不 收敛 . 


， 当 YY 关 0, 土 1， 


CO . 
sin YZ 


t 
dt 十 sinA 


COS Tax. 


~” sint i 
1 4 +sinA4A= af dt 


根据 第 二 中 值 定理 [487]， 最 后 一 式 可 化 成 这 个 形式 : | rat(A > A), 然而 这 
4 一 co 时 趋 于 0, 这 只 需 将 布尔 查 诺 - 柯 西 条 件 [475] 运 运用 到 收 全 的 和 分 


co SINt 


[497] 


个 积分 当 
一 一 Qt 上, 即 可 明 


[498] 85， 反常 积分 的 近似 计算 . 535 . 


nA 
A ， 当 @ > bp, 
™ sint sint 2a 
9 f {| 一 | dt 
0 位 你 28’ 当 a<g<B 


th 1 ,jc 一 


证 明 (a) 所 设 积 分 用 分 部 积分 法 即 可 化 成 23)(a) 中 讨论 过 的 那 一 类 型 的 积分 : 
[ 1/ a 
0 QT t I t 


一 CO 
CO OO + 
+/ COS ein / 
/0 t 
二 0 
十 / cos Orazxr / dt 
0 


1 ora 人 ost 工矿 os / ty- 或 TT 
-3/ eos Bode | a+2 | es Bods | 1 d= 或 58 
要 看 a 之 或 a < PB 而 定 . 
还 要 说 明 的 就 是 双重 替换 化 为 0. 从 我 们 已 知 的 估计 式 


广 Cost 风 
~ t 
可 以 明白 看 出 来 , 蔡 换 号 下 的 表达 式 随 z 而 趋 于 0. 但 是 另 一 方面 ， 
™ cost sintl™ ™ sint ” cost 
/ Ee /| 守 4|< 


由 此 又 知道 所 说 表达 式 当 z 一 co 时 也 趋 于 0. 
其 余 那些 公式 的 证 明 可 以 引用 23)(6),(a) 和 (r),(z) 中 所 建立 的 那些 公式 来 照样 进行 . 


<c 十 |jnz| 


85， 反常 积分 的 近似 计算 


498. 有 限 区 间 上 的 积分 . 育 点 分 出 法 ”以 上 在 322--328 日 中 , 我 们 研究 了 通常 意义 下 
的 定 积 分 的 各 种 近似 计算 法 . 这 些 方 法 和 专 对 它们 而 讲 的 误差 估计 都 是 不 能 直接 运用 到 反常 积分 
上 来 的 . 有 时 候 用 变量 变换 法 或 分 部 积分 法 是 可 以 把 反常 积分 变 成 常 义 积 分 的 . 这 时 候 反常 积分 
的 近似 计算 就 化 成 了 我 们 业已 通晓 的 问题 . 


“536 第 十 三 章 反常 积分 [499] 


在 很 多 情形 下 ,( 积 分 限 为 有 穷 的 ) 反常 积分 ”f(z)dz 的 近似 计算 可 以 使 用 奇 点 分 出 法 而 变 
0 个 方 在 了 入 到 ”人形 人 人 和 9) 四 于 数 (和 
gk z) 不 再 有 任何 奇 点 , 也 就 是 说 , 就 普通 意义 而 言 为 可 积 的 . 这 时 函数 g(z) 的 
ee 而 函数 p(z) 具有 充分 高 阶 的 导数 , 以 便 在 做 
eofz) 的 积分 的 近似 计算 时 能 够 利用 已 有 的 那些 误差 公式 ， 
函数 g(z) 的 选择 有 各 种 方法 , 要 看 情形 而 定 . 作为 是 一 个 实例 , 我 们 对 于 一 类 常见 的 积分 来 
指出 函数 g(z) 的 一 般 的 作法 . 
设 被 积 函 数 有 这 样 的 形状 : 


A 
其 中 h(x) 对 于 a < xz <<b 可 以 展 成 具 级 数 
hl(2) 一 co 十 ci(z 一 Z0) 十 ca(z 一 2Z0) 二 cn(r— To) + 


我 们 不 令 


g(7)=(z— 720) [co+crz 一 zo) 十 十 om 一 Zo) ] 


(z — 720) “~: [ent(zZ 一 0 十 … | 
WE | 


p(T) 


(人 


函数 g(z) 的 积分 既 容 易 作 , 而 函数 p(z) 又 显然 在 区 间 [a,b] 上 , 连 zo 这 一 点 在 内 , 具有 nn 个 连 


499. 例题 1) 设 要 计算 积分 


村， 2 有 
/ Z 2(1—Z) az=2 / Z 2(1 一 Z) 2dzi 
0 0 


后 面 这 个 积分 只 有 一 个 奇 点 , 就 是 0. 
按 x 的 宕 展开 (1 - z)-3 到 含 z4 那 一 项 为 止 , 而 且 令 


a 二 35 4\| 63 9 
0 -a wh | 


z 2(1 二 7) -sdzr 一 人 9(Z)az 十 上 wp(r)drz= + 17. 
0 0 0 
其 中 I 的 值 是 很 容易 算出 来 的 : 


715 801 
645 120 


于 是 就 有 


V2 = 1.569 158 5... 


1 一 


中 这 个 方法 是 康 托 洛 维 奇 提出 的 . 
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至 于 五 则 可 按照 辛普森 公式 ,分 区 间 | 成 2n 二 10 等 分 而 实行 数字 演算 到 六 位 小 数 ， 
这 样 来 求 它 的 值 : 


yo = Yi/2=0 2 = 0.000 018 
4ya/2 = 0.000 225 
2y2 = 0.000 431 
475/2 = 0.002 496 万 二 1.569 158 5 
2ys = 0.003 017 J, = 0.001 6385 
dy7J2 =0.012 901 了 二 1.5707970 
2vy4 = 0.012 632 
Aye/2 = 0.046 350 
ys = 0.020 239 
0.098 309 | 60 
0.001 638 5 


而 了 的 真 值 则 [由 8 函数 的 理论 推 知 , 见 529, (5a)] 等 于 
3 = 1.570 796 3.….. 


我 们 现在 来 进行 误差 的 估计 (当然 我 们 在 这 里 不 利用 这 个 真 值 , 而 能 够 由 别 的 考虑 法 来 得 到 
积分 的 准确 值 ). 我 们 有 


ptd(z) = 一 一 .二 .一 .二 .二 . Z2z 十 .…… > 0， 


因而 w(9 随 z 一同 上升, 所 以 在 > = 5 时 达到 最 大 值 . 由 此 容易 推 知 maxwep(9(z) = 288. 
辛普森 公式 的 误差 可 按 已 知 公式 [327,(16)] 表 成 


这 样 一 来 , 可 见 


] As 
( 动 288 5 


0 


一 5 
但 在 另 一 方面 , 计算 三 时 取 未 位 小 数 所 引起 的 误差 其 绝对 值 小 于 2 本 < 10-7. 而 对 于 卫 的 
值 的 绝对 误差 也 是 < 10-7. 可 见 总 误差 介 于 _ 52 与 0.2 之 间 , 所 以 


106 10°6 
1.570 791 8 <IT <1.570 797 2 


或 
1.570 791 < I < 1.570 798. 


于 是 最 后 得 到 
了 = 1.570 79+0.000 01. 
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1 


2) 对 于 积分 了 = 广 xz 二 (1 一 z)-idz 来 说 ,0 与 1 这 两 点 都 是 奇 点 ; 我 们 相应 地 把 积分 分 成 
两 个 T= 及 = 大 + 太 = 五 十 五. 为 要 计算 五 我 们 令 


1 32 128 2048” 
1 _ 3 11 


g(7z) = x (1 十 3. 十 31 2 十 3 十 1195 1 ， 


2048 
因 之 
3 
11 = / g(r)adz +/ p(T) dr = 111 + 112. 

0 0 

我 们 直接 得 到 76 293 
一 一 一 一 一 V2 一 |. 124 8. 
1 = 797 so0 V2 658 8 


积分 i。 可 按 辛 普 森 公式 , 取 2n = 10 来 计算 到 小 数 六 位 :五 ? 三 0.003 813.， 于 是 推 知 
六 二 1.661 938. 误差 的 估计 则 像 刚才 一 样 , 我 们 得 到 


Ti = 1.661 934+0.000 01. 


同样 ， 
1 1 
_A 3 2 
n= | Z 2(1—Z) = | Z 4(1—Z7x) ?dz 
3 0 
却 1 2 
=-/ zt (1+32+ + z |(1 Z) 2 一 (1 十 )| az 
一 721 十 722. 
我 们 求 得 


121 = 3.580 291， 7122 = 0.002 033， 1 = 二 3.582 324. 
若 照 以 上 一 样 来 估计 误差 即 得 
12 = 3.582 32410.000 005. 
于 是 得 到 
T= 5.244 25.40.000 015 
或 
了 一 5.244 264+0 000 01. 


3) 设 要 计算 的 积分 为 了 = 内 二 2_dz; 奇 点 在 z=0， 


0 工 一 也 


要 分 出 这 一 奇 点 , 我 们 可 以 采用 类 似 于 上 面 已 经 用 过 的 方法 . 令 


1 1 5 
:=| (tet teta)inedst | Tinr -7 十 1. 
0 0 了 一 并 
很 容易 (用 分 部 积分 法 ) 求 得 : 万 = 一 1.463 61.…. 至 于 1s 则 可 按照 辛普森 公式 ( 取 2n = 10， 
计算 到 小 数 五 位 ) 来 算出 ; 其 结果 为 : I 二 -0.181 35. 于 是 了 二 -1.644 96. 所 计算 的 积分 ,其 真 
值 [519,1)(6)] 为 -二 = 一 1.644 934 . 


[499] §5. 有 反常 积分 的 近似 计算 . 539 . 


要 估计 误差 , 需 按 莱 布 尼 茨 公式 |117] 算出 导数 pt)(z). 这 时 还 可 以 方便 一 点 的 是 利用 容易 
证 明 的 公式 : 人 
Ee 一 © | 1 ft) (0) 


TIT~—0 一 大 十 1 
(其 中 c 在 a 与 z 之 间 ), 取 f(z) = lnz,a=1. 粗略 地 估计 即 有 |e(9(z)| < 200, 于 是 推 知 
1 200 . 
| 已 | < 104 : 180 二 0.000 11. 


总 误差 为 土 0.000 13. 结果 ， 
1| = 1.645+0.0002. 


4) 最 后 我 们 来 看 为 一 类 型 的 例 : 。 
7 一 三 lg sin ZQZ， 
0 
其 奇 点 为 0. 


我 们 很 目 然 会 把 被 积 图 数 和 9g(z) = lgz 这 个 函数 比较 起 来 看 , 这 个 函数 的 积分 是 很 容易 算出 
来 的 多 : 
n= 三 lgxdzxz = AI . [ Inzdzx = Mz(Inz— 1) 
./ 0 /0 


0 
区 
2 


的 积分 J。 则 可 照 洱 普 森 公式 , 取 2n = 18, 算 到 六 位 小 数 . 我 们 有 


(1g5 - M) = -0.374 123. 


Sinz 


至 于 限 数 p(7) = lg 了 


” 
72 一 一 / llgz — lg sin zldz = 一 0.098 733. 
/0 


村 征 
一 五 十 7 三 一 0.472 856. 


其 实 积分 了 与 我 们 已 知 的 [492,1°] 积分 


/ Insinzdz = — .ln2 
0 2 
之 同上 只 差 一 个 因子 M, 因 之 
T= -3 "lg2 = —_0.472 856 8...: 

可 多 上 面 所 得 的 数值 六 位 小 数 都 是 正确 的 . 

我 们 者 不 知道 这 个 真 值 , 就 需要 引用 辛普森 公式 来 估计 误差 . 这 里 
6(z 一 sinz) — 47’ sin? x 
dnd 


rT4sin“ zx 


M < 3.6; 因 之 R <0 而 且 |R| < 0.000 002. 再 考虑 到 取 末 位 小 数 


pr) = M(Inz -Insing), op H(z)=M 


4 


可 以 证 明 0 < pt)(z) < 
时 的 误差 , 我 们 就 只 能 确定 


中 以 下 用 字母 M 代表 换 自然 对 数 为 常用 对 数 的 “兑换 率 " (通称 为 模 ). 


540 - 第 十 三 章 反常 积分 [501] 


500. 关于 常 义 积分 的 近似 计算 的 附注 ” 奇 点 分 出 法 对 于 常 义 积分 的 近似 计算 也 往往 是 适 
用 的 , 这 在 被 积 函 数 虽然 连续 却 无 足够 多 阶 的 连续 导数 的 情形 (因而 误差 估计 发 生 困 难 的 时 候 ) 就 
是 如 此 . 我 们 举例 来 说 明 这 点 . 

试看 积分 

A | nz:ln(1l 十 Z)dz 
0 


显而易见 , 当 x 一 0 时 被 积 防 数 趋 于 0, 所 以 该 函数 可 以 认为 在 整个 积分 区 间 上 是 连续 的 ， 但 是 
饿 积 消 数 的 一 阶 导 数 就 已 经 在 x = 0 处 成 为 无 穷 卫 . 我 们 利用 对 数 展开 式 把 被 积 函数 表 成 下 列 二 
函数 的 和 : 


2 
gj=inz:(z- 邱 + | 


BF) ni lL Ch kal 


第 一 个 函数 的 积分 容易 算出 其 值 为 -0.205 28.….. 而 第 二 个 函数 (已 有 四 阶 连续 的 导数 了 1) 
积分 的 计算 可 以 引用 辛普森 公式 , 取 2n = 10， 算 到 小 数 五 位 我 们 得 到 一 0.003 48, 因 之 总 结 
果 为 一 0.20876. 
因为 |e(9(z)| < 36, 所 以 |R| < 0.000 02. 结果 有 


XI:0.208.7646000 09 宇 0.208.7400600 二 


(其 实 所 得 近似 值 的 各 位 小 数 都 是 正确 的 , 因为 7 了 的 真 值 是 -0.208 761 8.….) 

有 趣 的 是 , 若 不 预先 利用 奇 点 分 出 法 而 把 辛普森 公式 (同样 取 2n = 10 而 且 仍 旧 计 算 到 小 数 
五 位 ) 直接 用 到 被 积 函 数 上 , 那么 得 到 的 结果 就 是 7 三 -0.2080, 这 就 是 说 ,只 精确 到 三 位 小 数 . 
这 样 一 来 , 若 不 使 用 奇 点 分 出 法 ， 不 但 误差 的 估计 也 发 生 很 大 的 困难 ， 而 且 结 占 果 的 准确 性 实际 上 被 
减 小. 


501. 带 有 无 穷 限 的 反常 积分 的 近似 计算 ”假若 要 根据 积分 三 ” jz)dz 的 定义 , 把 它 当 作 
常 义 积分 [f(z)dz 的 极限 , 近似 地 ( 对 于 充分 大 的 4) 设 ”三 三 ,再 用 刚 讲 过 的 方法 来 计 
算 最 后 这 个 积分 ; 这 样 做 起 来 往往 是 不 行 的 . 这 样 做 法 只 有 在 一 种 情形 才 会 合用 , 那 就 是 被 积 函数 
当 z 上 升 时 它 下 降 得 很 快 , 以 致 于 一 一 对 于 并 不 怎样 大 的 4 一 一 上 面 所 写 的 那个 近似 等 式 就 
有 充分 的 准确 性 . 

1) 例如 积分 /~ e-* dz 的 情形 就 是 这 样 

从 不 等 式 zx? > 24z 一 A? 推 知 


2 2 1 2 
| e ”dr<e’ | ezdz 一 De 0 
澳 A 


/ ez dz < 0.000 02. 
/3 
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至 于 积分 及 e-” dz 则 可 按照 辛普森 公式 , 取 2n = 30, 算 到 小 数 五 位 ; 得 到 0.886 21. 不 
难得 出 估计 式 |(e-* )(| < 12,|R| < 2.10-5， 可 知 总 误差 介 于 -0.000 04 与 0.000 06 之 间 . 
于 是 

0.886 17 < 了 < 0.886 27， 了 三 0.886 240.000 1. 

至 于 7 的 真 值 , 则 我 们 已 知 [492,2°] 其 为 3V7 _ 0.886 226... 

计算 积分 /。 常用 的 办 法 是 , 或 者 把 它 变 形成 积分 限 为 有 限 的 , 或 者 先 分 为 二 : |“^ + .再 
把 第 二 个 变形 成 积分 限 为 有 限 的 . 

2) 今 仍 取 积分 1 = 和 六 e-” dz 为 例 , 而 把 它 表 成 和 的 形状 ; 


CO 1 Co 
/ -/ +/ 二 全 十 12. 
0 0 1 


积分 值 五 可 按 辛 普 森 公式 , 取 2n = 10, 计算 到 小 数 五 位 , 得 |R| < 0.000 01, = 
0.746 83-0.000 02. 至 于 72 我 们 就 用 变换 x == 7 把 它 变 成 这 样 : 


1 
1 1 
a=/ 727C :2 dt. 
v 0 


用 通常 的 方法 即 得 I 二 0.139 45, 因 之 了 二 0.886 28. 

这 里 误差 的 估计 我 们 就 不 作 了 . 

如 宁 仙 无 穷 限 的 积分 在 有 限 距 离 内 有 奇 点 存在 , 那么 就 要 把 它 分 成 两 个 , 使 每 一 个 只 含有 -- 
个 奇 点 . 

3) 试看 ( 当 0 < a < 1 时 的 ) 积分 


co a—l 1 a-l co a—l 
r= |/ 二 w= |/ ~ zt/ ”dr 二 万 十 7 
/Jo 了 工 十 了 0 1 十 工 万 li+z 


积分 五 可 用 奇 点 分 出 法 来 求 它 : 


1 1 a+4 
万 — / (z?2 一 1 rx? + xmot! Tt2 + xt)dzr -| 2 gr 一 111 _ 7112. 
0 0 1++z 
其 中 一 -4 1 /|_1 而 万 则 可 按照 辛普森 公式 来 计算 
ao a+l ae 上 +2 a+3 aca 二 4， 


例如 假定 a = 2 = 0.707 106 8.…; 则 ma = 1.140 52.…. 对 于 12 则 ( 取 2n = 10 而 算 
到 小 数 五 位 ) 得 值 为 0.095 18. 于 是 1 二 1.045 34. 
积分 了 经 过 变换 z = 即 化 成 这 样 


1 /0—1 
72 -/ at, 
0 1+tzt 


其 中 5 = 1 一 a = 0.292 893 1...， 像 计算 厂 一样 可 得 : 1。 二 2.902 89， 于 是 终于 得 到 
7 三 3.948 23. 以 后 [522,1?] 我 们 会 知道 7 的 真 值 为 一 = 3.948 246………. 


有 时 候 在 “缓慢 地 收敛 的 积分 " |” f(z)dz 的 情形 , 还 是 能 够 由 它 (譬如 接连 利用 分 部 积分 
法 ) 分 出 一 些 容易 计算 出 来 的 部 分 ,而 使 剩 下 的 积分 的 值 却 又 是 很 小 的 
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sinz 
r= | ——— dz, 
0 I 


我 们 把 它 写成 两 个 积分 的 和 的 样子 : /十 />, 但 并 不 一 定 要 第 二 个 积分 的 值 很 小 , 于 是 分 部 积 
分 即 有 


4) 设 给 定 积分 


/ SInT 1 仁 衬 : SINnZ + 2 + 6 -24 加 120225 上 | 
A , 化 A 
rm 加 sinz, 


壁 如 取 4 = 2x 里 , 就 得 到 
™ sinz 1 2 24 ”sin 
/ az 一 5 一 CE 十 一 一 一 CT 420 人 7 dz. 
积 出 来 的 各 项 之 和 等 于 0.153 54.…. 还 有 


0 < 20 / dr < rz / 2 < 0.002 
2 sn 了 (27) 


照 辛 普 森 公式 ( 取 2n = 40 算 到 小 数 四 位 ) 来 计算 积分 /” 即 得 近似 值 :1.418 2. 
误差 的 估计 则 如 下 : 


Co 1)™z 2m 


f(z) =) yr f(z) = > es 
f(x)| < sch2n < 54, |R| < 0.001 2. 
因此 , 考虑 上 全 部 误差 , 即 得 结果 : 
1.570 2 < 了 < 1.575 2, I = 1.5740.01. 


其 实 , 如 我 们 在 492,3? 中 所 知 的 , 真 值 I = 2 — 1.570 7... 
502， 渐 近 展 开 的 应 用 ”在 对 形 如 


/ jdt 


的 积分 进行 近似 计算 时 , 应 用 积分 的 渐 近 展开 常常 是 有 益 的 . 我 们 以 例子 来 说 明 这 一 点 . 
1” ”积分 对 数 若 0<a<1, 积分 对 数 li a 是 这 样 定 义 的 : 


lia = 一 一 ; (12) 


在 a > 1 的 情况 下 , 这 个 积分 发 散 , 在 主 值 意义 下 来 理解 它 : 


lia= V.p. 12” 
0 名 = 了 mn, (f +/ )# Ee (12) 
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[参看 484|. 
首先 设 a < 1. 当 z>0 时 令 a=e ”, 并 在 积分 (12) 中 作 代 换 勾 = ee 


_ et 
设 t= 二 Zz 十 v, 得 到 积分 
li(e-*) = -| e_ do (14) 
jh z+v 
因为 ， ， 
1 1 Vv wv nl1d n vv 
-~ 一 ~ 一 了 一 一 | _ 
T+v ZX ZI x + (1) rn + (7D) 2Zm(Z 十 人 7) 


则 由 此 [489,4)] 


.), _»|1 1 2! 3! m1(n—1)! 
lile )=-e -+ -t+(-)) Do ra) , (15) 
其 中 余 式 由 积分 、 
nh 2 .ee “dv 
rm (ZX) 一 (一 也 / zn(z 4 o) (15a) 
表示 , 寿 丢 掉 余 式 , 使 展开 继续 到 无 穷 项 : 
er eell 工 2 Thnci 人 一 3 | 
li(e “™) 6 {i + + (一 1) n+ (16) 


则 所 得 到 的 级 数 明显 是 发 散 的 , 因为 后 项 与 前 项 的 比 
oo 当 n oo0. 
7 


但 由 表示 余 式 的 (15a) 式 看 出 , 它 具 有 被 丢掉 的 级 数 的 第 一 项 的 符号 , 并 且 按 绝对 值 小 于 这 样 的 
项 


1 nl 
[rn (Zz)| < a / ce .du 一 nti 
0 


这 样 一 来 , 级 数 (16) 包 络 函数 li(e-*) 并 且 同 时 也 是 对 这 个 函数 的 渐进 表示 [463]. 由 上 一 章 86， 
读者 已 知道 类 似 的 级 数 如 何 被 用 于 近似 计算 , 若 n = B(x), 就 得 到 最 好 的 结果 . 

大 a > 1 且 x <0, 则 事情 变 得 相当 复杂 . 在 这 种 情况 下 同样 可 以 建立 公式 (13) 一 (16), 但 
这 里 所 有 的 积分 只 能 理解 为 主 值 意 义 下 的 . 展开 式 (16) 在 这 种 情况 下 是 常 号 的 (要 知道 x < 0); 
余 式 的 估计 的 表示 更 为 困难 . 借助 于 详细 而 精致 的 研究 , 斯 蒂 尔 切 斯 (Stieltjes) 得 以 证 明 . 在 所 
给 z < 0 时 , 为 了 得 到 对 于 数 li(e-*) 最 好 的 逼近 同样 应 取 m = EB(|z|), 同时 通 近 的 阶 可 用 表达 
式 V 扣 来 估计 


可 以 对 函数 li(e“) 得 到 对 于 所 有 实 值 z 的 按 x 的 整 升 寡 的 实 展 开 . 为 此 把 (13) 式 改写 成 


如 下 形状 : 
1 OO IT be 
ie = / Qe / | -| -ee 
0 t 1 t 1 + 0 L 


在 所 考虑 的 a < 1 的 情况 下 可 对 积分 (13) 逐次 地 应 用 分 部 积分 法 来 得 到 渐进 展开 (16) 与 对 
余 式 的 表示 , 但 这 个 方法 对 a > 1 的 情况 行 不 通 . 
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“ 发 散 , 需要 取 它 的 主 值 ; 主 值 等 于 


lim ff +/ )s 了 二 lim [e+ 这 
< 一 十 0 一 十 0 C 


一 ljn( 一 Z " ln |z|. 


当 z<0 积 分 上 


前 两 个 积分 的 和 是 不 依赖 于 z 的 常数 CQ@. 余下 的 只 是 最 后 一 个 积分 按 z 的 罕 次 展开 , 以 便 得 到 
所 要 的 结果 : 

zx rs rx4 
Toma 33 Ad 
然而 这 个 展开 对 大 的 |z| 值 , 用 起 来 不 怎么 好 , 此 前 的 发 散 展 开 (16) 有 本 质 上 的 优点 . 斯 蒂 尔 切 
斯 取 了 (16) 式 的 23 项 , 求 出 


rr" 


li(e “)=C+ln|z|—z 二 (1D) 


二 十， (17) 


li 10'° = 455 055 614.586; 


为 了 达到 同样 的 精确 度 , 在 级 数 (17) 中 需要 取 超 过 10 项 才 行 ! 
2° ”积分 余弦 与 积分 正 纺 : 


, ” cost . sint 
P=cix=— rd QO=siz=— i dt. 
TI I 


为 了 简化 计算 , 在 人 研究 中 我 们 引入 实 变 量 的 复 消 数 的 积 2 


CO 2t CD 2t 
p+Qi=- | ui/ 于 


从 地 应 用 分 部 积分 得 到 公式 


eT iI 4T e 
P+Oi=- + +22 +.+n-D2 
te iz (ix)? 和 (2Z)3 二 (i 


其 中 ，， 


e 
n—1.n 
rn (7) 一 (一 1) 2 nm] Fridt 


若 把 所 得 公式 逐 项 除 以 -e ”= , 并 使 等 式 两 端的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 则 得 到 对 计算 更 为 方便 
的 公式 : 


/ cos(t— 2) —Pceosr— Wsinz 


1 
1 [1 3! m-1 (2m— 1)! 
- 工 侍 - 晕 二 (DT + rb (2) (18) 
友 wo 
/ Sg psing ~ Qeosy 
-人 mm 上 (19) 


正如 以 后 所 看 到 的 , 这 个 和 实际 上 恒 等 于 欧 拉 常数 [538,3)]. 
@ 注 意 , 有 趣 的 是 , 在 {.……} 中 的 各 项 刚好 是 对 于 我 们 所 熟知 的 正弦 与 余弦 的 震级 数 的 各 项 的 倒 
数 [404,(12) 与 (13)]. 
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当 XX 一 00 而 取 极 限 , 我 们 得 出 : 公式 (18) 与 (19) 中 的 余 式 , 按 绝对 值 不 超过 (相应 展开 式 的 ) 
已 列 出 各 项 随后 的 那 一 项 的 两 倍 ， 由 此 可 看 清 把 展开 (18) 与 (19) 延续 到 无 穷 , 我 们 便 达 到 左 端 
积分 的 渐进 表示 . 

例如 , 特别 地 , 当 设 z = kr(k = 1,2,3,-…) 时 从 (19) 式 可 求 出 


”sint 1 人 1 21 4! 6! 
pe = ikr) =— | dt (1 (二 -tt 


当 kk > 2 由 此 容易 求 出 pi 的 近似 值 : 


pa = 0.104 0，pa = -0.078 6, ps = 0.063 1, pe = —0.052 8,... 
例如 , 为 了 计算 pa 只 需 在 括号 内 的 三 项 : 
0.079 58 - 0.001 01 + 0.000 08 = 0.078 65; 


因为 误差 绝对 小 于 2 x 0.000 015 = 0.000 03, 那么 |o4| 包含 在 0.078 62 与 0.078 68 之 间 , 最 后 
有 
p4 一 一 0.078 6.... 


第 十 四 章 ”依赖 于 参数 的 积分 


$1. 基本 理论 


503. 问题 的 提出 ” 试 考虑 一 个 二 元 限 数 f(z,y), 设 其 对 于 z 在 某 一 区 间 [a,b 

上 的 所 有 的 值 与 y 在 集合 》= {wy} 中 的 所 有 的 值 都 有 定义 . 假设 对 于 y 中 的 每 一 

第 数值 y,f(z,y) 在 区 间 [ao 外 上 无 论 在 常 义 积分 或 反常 积分 意义 下 都 是 可 积 的 . 则 
sy 人 

了) f(z,Y) dr (1) 


显然 是 辅助 变量 或 参数 y 的 图 数 ， 
在 第 436 目 中 讲 到 轴 数 序列 { 访 (z)} 时 , 我 们 考虑 了 积分 


二 / a 


上 式 表 示 出 积分 (1) 式 的 特殊 情形 : 这 里 自然 数 附 标 ”做 了 人 参数, 

关于 函数 I(y), 很 目 然 的 引出 了 一 系列 的 问题 一 一 在 规定 的 取 极 限 过 程 中 ,7(y) 
的 极限 的 存在 及 其 表达 式 , 特别 是 关于 它 对 y 的 连续 性 , 关于 它 的 可 微 性 及 其 导数 
的 表达 式 ; 最 后 是 关于 它 的 积分 . 本 章 中 将 专门 来 说 明 这 一 切 问题 

对 于 用 积分 (1) 式 所 表示 的 , 依赖 于 参数 的 吨 数 I(y), 和 它 的 性 质 是 证 有 独特 的 趣 
味 (这 一 方面 例如 可 参看 85), 但 除 此 以 外 , 这 些 性 质 , 读者 今后 会 看 到 也 有 多 式 多 样 
的 应 用 , 特别 是 关于 反常 积分 的 计算 问题 . 


504. 一 致 趋 于 极限 旺 数 ”标题 中 所 指示 的 概念 将 在 以 后 的 钱 究 中 起 看 决定 性 
的 作用 . 设 消 数 f(z,2y), 在 一 般 情形 下 , 定义 在 两 维 的 集合 M = x 中 ,这 里 
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与 》 表示 数值 的 集合 , 变量 z 与 y 各 在 其 中 取 值 ; 并 且 y 中 有 -个 聚 点 , 例如 有 限 
的 数值 Yo0. 
若 1) 对 于 函数 f(x,y) 当 yy 一 yo 时 ， 有 一 个 有 限 的 极限 函数 


lim f(r,Y) 二 p(X) (Zz 是 在 中 的 数值 ) (2) 


存在 , 及 2) 对 于 任意 一 个 数 es > 0, 可 以 找 出 一 个 不 依赖 于 x 的 数 5>0, 当 |y 一 yo| < 
6 时 , 对 于 浆 中 所 有 的 xz 值 , 使 


f(z,Y) — pz)| < es， (3) 


则 我 们 说 这 个 函数 f(z,y) 对 于 多 区 域 中 的 z 值 , 为 一 臻 趋向 于 极限 函数 p(7)。 

当 yo 不 是 通常 的 数值 , 例如 +ee 的 情形 下 , 我 们 也 不 难 用 另外 的 方法 来 叙述 
这 个 定义 : 这 儿 只 要 把 不 等 式 |y -yo| < 6 换 成 不 等 式 y > 人 就 够 了 . 在 第 十 二 章 
[428] 中 我 们 已 经 讨论 过 关于 一 致 逼近 于 极限 函数 的 特殊 情形 ; 那儿 , 我 们 讲 到 函数 
户 (z), 其 中 所 含 的 自然 数 指标 n 就 算 为 参数 . 

在 第 429 日 中 讨论 到 函数 序列 时 , 我 们 提出 过 一 种 说 法 : 一 致 收敛 的 必要 与 充 
分 条 件 是 收敛 原理 一 致 适合 . 在 一 般 情 形 下 那样 说 法 也 是 可 以 的 , 就 是 ( 倘 使 限制 在 
yo 为 有 限 的 数值 这 一 假定 之 下 ): 

1” 当 y 一 Yo 时 要 使 函数 f(z,y) 有 一 极限 函数 , 且 对 于 交 区域 中 的 z 值 一 臻 
赵 向 于 这 个 极限 函数 ,其 必要 与 充分 条 件 是 : 对 任意 一 个 数 e > 0, 有 这 样 一 个 不 依 
总 于 之 的 数 和 >0 存在 ,对 于 交 中 的 一 切 z 值 , 使 下 列 不 等 式 成 立 


WG (4) 


其 中 只 要 
ly 一 yo| <6，|y 一 Yo| <6 (y,y 是 在 站 中 的 数值 ). (5) 


在 yo = +oo 的 情形 下 , 把 最 后 的 不 等 式 换 成 不 等 式 y > A, 风 > A 
必要 性 ” 设 是 一 致 收敛 . 用 5 代 换 定义 中 的 =, 并 相应 地 选择 5 之 后 , 我 们 即 可 
从 》 中 取 两 个 数值 y 与 y 使 满足 条 件 (5), 则 无 论 > 为何 值 可 得 到 


f(z,9) — po)| < 3 及 lo)-jog<3 


由 此 就 得 到 (4) 式 . 
充分 性 ” 倘 使 以 上 所 提 的 条 件 适 合 , 则 首先 显然 极限 函数 (2) 存在 ， 其 次 , 当 
y 一 yo 时, 在 不 等 式 (4) 中 取 极 限 (并 且 固 定 y 使 ly -wol < 6), 可 得 到 


[BE) = 


由 此 建立 了 函数 /z, 急 一 致 趋 于 极限 函数 p(x). 
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以 上 所 考虑 的 问题 可 能 化 为 函数 序列 的 一 致 收敛 问题 , 现在 讨论 如 下 : 

2 当 w 一 Wo 时 要 使 邵 数 f(x,y) 一 致 趋向 于 函数 p(z)( 对 于 二 区 域 中 的 
值 ) 其 必要 与 充分 的 条 件 是 : 当 名 (在 2 中 的 值 ) 按照 任何 变化 的 规律 趋向 于 yo 时 ， 
每 一 序列 {f(x,yn)} 一 致 收 你 于 ofz)， 

证 明 只 限于 有 限 的 yo 值 的 情形 . 

必要 性 假定 f(x,y) 一 致 趋 于 w(x), 对 于 任意 选取 的 一 个 e > 0, 按照 定义 可 
以 找到 一 个 数 5 > 0,[ 参 看 (3)]. 无 论 y 怎么 样 变化 而 一 yo, 对 于 它 总 有 这 样 一 个 
数 N, 只 要 在 n >N 时 |y, 一 vo| <5. 但 是 对 于 同样 的 那些 值 n, 由 于 式 (3), 不 等 式 


[f(x,yn) ~ p(T)| < < 


对 于 所 有 的 z 值得 以 适合 . 这 样 , 序列 {f(x,yn)} 的 一 致 收 合 性 也 就 证 明了 . 

充分 性 今 设 每 一 个 这 样 的 序列 一 致 收敛 于 w(x). 

为 了 要 证 明 陶 数 /f(x,y) 一 致 趋 于 2(z), 我 们 假定 相反 的 结论 , 则 对 于 某 一 个 e > 
0 无 论 怎样 取 6 = 4 > 0, 可 以 从 》 中 找 出 这 样 的 y= yw 值 , 虽然 |y 一 yo| < 0 但 
至 少 在 xX 中 有 一 值 zx = z' 使 满足 不 等 式 


fT,Y)— Pz). 


现在 取 一 正 数 的 序列 {6%}, 它 收敛 于 零 . 按 以 上 所 说 的 , 对 于 每 一 个 6% 可 以 找 
到 两 个 值 y 与 zn 使 


|yn — Yo| < On 但 |f (xn, Yn) — Plrn)| > &. 〈6) 


显然 如 一 vo( 因 为 6% 一 0), 但 是 序列 {f(zx.yn)}. 由 于 式 (6) 不 能 一 致 收 仇 于 2f(z)， 
对 于 所 给 定 的 条 件 我 们 得 到 了 一 个 矛盾 . 

今 设 集合 + 代表 有 限 的 区 间 [a, 9]. 我 们 知道 [436]( 如 果品 数 序列 {f(z)} 一 臻 
收敛 于 极限 函数 , 其 中 f(z) 是 连续 的 (或 在 常 义 积分 意义 下 为 可 积 的 ), 则 后 面 的 极 
限 函 数 也 一 定 是 连续 的 (可 积 的 ); 由 于 2°, 很 显然 地 这 所 有 的 结果 可 以 推广 到 一 般 

3 车 对 于 中 的 任意 y 值 , 就 区 间 针 = [oa 上 的 了 来 说 函数 f(z,y) 是 连 
续 的 (可 积 的 ) 并 当 一 Wo 时 一 致 趋 于 极限 函数 po(z), 则 后 面 的 极限 函数 也 是 连续 
的 (可 积 的 )， 

为 了 以 后 解释 的 便利 , 我 们 再 建立 下 面 的 命题 即 广义 的 迪 尼 定理 [431]. 这 儿 我 
们 考虑 所 有 的 yy < wo. 

4e 假设 对 于 》 中 的 任意 值 , 就 区 间 二 = [ab 上 的 了 来 说 , 函数 f(z,y) 是 
连续 的 , 并 且 当 4 值 上 升 时 ,- 它 也 单调 上 升 而 趋 于 连续 的 极限 函数 p(x), 则 对 于 闷 
区 间 上 的 7 值 , 这 个 趋向 一 定 是 一 致 的 . 


[505] 81. 基本 理论 . 549 ， 


为 了 证 明 , 从 7 中 挑选 一 个 单调 上 升 的 y 值 的 序列 {wy}, 它 趋 向 于 yo, 然后 考 
虑 相应 的 肾 数 序列 {f(x,yn)}, 显然 它 也 跟着 n 单调 上 升 . 因为 级 数 


f (2,Y1) oI TYn) — f(T, yn-1)] = P(Z) 


的 项 都 是 正 的 (可 能 除去 第 一 项 外 ), 所 以 迪 尼 定理 使 我 们 能 这 样 地 断定 : 这 个 级 数 
对 于 在 区 间 xX 上 的 z 值 是 一 致 收敛 的 . 因此 , 给 定 s > 0, 可 以 找 出 这 样 一 个 数 no， 
对 于 x 中 的 所 有 z 值 使 不 等 式 


[IP(2) — fF, Yno)| <& 


得 以 适合 . 由 于 函数 f 跟着 y 单调 上 升 , 所 以 只 要 y > 加 ,不等式 
Ip(72) — f(z,y)| <e 

也 适合 ; 因此 我 们 的 断 语 得 以 证 明 . 

虽然 以 上 所 建立 的 一 致 逼近 的 特殊 判断 法 ,似乎 是 很 狭隘 的 , 但 是 除了 一 些 必 
须 用 其 他 方法 来 说 明 一 致 逼近 的 存在 外 , 这 法 则 常 是 很 有 用 的 . 

505. 两 个 极限 过 程 的 互 换 有 几 种 类 型 的 两 个 极限 步骤 的 互 换 问 题 , 将 要 很 显 

贯彻 在 本 章 所 有 的 叙述 中 . 这 个 问题 的 最 简单 形式 , 我 们 初次 在 第 168 目 中 碰 
到 过 , 当时 在 二 重 极限 


im f (X,Y) 
YY0 
存在 的 假定 下 , 讲述 了 累 次 极限 
lim lim f(x,y)= lim lim f(x,%) (7) 
x 一 2Z04 一 Wo 4 一 yo ZT 70 


的 存在 与 相等 . 其 后 在 第 436 目 中 我 们 看 见 了 关于 在 一 致 收敛 的 函数 级 数 中 , 逐 项 
取 极 限 过 程 的 定理 也 可 以 用 相似 的 形式 来 表达 : 
lm Lm jx ) dm, Pu 加 (2)， 

这 儿 假 定 当 nn 一 co 时 函数 访 (z) 一 致 收敛 于 极限 吨 数 ，. 

利用 上 目 中 所 引入 的 概念 , 现在 我 们 建立 一 个 同一 类 型 的 一 般 性 的 定理 . 假定 
图 数 f(x,y) 定义 在 二 维 集合 At = 七 xy 中 , 这 里 集合 二 = {x} 及 》= {y} 各 有 聚 
点 Xo 及 yo( 有 限 的 或 无 穷 的 ). 

设 对 于 区 中 每 一 个 z 值 对 应 一 个 简单 的 极限 


lim f(z,Y) = p(2), 
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Rb 
且 对 于 y 中 每 一 个 y 值 对 应 一 个 简单 的 极限 

im f(z,y) = wy) 


才 当 Yy 一 yo 时 函数 f(z,y) 对 于 区 区域 中 的 z 值 一 致 趋向 于 极限 函数 p(x), 则 (7) 
式 中 的 两 个 累 次 极限 都 存在 而 且 相 等 . 

很 容易 把 这 个 定理 化 成 前 面 所 提 及 的 定理 的 特殊 情形 , 但 是 一 为 了 明晰 起 见 
一 一 我 们 宁可 在 这 儿 给 出 一 个 独立 的 证 明 (为 了 确定 的 缘故 , 假定 z 及 wo 为 两 个 
有 限 的 数值 ). 

给 定 任意 一 数 s > 0, 由 于 定理 1°[504] 我 们 可 以 找 出 与 它 相 应 的 数 5 > 0, 使 不 
等 式 (5) 能 对 于 无 论 + 中 的 任何 z 值 , 都 推出 不 等 式 (4). 今 固 定 y 与 y 值 适合 条 
件 (5), 但 假定 z 趋 于 zo, 让 f(z,y) 在 式 (4) 中 趋 于 极限 , 则 得 


MO 一 区， (8) 
可 多 函数 y(y) 在 y 一 yo 的 过 程 中 , 它 适合 经 典 的 布尔 查 诺 - 柯 西 的 条 件 [58], 所 


以 有 一 个 有 限 的 极限 存在 
lim w(y) = A. 


4 一 V0 
现在 很 明显 , 只 要 |y -yo| <5 就 有 (对 于 中 的 任意 > 值 ) 
I2tz) 一 zy 和 ss， 同时 Wo) -41X<s; 
上 上 式 是 很 容易 说 明 的 , 当 y 一 yo 时 , 且 固 定 xz 及 y, 让 函数 f(z,y) 及 wy) 在 不 
等 式 (4) 及 (8) 中 趋向 极限 就 得 了 ， 其 次 , 保留 所 选 定 的 y 值 , 我 们 可 以 找到 一 数 


6' > 0, 在 |z 一 zol <6 时 使 |f(z,y) 一 Vw(y)| <e. 然后 从 所 有 这 些 不 等 式 , 推 得 不 等 
式 


Ip(2) — A| < 36, 


七 在 |z 一 zol < 9 时 总 是 适合 的 . 因此 


lim 2(Z) = 4A, 


定理 得 以 证 明 . 


附注 还 可 以 证 明 , 对 于 并 进 的 极限 过 程 x ~ zoy 一 go 而 言 , 这 个 刚 讲 到 的 数 
4 也 是 函数 f(zx,y) 的 二 重 极限 . 这 个 情形 把 已 证 得 了 的 定理 联系 到 第 168 目 中 的 
定理 . 


[506] 81， 基 本 理论 . 551 ， 


506. 在 积分 号 下 的 极限 过 程 ”现在 回 到 所 考虑 的 依赖 于 参数 y 的 积分 (1), 并 
首先 限制 在 有 限 区 间 [la, 上 , 及 函数 在 通常 的 意义 下 为 可 积 的 这 一 情形 . 

假定 参 变数 的 区 域 7 有 一 个 聚 点 yo, 我 们 提出 对 于 y 一 yo 有 关子 数 (1) 的 极 
限 问题 . 


定理 1 兰 函 数 f(z,y) 当 4 为 常量 时 对 于 [w 引 上 的 z 值 为 可 积 , 并 且 在 y 一 910 
时 对 于 z 一 致 趋 于 极限 函数 (2) 则 等 式 


.b b 
iin (Ys ini (Yd a vad (9) 
V 一 2/0 2 一 yo ， & Qa 


es es er 
Tr 


得 以 成 立 . 
证 明 久 极限 隐 数 w(z) 的 可 积 性 是 已 知 的 [504,3"]. 给 定 任意 数 = > 0, 可 以 找 
出 一 数 5 > 0 使 式 (3) 成 立 . 然后 在 ly -wo| < 5 中 得 出 


[ sewer e /ea 


b 
| Us,) ~ wl)las 


b 
< | Hey) -wo)lds < slo ~0), 
亦 即 公式 (9) 得 证 . 
公式 (9) 可 以 写成 以 下 的 形式 
b b 
lim f(a =-/ dim f(y 


Wy 
在 这 个 情形 下 , 我 们 说 对 于 参数 容许 在 积分 号 下 取 极 限 . 
假定 所 有 的 y < yo, 则 得 


推论 车 函数 f(z,y) 在 y 不 变 时 对 于 在 [a,b] 上 的 zx 值 为 连续 而 在 值 上 升 
时 单调 上 升 地 趋 于 连续 的 极限 函数 , 则 公式 (9) 是 正确 的 . 


参考 厂 义 的 迪 尼 定理 [504,4?] 
假定 区 域 y 自身 代表 一 个 有 限 区 间 [c, dj, 我 们 考虑 在 结论 中 关于 函数 (1) 的 连 
续 性 的 问题 . 


定理 2 若 二 元 函数 f(x,y) 在 短 形 [a,b;c,d|] 上 是 确定 ， 且 连续 的 , 则 积分 (1) 
在 区 间 [c,d| 上 是 参数 y 的 连续 函数 . 
证 明 由 于 限 数 f(x,y) 的 一 致 连续 性 [174], 对 于 任意 es > 0, 可 以 找 出 6 > 0 
从 不 等 式 |x” 一 xz < 5 一 W < 5 推出 不 等 式 
Cd 
为 了 明确 起 见 我 们 假定 yo 为 有 限 的 . 
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AR 


特别 设 z = = ly 一 yo| < 6 时 , 无 论 x 为何 值得 到 
(| 


这 样 , 函数 f(z,y) 当 y 趋 于 任意 的 特殊 值 yo 时 , 对 于 x 一 致 趋 于 jz,yo), 在 这 条 
件 下 按照 定理 1 


lim jer = fem 


2 一 20 


或 


这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 
例如 , 不 用 计算 积分 


1 1 
arctg7dz， / In(x” + y*)dz, 
0 


我 们 便 可 以 立刻 看 到 它们 对 于 任意 正 的 y 值 是 参数 y 的 连续 函数 . 


507. 在 积分 号 下 的 微分 法 ”在 用 含有 参数 y 的 积分 所 给 定 的 函数 (1 (1) 的 性 质 
的 研究 中 ,关于 这 个 函数 对 参数 的 导数 的 问题 具有 重要 的 音义 
假定 偏 导 数 fi(z,y) 存在 , 莱 布 尼 茨 给 出 了 一 个 法 则 . 这 个 法 则 在 拉 格 朗 日 的 记 
法 下 可 以 写成 
"w= te fu(By)d (10) 


| 用 柯 西 的 更 能 表达 的 记 法 一 


Df jo Fo, Dyf (X,Yy)dz 


倘 使 (对 y 的 ) 导数 符号 与 (对 z 的 ) 积分 符号 的 互 换 是 容许 的 话 , 则 我 们 叫 函 
数 (1) 可 以 对 参数 在 积分 号 下 取 导 数 . 

按照 所 指示 的 公式 取 导 数 的 计算 法 称 为 “ 莱 布 尼 东 法 则 ” 

为 了 这 个 法 则 的 应 用 , 下 面 的 定理 给 出 简单 的 充分 条 件 . 


定理 3 设 函 数 f(x,y) 定义 在 矩形 [a,b;c,d| 上 , 当 yy 在 [c, d] 上 为 任意 常量 时 ， 
它 对 于 了 是 连续 的 . 其 次 假定 在 矩形 区 域 上 偏 导 数 及 (x,y) 存在 , 同时 把 f/(z,y) 看 
成 二 元 孚 数 , 它 是 连续 的 @, 则 当 y 在 [cd 上 为 任意 值 时 , 公式 (10) 得 以 成 立 . 


痕 数 f(x,y) 对 z 的 连续 性 保证 了 积分 (1) 的 存在 . 
固定 任意 的 y 二 yo 值 . 给 它 加 上 改变 量 Ay 二， 则 


b b 
= | a / a 


吕 严 格 说 来 , 从 这 些 条件 , 函数 f(z,y) 对 两 个 变量 的 连续 性 是 可 以 推出 的 , 但 是 我 们 没有 利用 这 
个 推论 . 


[507] §1， 基 本 理论 . 553 ， 


因此 
T(yo + k) — T(vyo) ?f(z,vyo + k) — f(x, yo) 


Ek (1D) 


右面 的 积分 依赖 于 参数 k. 我们 将 证 明 当 上 大 一 0 时 , 这 儿 容 许 在 积分 号 下 取 极 


限 . 由 此 建立 导数 


.To 十 有 一 7 了 (yo) 
/ 一 ] 
7 (yo) ks0 天 1 


的 存在 与 所 需求 的 等 式 
-到 人 Nw ty - 一 f(z, (yo th) = fz, yo) y, 


6b 
7 jm 大 wt f(z, Yo) :uc= | fo (wyo)da 


k-—0 


为 了 这 个 目的 我 们 首先 按照 拉 格 朗 日 公式 写 出 


f(z, Yo + k) — f(x, vyo) 
天 


利用 国 数 及 (zy) 的 一 致 连续 性 , 对 于 任意 > 0 可 以 找 出 56>0. 当 


// 


= f(z,yo +Ok) (0<0<1). (12) 


zr -Z|<6, ly —Yy|<5, 


使 满足 不 等 式 
fry) -f(r .vy)|<es 
今 假定 z= z= 2 = yoyy' = yo 十 0k 且 假 定 |4| < 5 则 由 (12) 我 们 立刻 得 到 对 


于 所 有 的 z 值 


Moy t+ fe) /io 一 上 


由 此 很 清楚 地 知道 被 积 函 数 (12) 当 一 0 时 一 致 对 于 x) 趋向 于 极限 函数 f(x, go) 
因此 按照 定理 1 证 实 了 极限 过 程 可 放 在 (11) 的 积分 号 下 . 
今 举例 来 说 明 . 我 们 重新 考虑 上 目 中 所 讲 到 的 积分 . 显然 对 于 yy > 0， 


7 x ”zdz 1 01 
D arctg 一 ax = Zarctg 一 az 一 一 一 二 ln 一 一 一 ， 
:| | ”3 | TH 2 1+y 


1 1 1 
D, / In(z 十 2)dz = / Du In(z + y’*)dz = /= 了 ax = 2arctg 工 
0 0 0 + y” 4 


很 容易 来 证 实 所 得 到 的 结果 ; 我 们 可 以 直接 计算 出 这 些 积分 到 最 后 的 样式 


1 112 
1 1 
1 一 t a = arct ] 
1(Y) / arctg7 z= arc 8 + 3yIn Ts 
! 1 
12(y) = / In(z” + wy)dz = In(1 +y)—2+2y. arctg™ 
0 


然后 对 y 取 导 数 . 
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当 y = 0 时 定理 3 的 条 件 破坏 了 .我 们 考虑 当 yy = 0 时 孙 数 万 (W) 及 I2(y) 的 导数 情形 
怎样 , 倘 使 在 第 一 积分 中 当 wy = 0 及 z > 0 时 , 被 积 表 达 式 保持 它 的 连续 性 , 而 写成 各 则 得 到 
11(0) = 3 因此 函数 i(y) 对 于 y > 0 及 当 y 一 0 时 都 连续 . 但 是 当 y 一 0 时 


DTAO_1 2 arctgy ， 


OO. 


y 2 "T+ y 
所 以 在 y= 0 有限 的 导数 不 存在 . 对 于 哆 数 I2(wy), 我 们 得 出 当 y 一 0 时 
12(y) — 12(0) _ ln(1 +Y°) 
y y 
这 儿 13(0) = zt. 但 被 积 画 数 在 y = 0 时 对 y 的 导数 等 于 零 , 所 以 它 的 积分 也 等 于 零 : 莱 布 尼 茨 法 
则 不 能 运用 . 
508. 在 积分 号 下 的 积分 法 ”最 后 提出 关于 函数 (1) 在 [c,d| 区 间 上 对 y 的 积 
问题 . 
我 们 特别 有 兴趣 的 情形 , 就 是 这 个 积分 可 以 表 成 公式 


f rww= | /reom| w= | 4/ fw ee 
[wf jwar= or feay (13) 


在 这 种 情形 下 , 我 们 说 函数 (1) 可 以 对 参数 y 在 (对 x 的 ) 积分 号 下 求 积 
关于 两 个 昧 次 积分 (13) 的 相等 , 下 面 的 定理 给 出 最 简单 的 充分 条 件 : 


12(0) = —2, 十 2arctg。 一 存 . 


定理 4 若 函 数 fz, 妇 (对 于 两 个 变量 ) 在 矩形 [a,bc,dl 上 连续 , 则 公式 (13) 可 
以 成 立 . 


我 们 证 明 更 普遍 一 些 的 等 式 
n b p , 
这 里 c<n<d. 


上 陈 的 左 方 和 右 方 我 们 有 含 参数 ”的 两 个 函数 , 我 们 现在 要 计算 它们 对 于 7 的 
导数 . 

在 左 方 的 外 层 积分 具有 被 积 函 数 (1), 由 于 定理 2, 它 对 于 y 是 连续 的 . 所 以 它 
对 上 限 变 量 的 导数 就 是 饿 积 清 数 , 以 y = 7 来 计算 , 亦 即 积分 


b 
1(n) = / f(z,n)dx. 
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在 右 方 (13*) 有 积分 
b uy 
/ wp(z,n)dz 这 里 wo(z,7) = / f(z,Yy)dy 
果 数 p(x,n) 适合 定理 3 的 条 件 . 事实 上 由 于 定理 2 po(z,7) 对 z@ 是 连续 的 . 再 取 导 


PT) = Fo 让 
把 pi(z,n) 看 成 二 元 函数 , 它 是 连续 的 , 所 以 可 以 运用 莱 布 尼 茨 法 则 到 以 上 提 及 的 积 


7 , b b 
Df wana = | palmar = { to,nds = 7) 


这 样 , 等 式 (13*) 的 左 方 和 右 方 看 成 7 的 函数 具有 相等 的 导数 , 因此 , 只 能 相差 一 个 
芝 数 . 但 当 n= c 时 以 上 提 及 的 两 个 表达 式 显然 变 成 零 ; 因此 它们 对 于 所 有 的 ” 值 
是 恒 等 的 ; 所 以 等 式 (13*) 得 证 . 

由 此 , 特别 当 7 = 4 时 我 们 可 得 等 式 (13). 

例 1) 设 f(z,y) = zY 在 矩形 [0,1;a,9] 上 ,这儿 0 <w<b. 定理 的 条 件 是 适合 的 . 我 们 有 


b 1 1 b 
/| war= | df wa 
a 0 J0 a 


b 


从 左 方 容 易 得 出 最 后 的 结果 
Qy _] i+b 


一 一 一 二 1n . 
， 十 Y l+a 


b a 
从 右 方 我 们 也 引得 了 积分 /一 一 一 dw. 这样 ,由 于 积分 的 互 换 我 们 找到 这 个 积分 的 数值 [参看 
497,16),(B)]. 
2) 在 函数 f(z,y) = 
(0, 0) 点 是 间断 的 , 我 们 有 


2 .2 
oy 于 矩形 [0, 1;0, 1] 上 的 情形 下 , 定理 的 条 件 并 不 适合 : 在 


f= BT 
f wf fadz = arctey| 
0 0 0 


1 1 
ar | fdy = 一 一 . 
hh 


(y > 0)， 


同时 


马 这 儿 把 > 当 作 参数 . 
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二 


509. 积分 限 依赖 于 参数 的 情形 ”我 们 现在 来 讨论 更 复杂 的 情形 , 就 是 不 仅 被 积 
表达 式 含有 参数 , 而 且 其 积分 限 也 依赖 于 参数 . 
在 这 种 情形 下 积分 的 形式 是 
B(y) 
7(y) = f(r md: la 
J a(y) 


我 们 仅 限 于 人 研究 这 类 积分 中 对 于 参数 的 连续 性 及 可 微 性 问题 . 
定理 5 设 函 数 f(x,y) 在 矩形 [a,b;c,d| 上 是 确定 而 且 连 续 的 , 并 设 曲 线 


是 连续 的 ; 而 且 它 没有 落 在 矩形 的 界限 以 外 , 则 积分 (14) 代表 [c,d| 上 的 yy 的 连续 函 
数 . 
倘 使 yo 是 y 的 任 一 特殊 值 , 则 积分 (14) 可 以 写成 
OUVo) B(y) oa(y) 
m= emart fwd /ea (15) 
Qa(yo0) 3(vyo0) Q(yo) 


第 一 个 积分 , 因为 它 的 积分 限 是 常量 , 当 y 一 yo 时 按 定理 2 趋 于 


8B (yo) 
fe ) pe 


(yo) 


其 余 两 个 积分 可 以 作 以 下 的 估计 


Bl(y) 
| We 
v 六 


(yo ) 


Qa(y) 
/ j (HY) 
a{(vyo) 


这 里 M = max|f(zx,y)|, 是 |f(z,| 的 最 大 值 ; 由 于 函数 a(y) 与 PB(y) 的 连续 性 ， 当 
y 一 yo 时 , 两 个 积分 趋 于 零 . 
这 样 , 最 后 得 到 


< M .|8(y) ~ Blyo)l, 


< Maly) = eal(y)l. 


lim 1(y) = 7(vyo), 


4 一 V0 


所 以 定理 得 证 . 


定理 6 车 f(z,y) 像 以 上 所 说 的 一 样 , 且 在 给 形 [a,b;c,d| 上 具有 连续 的 偏 导 数 
及 (zx,y), 同时 导数 a/(y) 与 8'(y) 都 存在 , 则 积分 (14) 对 于 参数 有 导数 可 以 用 下 面 公 
2 


B(y) 
T'(y) = | f(x)ar + Py) FBY),Y) — oy) f(a(y),y). (16) 
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这 儿 我 们 将 从 等 式 (15) 讲 起 . 当 y = vo 时 第 一 个 积分 按 定理 3 是 有 导数 , 可 用 
以 下 取 偏 导数 后 的 积分 来 表示 
‘BP(yo) 
/ f (Zz, yo)dz. 


CQ(2o ) 
对 于 第 二 个 积分 ( 当 y = yo 时 它 的 值 是 零 ), 按 中 值 定 理 我 们 有 


1 B(y) 
一 | f(z,y)dz = PY) — Plyo) 
YY YO JB8(yo) y 一 六 


这 里 3 是 在 f(yo) 及 (vy) 中 间 的 值 . 因此 当 wy = wo 时 第 二 个 积分 的 导数 就 是 当 
y 一 yo 时 以 上 表达 式 的 极限 , 也 就 是 

Bo) f(B(yo), yo), 
同样 , 当 yy = wo 时 对 于 第 三 个 积分 的 导数 我 们 得 到 


. f(z,Yy), 


-2 (yo): f(a(vyo), yo). 
合并 这 一 切 结果 , 我 们 知道 导数 7'(yo) 存在 , 并 且 给 出 了 以 上 所 提出 的 公式 . 
附注 ”如 采 清 数 f(z,y)( 具 有 所 提出 的 性 质 ) 只 规定 在 曲线 
z= Qa(y) RR z= p(y) 
之 间 的 范围 内 , 以 上 两 个 定理 的 结论 还 是 有 效 的 . 但 为 了 推理 简单 起 见 , 用 到 了 把 函 
数 考 虑 在 这 个 范围 以 外 的 可 能 性 . 
值得 注意 的 是 用 以 下 的 观点 来 看 一 看 这 个 结果 的 建立 . 积分 IT(y) 可 以 从 下 列 积 
分 得 ， 
7( u,v) = / f(z,y) dz 
依赖 于 三 个 参数 y,w,v; 以 u,v 代替 了 w= a(y),v = B(y) 应 用 关于 复合 函数 的 连续 
性 及 可 微 性 的 一 般 定理 , 问题 就 得 以 解决 . 特别 , 公式 (16) 可 以 按 经 典 的 样式 写成 
al DO OI 


/ Of / 
Wt a Wt Be) 


510. 仅 依 赖 于 x 的 因子 的 引入 我 们 容易 求 得 以 上 所 建立 的 一 些 结果 的 推 
广 , 一 — 用 不 到 引进 新 的 概念 . 事实 上 代替 式 (1) 我 们 可 以 考虑 积分 
b 
TO = | fs) :glade (1°) 


这 里 g(x) 是 z 的 函数 , 它 在 区 间 [a,8] 上 是 绝对 可 积 的 ,( 可 能 在 反常 积分 的 意义 之 
下 ). 用 以 上 同样 的 方法 还 可 以 部 分 地 把 前 述 的 基本 理论 推广 到 反常 积分 . 
我 们 叙述 以 下 与 定理 1, 2, 3 及 4 相似 的 命题 : 
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eA 


定理 1* 在 定理 1 的 假定 下 我 们 有 以 下 公式 


lim 人 f(r yo 本 ozZ) ' g(x)dz. 


y—yo 
首先 我 们 注意 , 在 这 公式 中 所 写 出 的 积分 都 是 存在 的 . 极限 函数 w(z) 的 可 积 性 
征 已 经 证 明 过 的 . f .9g 及 yp .9 的 积分 (一 般 说 来 是 反常 积分 ) 的 存在 可 从 第 482 目 
推 得 
现在 , 给 定数 es > 0, 由 于 f(zx,y) 一 致 趋 于 olz)， 我 们 可 以 找 出 这 样 的 数 5 > 0， 
使 有 式 (3) 吕 的 结果 . 当 ly -yo| < 6 时 以 下 的 估计 是 正确 的 . 


eagea = /ou 


</ ren-y @)l lo(olas < 6 oa )laz, 


这 样 已 经 证 明了 我 们 的 公式 ， 因为 右面 的 式 子 是 一 个 任意 小 量 乘 上 一 个 有 限 常量 


1° lg(z)ldz. 
特别 , 对 于 以 n 为 参数 的 函数 序列 {f(z)} 也 有 相似 的 定理 . 我 们 用 “无 穷 级 
数 的 说 法 ”来 叙述 这 个 结果 , 因为 它 是 常常 在 这 样 的 形式 中 被 应 用 的 


推论 ” 倘 使 1) 级 数 


n= 二 1 
的 各 项 在 [4,9 上 是 可 积 的 函数 (在 通常 意义 下 ),， 并 且 级 元 为 一 致 收 钙 ,2) g(z) 是 在 
[a,4] 上 绝对 可 积 的 区 数 (甚至 于 在 反常 积分 的 意义 下 ) 则 级 数 


2 (z)gfz) 


可 以 逐 项 积分 
完全 同 定理 2 及 3 一样 (但 只 参考 定理 1*, 而 不 是 定理 1) 我 们 可 以 证 明 : 


定理 2* 在 定理 2 的 假定 下 , 积分 (1*) 是 在 区 间 [c,d| 上 的 连续 函数 . 
定理 3* 在 定理 3 的 假定 下 , 函数 (1*) 对 于 参数 是 可 微 的 并 且 有 公式 : 


b 
= | fly) .gle)de 
最 后 : 


中 我 们 只 考虑 有 限 值 yo 的 情形 不 过 是 为 了 举例 而 已 ; 将 它 推广 到 yo = +oo 的 情形 也 没有 什么 
困难 . 
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定理 4* 在 定理 4 的 假定 下 , 以 下 二 重 积分 的 等 式 是 正确 的 


) IT(y)dy = [ dy A jz,y)g(zZ)dz = | 9(Z)az [se we 


证 明 可 以 逐 字 地 重复 定理 4 的 证 明 (但 只 参考 定理 2* 及 3*, 而 不 是 定理 2 
及 3). 

在 下 一 目 中 读者 可 以 找到 很 多 的 应 用 这 些 定理 (以 及 从 前 的 定理 ) 的 例题 

511. 例题 

1) 利用 也 数 e” 的 级 数 的 展开 式 , 把 以 下 的 积分 : 


1 
ec“ 一 | 


(a) | e Inzdzr (6) ee 


了 
\ 
Me 
表示 成 级 数 和 的 形式 . . 
由 定理 1* 的 推论 , 我 人 有 AU 似 、 i 


a) { nzde= f me 人 过 所 村 | 
加 mad+ 古 人 omlnadz 
| 
9 /| 


二 1 


2\ + 


2) 用 级 数 的 展开 式 计算 积分 
二 人 nz'ln(l 十 Z)dz. 
0 
按 第 437 目 中 5° 的 定理 , 以 下 级 数 
je > CS 
1 


在 区 间 [0, 1] 上 一 致 收敛 . 内 为 nz 在 这 区 间 上 是 绝对 可 积 , 所 以 由 定理 1* 的 推论 , 得 


由 于 恒等式 


. 560 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [511] 
于 是 考虑 到 已 知 的 展开 式 
(1)"-! 1 
ee 


了 的 表达 式 可 以 写成 以 下 形式 


De 2 
n nn 十 1 n+1)2 12 


这 里 , 对 于 7 我 们 得 到 了 “有 限 形式 ”的 数值 . 日 然 , 这 并 不 是 稼 向 可 能 的 ， 
3) 用 已 (z) 表示 勒 让 德 的 m” 次 多 项 式 , 证 明 


9 COS cos (n+ 3) pdp 7 ) DC 


/2 (cosp 一 cosb) 


Pi(cosb) 一 一 


l 


按 a 的 次 数 展开 式 中 所 得 出 的 


如 果 回 想到 勒 让 德 多 项 式 的 起 源 是 从 表达 式 
系数 , 则 只 考虑 以 下 级 数 


1 
2 6 Me ee +5) Pdp 
5 \/2 (cosp 一 cos6) 


月 建立 它 的 和 就 等 于 刚 提 及 的 ( 当 x = cosb 时 的 ) 表达 式 , 那 就 够 了 . 
因为 [参看 461,2)] 当 |a| <1 时 


| 
2 1 he 
& = Ee 一 一 
28 cos (n+ 3)9 ( a 


并 且 这 级 数 对 于 yp 是 一 致 收敛 (因为 它 以 等 比 级 数 》 8 |a|” 为 优 级 数 ) 所 以 再 由 以 上 的 推论 , 级 
数 (17) 可 以 写成 


] 
让 5 do 


\/2(cosw — cos0) 1—2acosp+a? 
采用 像 在 497 目 问 题 9) 中 所 用 的 蔡 换 法 一 样 (那儿 , 严格 地 说 , 就 是 在 建立 特殊 的 结果 , 即 
n 二 0 及 n==1 的 情形 ) 我 们 逐步 地 得 到 


dz 


Iaf 1 
内 

y dt 1 
=20-0 | 272 2 一 
元 是 202G2 人 二 27 于 


这 样 就 完成 了 证 明 ， 


中 参考 第 405, (18); 440, 8). 


[511] 81， 基 本 理论 


561 ， 


4) 我 们 来 转述 欧 拉 用 以 得 出 其 结果 


3 1_r 
n2? 6 
n= 二 1 
的 方法 之 一 
利用 已 知 的 及 正弦 展开 
(27 — 1)! rt 
mesa et) Sn nil 
( 它 在 区 则 [0, 1] 上 一 致 收敛 ) 我 们 来 计算 积分 
万 ' ， dx nd . 元 
一 / arcsinz . 3 一 / arcsinxdarcsinz 一 
我 们 有 
.| CO 
dz 
FEF= ，，， 
1 
=/ Xdz + 人 (27 — 1)!! 2n+1 
ho vi-z A (2n)!(2n + 1) ho Vi 
因为 
! z+1 2 2n1 (2n.)!! 
/ -| dp = Toni 1 
那么 得 到 
m2 一 1 一 1 
二 =1+2, (2n + 1)? = 2 (2n — 1)2° 


由 此 已 容 匈 得 到 开始 所 提 到 的 公式 . 


5) 曾 借助 罗 巴 切 夫 斯 基 方 法 在 497 目 14) 与 15) 中 推出 公式 


sin 7 sin2 六 


/yo 于 := fea /0 


罗 巴 切 夫 斯 基 方 法 可 以 应 用 于 下 述 情况 : 函数 f(z) 在 区 间 |0 


(其 他 条 件 保持 不 变 )、 
例如 , 借助 这 些 公 式 得 到 如 下 积分 : 


(a) | mls mn 


i 


本 
:= 上 nsin Zaz = 一 二 ln2， 
0 2 


5 in= 人 yu 
0 


,| 上 在 反常 积分 意义 下 可 积 


CO Co :2 要 
ln | cos z| In|cosz| sin” z ln cos z 
(6) 72 QZ 一 ， 了 “ D -dr 一 .DD 一 一 一 
0 0 Sin“ Zz 7 0 Sinz 
co 1 2 亏 1 2 
ln“ | cos 并 2 ]Jn cosz 
| a / ——a— dz = 71n2. 
0 I 0 sin“ Zz 
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6) 对 于 以 下 积分 (此 处 y > 0) 


1 2 1 “3 
27Y 7 _z2 
一 一 6 一 d 
(3) | (72 + Yy2)? ?> (6) 0 0 


直接 建立 当 y 一 0 时 的 极限 过 程 不 能 在 积分 符号 下 运算 . 证 明 这 是 违背 了 定理 2 的 条 件 . 
7) 应 用 莱 布 尼 菊 法 则 计算 以 下 积分 对 于 参数 的 导数 


T(a) = 三 mn(o 一 sin20)d0 (a > 1). 

0 
容易 证 实 定 理 3 的 条 件 在 这 儿 是 遵守 的 , 我 们 得 到 
1 2 2ad0 加 nT 

{ (%) =-/ a2 一 sin20 Va2—1 

由 此 , 对 a 积分 , 还 原 到 IT(a) 的 数值 : 
I(a)= rln(a+ Va?—1)+C. 
为 了 决定 常量 C, 把 积分 表 成 以 下 形式 


2 
T(a) -rmo+ 上 ln (1 一 二 in’0) 00， 
0 


如 果 利 用 已 经 求 出 的 7(a) 的 表达 式 , 则 
c=/ nm- 已 sin2b]d-rln2 二 ve 一 
0 a a 


这 儿 当 a 一 +coe 求 其 极限 ; 因为 


EE (1- 二 sin2g]| < 
a 


1 
In (4 一 与 ， 
所 以 积分 趋 于 零 , 并 且 求 出 :C = -~rln2. 最 后 , 对 于 a > 1| 参 看 497,7)]: 
Q 十 Va2 一 1 
一 


IT(a)= Tln 
应 该 注意 的 就 是 按 莱 布 尼 茨 法 则 的 微分 法 , 我 们 可 以 援 用 它 来 找 出 所 要 求 的 积分 的 有 限 表达 


式 . 这 个 方法 往往 引导 我 们 达到 这 样 的 目的 . 
8) 更 简单 地 来 计算 以 下 积分 [这 积分 对 我 们 是 已 知 的 , 307, 4); 314, 14); 440, 11)]: 


IT(7) =/ In(1 一 2rcosz 十 rdz (lr| <1). 
0 


按照 莱 布 尼 茨 法 则 ; - 
ye 一 2C0SZ 十 27 
oO=/ 1 orcosrs rad 
借助 于 代 换 t = tg 容易 建立 所 获得 的 积分 等 于 零 . 在 这 情形 下 . 


7T( 门 =C = 常量 . 


[511] §1， 基 本 理论 “563 ， 


但 1(0)==0, 即 C=0. 所 以 当 |r|<1 积 分 I(r)=0 


9) 计算 积分 
1 四 
T= / arctgz dy 
o ZXV1 一 0? 


由 这 积分 当 y = 1 时 即 得 原来 所 设 的 积分 . 设 
je, 几 = 28， 及 glz)= -天 
定理 3” 的 条 件 是 满足 的 . 对 y( 在 积分 号 下 ) 取 微分 , 得 到 


jf 
o (1 十 Z27y2)V1 一 人 2 
这 个 积分 是 容易 计算 的 , 例如 借助 于 代 换 x = cos b， 


不 3 
IT’'(y) = 三 0 - rr te0 一 二 2 
0 1l+ycos20 | 天 1 十 Y 2 /1+y 


由 此 取 积 分 得 到 
1(y) = 5 In(y+ V1li+yvy)+C. 
办 7(0) = 0, 所 以 C = 0; 当 w = 1 我 们 得 到 最 后 所 需求 的 积分 
T= 1(1)= 3 In(1 + V2). 
10) 证 明 下 列表 达 式 ( 当 整 数 n > 0) 


(a) 也 一 2 cos(zcosbjsin bd0 及 (6) w= / cos(20 — zsin0)d0 
0 


O 


适合 所 谓 贝 塞 尔 微 分 方程 


ru + ru + (zn)u=0. 
这 儿 取 z 为 参数 . 在 积分 号 下 微分 两 次 (定理 3), 我 们 得 到 方程 的 左边 的 和 (把 指定 的 表达 
式 代 替 w) 等 于 
(a) ZT 人 [zcos(z cos 0) sin’"t? 0 ~ (2n + 1)sin(z cos0) cos0 sin?” bld6 
0 
= — sin’”!’ 0sin(xcosO) | 一 0， 


(6) 一 / [(z sin* 0 +n? — 722)cos(n0 — zsin 0) — zsinbsin(n0 一 zsin0)]d0 
0 


= 一 (2 十 Zcos0)sin(7zO -zsing)| 一 0. 
0 
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11) 证 明 消 数 Awi 十 Bu2(A,B 为 任意 常数 ), 此 处 
Wl 二 / enrcosed0， w= / ercos jn(r sin? 0)d0, 
0 0 


适合 (对 于 整数 n) 方程 
du ldu nu=0 
dr radr 


显然 只 需 证 明 孙 数 wi,w2 分 别 地 适合 方程 就 够 了 . 像 从 前 一 样 借助 于 积分 号 下 的 微分 法 , 这 
是 适合 的 , 但 对 于 盟 数 wi 应 用 定理 3, 而 对 于 函数 


w= | mgr2 / enrcose ]n sin gdb 
(@) 0 


应 用 定理 3*. 
12) 从 下 列 完全 椭圆 积分 


六 鸭 do 
一 | 1—k2sin’ wdp, K(k)= | 一 一 一 一 一 一 ， 
/0 .Jj 0 1 — k2 sin? w 


求 对 于 模 (0 < k < 1) 的 导数 . 


我 们 有 
abE 广 . 2 2 . 2 一 上 上 
一 一 二 一 ksin” pl 一 入 Sin ww) ?dy 
ak 0 
-1/ aan aia- { G- rs oiae| 一 PK 
k | 0 k 
相似 地 
dK 1 / 2 .2 \、—3 四 2 .2 、\、 一 并 
一 一 一 一 (1 — k’ Sin” y) iao- | (1 — k’“ sin’ y) ip 
| 
但 
2 2 ,2 \ 一 l 2 2 ,2 .OD 
| (1—k’ sin’ ww) 2dp =| (1 —k’ sin’ yp)? dp™, 
0 
内 此 
EF _FK 
dk k(l—k2) ki 
所 得 到 的 公式 具有 有 趣 的 应 用 . 例如 , 倘 使 引入 共 斩 模 k= V1 一 局 ， 和 函数 
E(k) = E(k), 及 K'(k) = K(k'), 
则 容易 获得 
(EK +EK— KK')=0, 


中 从 下 面容 易 证 得 的 恒等式 


1 k*? dd 
(1 — k? sin? p) -3 一 Tra! — k? sin? p)3 一 TR a "esl — k? sin? .让 ) 一 亏 ]， 


上 式 即 可 推 得 . 
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由 此 推 得 
EK +EK-KK =c= 常量 . 
为 了 决定 这 个 常量 c, 建立 左边 当 k -0(k' 1) 的 极限 : 这 个 极限 显然 就 是 < 首先 容易 得 
到 


lim K = lim 


dp = 
mm i (p | 
3 
lim EB’ = lim 上 V1— ksin’ zap= | cos pdp = 1 
k—0 k’—1 0 0 


[506, 定理 2], 然后 我 们 得 到 


K’ - a A 

i “多 Vi—k2 2k 

IE-K|=K-E= 2 oR 
1 — k?2sin? Op 


因此 
IK'(E—K)|<-k 及 lim K'(E—K)=0. 


所 要 求 的 极限 是 =; 最 后 , 我 们 得 到 著名 的 勒 让 德 的 关系 式 


EK -EK—-KK = 本 


13) 证 明 恒 等 式 
工 tn—l t] 1 I a 
/ dtn_1 / dtn_2 i ) f(t)at 一 (n 加 1) | (2 = t) f(t)dt, 
A 


其 中 f(t) 是 任意 函数 , 在 区 间 [a,6] 上 是 连续 的 ; 有 a< xz <b. 

解 ”采用 数学 归纳 法 , 当 n= 1 时 恒等式 是 显然 的 . 现在 我 们 承认 它 对 于 任意 一 个 n>>1 时 
是 正确 的 , 我 们 要 证 明 当 nn 十 1 代 蔡 n 时 也 是 正确 的 . 

为 了 简单 起 见 , 设 


用 定理 6 对 于 x 取 表 达 式 
1 广 
Po = -fe 


的 导数 . 因为 这 儿 下 限 是 常量 , 但 在 上 限 即 当 t= x 时 被 积 函 数 是 等 , 所 以 公式 (16) 中 不 含 积分 


的 两 项 消灭 了 , 我 们 得 到 
cd7n+I(Z) 


人 5 


围 了 0 因此 
和 他 一 | T(t db 
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将 I 在 办 次 积分 的 形式 下 的 表达 式 代 替 1, 则 对 于 六 51 也 得 到 同样 的 表达 式 . 
用 完全 同样 的 方法 , 可 以 证 明 更 普遍 的 结果 


| nam aas 0 yf ee) = oa 


这 儿 f 和 wp” 是 在 区 间 [a,b| 上 连续 的 , 并 日 2 具有 连续 的 导数 . 
14) 求 下 列 积分 对 参数 a 的 导数 


三 v(z)dr 
这 儿 wy(7z) 与 它 的 导数 p'(z) 在 区 间 [0,oj 上 是 连续 的 ,和 且 0<asga 
内 为 被 积 表达 式 当 z = a 时 , 一 般 说 来 , 变 成 无 穷 , 所 以 我 们 不 能 直接 应 用 公式 (16). 我 们 
采用 迁 回 的 办 法 即 代 换 z = ot 将 积分 变 成 以 下 形式 


这 儿 可 以 应 用 定理 3*. 按 莱 布 尼 泣 法 则 积分 求 导 数 , 我 们 得 到 


tp (Qt) (ob ， 
-= 二/ 综 SD at vaf 
如 采 回 到 以 前 的 变量 z, 则 


et 
7 (a) = 二 -dr 二 二 :/ Z2 CC) jy 


将 这 些 积分 中 的 第 一 个 用 分 部 积分 法 来 变换 即 可 使 公式 具有 更 简单 的 形式 


ra = 20) + EA 


VQ 0 Ez 
15) 设 
y TY Ni 
X,Yy) = arctg= — ， 当 0<z<1l0<gy<]1, 
f(z,Y) ? gj 二 y 
1(0,Y) = 3- 


直接 证 明 : 对 于 积分 /f(zx,y)dz, 当 y = 0 时 莱 布 尼 茨 法 则 不 能 应 用 ， 
同样 , 对 于 项 数 


zx2 
jz 人 一 Te v, Osrs1li0<yg)l, 
f(r,0)=0 


证 明 此 结论 . 
16) 以 下 积分 


的 计算 , 我 们 已 经 在 9) 中 用 对 参数 的 微分 法 算出 . 试用 其 他 方法 以 表示 之 . 


[511] §1. 基本 理论 
被 积 表 达 式 Er 用 它 的 积分 式 


arctgz Qy 
0 0 


来 蔡 换 , 把 了 写成 累 次 积分 的 形式 


了 一 
va/ Lt ry 


应 用 定理 4* ,调换 积分 


rf) rss UA 
oJo (lI+22R)VvVi-x 2Jo Vityw 2 


17) 用 积分 号 下 求 积分 法 计算 积分 


号 
i 
QQ 一 DSsnz Sin 


把 被 积 消 数 表示 为 


sin Zz Q -- bsinz 


# pi 1 
6 放 0 


调换 积分 ( 按 定 理 4) 我 们 得 到 


二 "208b d 
»f sf sin? 7 


加 dz 四 nT 
o a2 一 52y2sin2z 920 /a — bay? 


因此 


所 以 结果 是 


一 元 .arcsin 一 . 
a 


1 
dy 
r= | 人 
0 1Q2 一 92713 


18) 再 举 出 以 下 的 例子 , 它们 具有 这 样 的 条 件 , 两 个 积分 的 互 换 是 不 容 


1 1 1 
a : i _ 
人 /1 Ce fs sf 下 a 人 

5 一 5 
四 [wf ( 夺 -) ee ff (人 
y 0 AN 


1 1 
nate 一 20b / ee 
a2 一 


" 567 : 
(T4420). 
许 的 : 
2 
e 


1 
7 


目 然 在 这 些 情形 下 , 其 相对 应 的 定理 的 条 件 是 违反 的 : 被 积 函 数 在 (0,0) 中 点 遭受 到 间断 . 
在 (6) 的 情形 , 当 y =0 但 z 关 0 时 , 被 积 函数 , 如果 假定 它 在 这 儿 等 于 零 , 可 以 认为 是 连续 的 . 


. 568 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积 [512] 


512， 代数 学 基本 定理 的 高 斯 证 明 ”运用 定理 4, 高 斯 页 献 了 一 个 首创 的 代数 学 基本 定理 的 
证 明 . 
这 个 定理 说 明 任 意 整 函数 


f(x)=27" +or" 十 az 十 十 an 


( 实 系数 或 复 系数 ) 具有 实 根 或 复 根 . 
假定 x = r(cos9 十 isin0); 则 


人 


2 =r"(cosk0 + isink0), 


f(z)= P+ 
这 上 
P=r cosn0+t+...:,， QQ@=r sn20 十 : 
并 且 没 有 写 出 的 项 只 包含 低 于 7 的 nn 突 的 项 . 而 与 7 无 关 的 项 就 变 为 常数 . 
显然 , 如 果 可 以 建立 表达 式 P? 十 ”对 于 某 一 组 7 和 90 的 值 变 成 零 , 则 定理 就 证 明了 . 
在 我 们 的 考虑 中 , 引入 陆 数 : 


U = arctg 一 
则 
aP ,poQ 9P ,poQ 
0U _ 9 or OU _ 80 98 
Or P22+Q?*? °° 00 P24+Q? 
使 


OU 万 (0) 
Or60  (P2 十 @2)2 
这 儿 五 (r,0) 是 7 和 9 的 连续 的 函数 , 它 的 准确 表达 式 对 于 我 们 的 考虑 没有 什么 关系 . 
最 后 , 构成 累 次 积分 


27 
a=/ «| oR/ 1 Fe 


这 儿 R 是 一 个 正 的 常数 , 它 的 值 我 们 在 以 后 来 决定 . 
如 果 函 数 P? + Q? 无 论 何 时 永 不 等 于 零 , 则 被 积 函 数 是 连续 的 , 且 按 定理 4 必须 是 i= 1. 
然而 我 们 可 以 证 明 当 RR 为 充分 大 时 类 似 的 等 式 是 不 适合 的 , 关于 这 点 的 证 实 , 在 于 取 半 径 为 绕 
原点 的 圆 中 , 得 出 P2 + Q* 必须 取 零 值 , 因而 定理 得 证 . 
算出 效 的 内 层 积分 , 得 到 
广 OU 14 OU 0=27 
o 0r00 Or |， 


二 0， 


因为 从 2 一 一 U 的 表达 式 显然 可 见 它 是 9 的 函数 , 具有 周期 2r. 所 以 了 hi 二 0. 


回 到 积分 J2, 我 们 有 
三 82U 8U | 
一 一 4d7 二 一 ~ 
， 5r66 56 


rr 二 0 


[513] §2. 积分 的 一 致 收敛 性 :569 . 


为 了 今后 的 便利 , 现在 考虑 分 式 2 的 分 子 和 分 母 中 的 高 次 项 
因为 


OP _ ns 0% _ pr .. 
0 二 一 0 sinn0 十 ; 50 二 nN7 cos7m0 十 
Wi OP O 
B09 一 pie 二 一 nr 十 
另 一 方面 
万 ? 十 @” _ 六 2 十 ， 
以 致 结 末 是 
OU _ 一 PT2m 十 .. 
80 72n 十. 
因为 没有 写 出 的 项 只 包含 低 于 7 的 2m 疾 的 项 , 它们 的 系数 是 0 的 有 界 函 数 , 所 以 不 只 是 : 
-aaa 一 一 
lim 00 _ 
roo 80 


而 且 对 于 9 是 一 致 趋 于 极限 一 n 
册 为 当 + 二 0 时 ,2 = 0 (在 这 情形 下 ， 2 _ 2 =0), [的 内 层 积分 成 为 2 当 
7 二 hR 时 的 值 . 当 RR 一 co 这 个 极限 值 对 于 9 是 一 致 趋 于 一 n. 按 定理 1 则 


lim 72 = ~—27n. 
及 一 co 


这 样 , 对 于 足够 大 的 RR, 积分 I。 是 负 的 , 于 是 等 式 五 = Js 变 为 不 可 能 了 . 


82， 积 分 的 一 致 收敛 性 


513. 积分 的 一 致 收敛 性 的 定义 ”在 叙述 依赖 于 参数 的 积分 理论 推广 到 反常 积 
分 的 情形 时 , 积分 的 一 致 收敛 性 的 概念 起 着 特殊 的 作用 . 对 于 这 个 概念 我 们 预先 来 
阐明 一 下 . 

设 函 数 f(z,y) 对 于 z 在 所 有 zz > oa 的 值 及 y 在 某 7 范围 上 的 所 有 的 值 都 有 定 
义 . 并 设 在 这 个 范围 上 对 于 每 一 个 y 值 , 以 下 积分 


r= / f(s)dz (1 


存在 . 
按照 无 穷 限 的 反常 积分 的 定义 [470] 


/ fs)ds = lim / ‘f(z, gd, 


这 样 , 积分 
F(A,y) = / f(z,y)dz, (2) 


. 570 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [514] 


表示 是 4 和 的 图 数 . 当 y = 常量 及 4 一 co 时 , 则 其 极限 为 IT(y). 若 这 个 积分 对 于 
在 7》 范围 上 的 y 值 是 一 致 地 趋向 于 1(y), 则 叫 积 分 对 于 参数 9y 在 所 说 的 范围 上 是 
一 致 收敛 . 
换言之 , 即 对 于 任意 s > 0 可 以 找到 这 样 一 个 不 依赖 于 y 的 数 4 > a, 只 要 
4 > ho 便 能 使 不 等 式 
=/ dd 


局 jgi -三 Fand 


对 于 在 》 上 的 所 有 的 y 值 同 时 适合 
试 举 一 例 , 考虑 积分 、 
| ye “Ydz, 
0 
这 个 积分 对 于 每 一 个 定 值 y > 0 是 收敛 的 . 
计算 反常 积 2 
| 
A 


当 y = 0 时 无 论 4 为 何 值 , 它 是 等 . 如 果 y > 0 则 借助 于 代 换 zy = t, 容易 得 出 


CC CO 
| UE ) e :dt =e-Y. 
A J Ay 


当 y 为 国定 值 时 , 这 个 表达 式 在 4 一 co 时 很 明显 地 趋 于 0, 并 且 不 管 任何 = > 0, 不 等 式 


EE (3) 
对 于 所 有 4 > 4o(y) 是 适合 的 . 这 儿 Ao(y) = 依赖 于 
如 果 y 的 变化 限制 在 区 间 [c, dj] 上 , 此 处 c > 0. 则 可 以 找到 不 依赖 于 yy 的 数 4o, 当 4 > Ao 
时 , 使 不 等 式 (3) 对 于 所 有 y 值 都 适合 : 对 于 4o 只 需 取 Ao(c), 因为 当 4 > 4o 则 


区 


换 句 话说 , 我 们 的 积分 对 于 y 在 区 则 [c,d] 上 是 一 致 收 令 的 ， 

如 果 我 们 取 参 数 y 在 区 间 [0, d| 上 (ad > 0), 则 情形 就 不 一 样 了 . 在 这 情形 下 , 这 样 的 Ao 并 
不 存在 (至 少 在 设 s < 1 时 ). 这 是 明显 的 , 因为 不 论 取 4 如 何 大 , 表达 式 e-4Y 当 yy 一 0 时 是 趋 
向 于 1, 因此 对 于 足够 小 的 y 值 , 它 就 比 任意 一 个 数 s < 1 为 大 , 所 以 当 变 量 y 在 区 间 [0,q] 上 
积分 对 y 的 收敛 是 并 不 一 致 的 . 


514. 一 致 收敛 的 条 件 . 与 级 数 的 联系 ”利用 函数 的 一 致 收敛 于 极限 的 一 般 判 
别 法 [504,15], 对 于 所 考虑 的 情形 , 可 以 相应 地 构成 以 下 的 判 列 法 . 

为 了 要 积分 (1) 对 于 y 在 范围 》 上 一 致 收敛 , 它 的 必要 与 充分 条 件 是 : 当 给 定 
任意 值 e。 > 0 时 , 可 以 找 出 这 样 的 数 40 不 依赖 于 yy, 只 要 A' > A > ho, 使 不 等 式 


/ Sa fi A pee/ -| 人 ， (WD) 


1 


[515] 82， 积 分 的 一 致 收敛 性 :571 ， 
一 


对 于 所 有 的 y 值 在 范围 y》 上 同时 成 立 . 

这 里 , 像 平常 一 样 , 我 们 也 可 把 它 化 成 这 样 的 事实 , 就 是 对 于 所 有 的 y 值 一 致 满 
足 于 收敛 原理 [参看 475]. 

在 477 目 中 我 们 比较 了 无 穷 限 的 反常 积分 和 无 穷 级 数 ， 积 4 (1) 的 一 致 收敛 问 
题 与 无 穷 级 数 也 有 联系 . 

像 我 们 从 504,2° 中 所 知道 的 , 为 了 要 近似 函数 F(4, 妇 [ 参 看 (2)] 当 4 一 co 时 
(对 y 的 ) 一 致 趋 于 积分 (1)， 它 的 必要 与 充分 条 件 是 对 于 任何 一 个 消 数 序列 
{P(An,y)} 无 论 4 如何 趋向 +eo, 它 是 一 致 收敛 于 这 个 积分 . 

最 后 , 如 果 从 “序列 的 说 法 ”转换 到 “无 穷 级 数 的 说 法 ” 则 我 们 增加 一 个 最 后 结 
论 , 束 是 积分 (1)( 对 于 y 的 ) 一 致 收效 是 完全 相等 于 以 下 级 数 形状 的 一 致 收 鼓 . 


CD 


An+1 
> / f(z,y)dr (Ao = a, A, > a), 


多 一 OO ne 
这 儿 A 是 任意 的 变量 , 趋向 二 oo. 


515. 一 致 收敛 的 充分 判别 法 ”现在 我 们 建立 某 些 判 别 法 ， 按照 这 些 法 则 在 实际 
上 常常 可 用 来 判断 关于 积分 的 一 致 收敛 性 . 

1° 设 明 数 f(z,y) 对 xz 在 每 一 个 有 限 区 间 la, A] 上 (4 > a) 是 可 积 的 .如 果 存 
在 这 样 一 个 只 依赖 于 z 的 函数 P(Z), 它 在 无 穷 区 间 [a, 十 oo| 上 是 可 积 的 , 并 使 对 于 
y 在 站 上 的 所 有 的 值 有 


cg 和 p(z) (对 于 z>o) 
则 积分 (1) 对 于 y 是 一 致 收敛 , 这 儿 oy 是 在 它 取 值 范围 上 的 数值 
倘 使 利用 上 目 中 的 判别 法 , 可 以 从 以 下 不 等 式 


[swasl < f° oly 


直接 推 得 这 个 结果 
对 于 以 上 所 说 到 的 条 件 有 时 我 们 说 函数 f(z,y) 有 一 个 可 积 的 优 函 数 p(z), 或 
则 说 积分 (1) 以 不 包含 参 变量 的 各 


/ p(T) dr 


2” 像 在 476 目 一 样 , 我 们 应 用 第 二 中 值 定理 , 给 出 更 精确 的 判别 法 
考虑 两 个 函数 乘积 的 积分 


OE (4) 


:572 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [515] 


这 上 几 假 定 图 数 f(x,y) 在 任意 区 间 [a, 4] 上 对 z 为 可 积 , 并 且 锯 数 g(x,y) 对 z 为 单 
调 的 . 
车 积分 于 
| fedz 


对 7 在 ?范围 上 是 一 致 收敛 ; 并 且 函 数 g(x,y) 一 致 有 界 : 
g(x,y)| < 全 = 常 量 ,z>ay 从 了 上 取 值 ) 


则 积分 (4) 对 yy 在》 范围 上 是 一 致 收敛 . 
代替 476 目的 (6) 式 , 这 次 我 们 有 


人 4 é€ A! 
/ f(x,y)g9(7,Yy) dr = g(A,Yy) / f(x,y)dzr + g(A’,y) / f(z,y) dx. 
A A 6 
若 根据 514 目 , 取 ho 这 样 大 , 使 得 当 4' > A > 0 时 对 所 有 的 y 一 致 地 有 


A’ 
/ f (x,y) dz 
A 


CE 
< 57， 
则 (如 同 在 476 目 ) 不 难得 到 估计 


4 
| f(x,y)g(7x, Yar 


< 6， 


[514] 这 样 就 证 明了 我 们 的 断言 . 
3° 像 在 476 目 一 样 , 也 可 以 指出 其 他 加 在 函数 f 与 9 上 的 条 件 的 组 合 . 
车 积分 
A 
/ f (x,y) dr 


作为 A 与 yy 的 函数 是 一 致 有 界 的 : 
A 
/ f(x,Yy) dz 


并 且 当 一 oo0,9(x,y) 一 0 对 y( 在 站 范围 上 ) 是 一 致 的 , 则 积分 (4) 对 y( 在 了 范围 
上 取 值 ) 一 致 收 化 .?1) 
让 读者 自己 给 以 证 明 . 
4° 最 后 , 我 们 注意 在 实际 中 常 碰 到 的 情形 是 两 个 因子 f 与 g 中 , 事实 上 只 有 
一 个 包含 参数 y. 因此 时 法 则 2°,3° 中 的 每 一 个 都 给 出 两 个 个 别 的 法 则 (看 这 些 因子 
那 一 个 包含 y 而 定 ). 
?1) 首 先 假设 对 任意 固定 的 y, 函数 g(z) 在 zx 变化 的 整个 区 间 上 对 z 是 单调 的 . 


<K (K = 常量 ,4A > a,y 从 2 上 取信 ) 
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构成 这 些 法 则 中 的 一 个 是 从 2° 推 得 的 , 而 在 实际 中 最 常用 的 法 则 : 


若 积 分 二 
/ 和 [2 


收敛 , 并 且 函 数 g(x,y), 对 z 单调 , 而 且 一 致 有 界 , 则 积分 
| fn)o(w, yd 


对 yy 是 一 致 收敛 ， 
作为 例题 来 讲 , 在 假定 积分 [| ”f(z)dz 收敛 下 , 下 列 积分 


| ed / e-® vf(z)dz (a 之 0) 
的 收敛 性 对 y, 而 y > 0, 是 一 致 的 . 事实 上 , 这 两 个 函数 : e-?Y,e-*Y, 对 z 单调 递减 , 而 且 是 以 
1 为 界 的 . 
这 一 个 注解 在 以 后 对 我 们 是 屡次 有 用 的 . 
516. 一 致 收敛 性 的 其 他 情形 “现在 考虑 一 个 基数 f(x,y) 当 z 在 有 限 区 间 [a, 加 


上 取 值 , 并 且 y 在 某 范 围 7 上 取 值 时 都 有 定义 . 设 当 y = 常量 时 它 对 z 从 a 到 4 是 
可 积 的 (在 篆 义 积分 或 反常 积分 的 意义 之 下 ) 则 积 2 


b 
ry) = /je War (5) 
无 论 在 常 义 积 分 或 反常 积分 的 意义 之 下 都 是 下 列 积分 当 n 一 0 时 的 极限 : 
b=n 
vm) = Fo (6) 


厦 当 7 一 0 时 这 个 积分 趋 于 极限 I(y), 对 于 yy 在 范围 y 上 取 值 是 一 致 的 , 则 称 
积分 (5) 对 y 在 所 说 的 范围 上 一 致 收敛 . 

这 就 是 说 , 给 定 任意 s > 0, 可 以 找 出 这 样 一 个 不 依赖 于 y 的 数 6 > 0, 只 要 刀 < 6 
时 . 便 能 使 不 等 式 


让 Ho gdz- “J 


对 于 所 有 的 》 上 的 yy 值 同 时 成 立 ， 

对 于 这 个 情形 不 难 做 出 关于 一 致 收敛 性 的 必要 与 充分 的 条 件 . 这 儿 也 就 引 到 收 
化 原理 的 一 致 成 立 : 即 对 于 数 s > 0, 可 以 找 出 这 样 一 个 不 依赖 于 yy 的 数 6 > 0, 当 
0< 刀 <7<6 时 ,无 论 7 在 范围 》 上 为 何 值 , 使 下 列 不 等 式 


b 
有 aaah 


b—”n 


<E 


b—7 
| f (2, dz 


b= 


< E 
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得 以 成 立 . 

完全 同样 地 可 以 把 积分 的 一 致 收敛 性 的 问题 归结 到 无 穷 级 数 的 一 致 收敛 性 的 问 
十 : b CO Qmn 1 

fwa=5 /fdr oo=oasos 由 
2 n=0" Qn 

不 管 这 个 变量 on 怎样 趋 于 b| 参 看 514]. 

最 后 在 515 目 中 的 充分 判别 法 可 以 转移 到 现在 所 考虑 的 情形 , 让 读者 自己 作出 

我 们 把 从 a 到 5 的 积分 (5) 看 成 了 从 a 到 5 一 7 的 积分 (6) 的 极限 , 并 且 我 们 关 
心 后 面 的 积分 远近 于 它 的 极限 的 特性 . 这 样 , 这 一 点 5b( 像 在 513 目 中 的 一 点 z = ow 
一 样 ) 在 这 儿 起 了 特别 的 作用 .我 们 必须 指出 (看 情形 而 定 , 这 种 情形 以 后 再 说 明 ) 
区 同 中 其 他 的 点 也 可 能 有 相似 的 作用 .例如 可 以 考虑 这 同一 积分 (5) 看 成 当 np 一 0 


时 积分 ， 
/ f (zx,Yy)dx 
a 二 7 


的 极限 . 倍 使 当 % 一 0 时 上 面 的 积分 逼近 于 它 的 极限 的 过 程 中 对 y 是 一 致 的 , 则 同 
样 地 称 积分 (5) 一 致 收敛 . 以 上 所 说 的 一 切 都 可 转移 到 现在 这 个 情形 . 

天 于 说 的 是 哪 种 一 致 收敛 , 万 一 发 生 怀疑 时 . 则 需 个 别 说 出 积分 一 致 收敛 (对 于 
y 在 规定 范围 上 ) 是 当 x = +eo 或 当 z = 或 当 z = ao, 等 等 . 

须 注 意 的 , 就 是 凡是 说 积分 (5) 当 z=。 时 一 致 收敛 , 我 们 通常 关心 的 只 是 当 点 
z= 二 5 是 积分 (5) 的 奇 点 的 情形 [在 479 目的 意义 下 ] 当 y 取 某 些 或 其 他 的 值 的 
时 候 , 

然而 当 积 分 (5) 对 所 有 的 y 值 为 正常 时 , 这 个 定义 非但 在 形式 上 保持 有 效 , 而 且 
还 可 能 在 这 种 情形 中 真是 有 用 的 . 

| a 
0 TZ“*+y 


例如 , 积分 
对 于 每 一 个 在 区 间 [0, dj(d > 0) 的 y 值 按 常 义 是 存在 的 . 然而 在 变量 y 的 所 说 到 的 区 间 内 , 它 的 
收敛 当 z = 0 时 并 不 是 一 致 的 . 事实 上 , 不 等 式 


7 
| dz 一 arctg 二 < E£. 
Jo TY y 


只 要 < < 5 时 就 不 可 能 对 于 所 有 的 y > 0 值 , 同时 地 适合 ; 因为 取 7” 无 论 怎样 小 , 不 等 式 的 左面 
当 y 一 0 时 趋 于 了 ， 即 对 于 充分 小 的 y 值 , 将 一 定 大 于 &. 


517. 例题 1) 直接 证 明 以 下 积分 
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对 yy 的 所 有 值 是 一 致 收敛 . 
我 们 有 


由 此 推 得 所 要 求 的 结果 . 
2) 供 助 于 优 消 数 证 明 以 下 积分 


oa / Be 9 / e ecoszdr (a>0) 
0 0 


对 t+ 在 t+ 之 to > 0 时 是 一 致 收 合 的 . 
提示 。”(a) 优 函数 e-tor ， (6) 优 函 数 e-tozza. 


3) 直接 证 明 以 下 积分 
| 二 6 207 dz 
对 一 切 目 然 数 n 不一致 收敛 . 


这 是 这 样 推 得 的 : 就 是 让 4 是 无 论 怎样 的 一 个 常量 . 
Ey i 当 n, 一 oo. 


nD 一 也 __n 
-ae 222 dr 二 6 2x2 
加 这 A 


4) 直接 证 明 以 下 积分 /~ Far 对 a 在 范围 w > ao > 0 内 是 一 致 收敛 ; 并 且 在 范围 
0 之 0 内 是 不 一 致 的 . 
如 果 .4o 是 这 样 大 , 当 4 > ho 时 使 


”sin ax ”sjin zx 
/ 一 -一 Cd 到 dz (7) 
A 号 Aa 0 


其 绝对 值 在 w > ao > 0 时 是 小 于 < 只 要 A > 2 这 样 证 明了 这 断言 的 第 一 部 分 
0 
其 第 二 部 分 可 从 以 下 事实 推 得 , 就 是 表达 式 (7) 在 4 二 任意 常 葬 时 趋 于 极限 


™ ging yi 
/ ee 
之 


CO 5 
sin ax 
一 -CosZadx 
z 


对 a 的 一 致 收 钱 性 , 当 a 在 任意 闭 区 间 上 , 不 包含 土 1 点 . 
提示 ”变换 积分 到 以 下 的 形状 


. ™ sin(a + 1)z+sin(a — 1)z 
2 x 


nD. 
5) 证 明 以 下 积分 


dz. 
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6) 人 镀 究 关于 以 下 积 人 
/ rsinx’ sin tr dx 
0 


对 t 的 一 致 收敛 性 的 问题 
提示 “借助 于 两 次 分 部 积分 , 把 [> 化 为 以 下 的 形状 


COS Z3 .sin tx 1 sin Z3 .cos tr|™ 
37 3 323 机 
1 /cos za.sin +t t [sin zs3.cos t tsij 3 
法 n i sin es sin 2Z :sin a 
3 /, ZX2 Sf rx4 9 7x3 


由 此 , 很 明显 地 看 出 对 t 在 任何 有 限 的 区 间 内 的 一 致 收敛 性 . 
7) 证 明 以 下 积分 


1 
(a) / dR (6 / r? ln™ rdz 
0 0 


(mm 是 目 然 数 ) 对 p( 当 x =0) 在 pz po >0 范围 内 一 致 收敛 ,并且 在 p > 0 范围 内 并 不 一 致 收 
优 范 数 :(a) z?07,(6) zzo |ln™ zx|( 对 于 p> po > 0 范围 内 ). 另 一 方面 , 不 管 怎样 取 n = 常 


由 


n n? 
| jr? dr= 00, p= 0 
0 p 


8) 类 似 地 , 证 明 以 下 积分 
1 
/ 2 
0 


对 p( 当 z=0) 在 p&po>0, 和 对 g( 当 z=1) 在 gq 090 >0 是 一 致 收 化 . 
9) 证 明 以 下 积分 
人 Slimn 并 
6 
0 TY 


( 当 z=0) 对 y 在 y < yo < 2 是 一 致 收敛 , 并 且 在 y < 2 并 不 一 致 收敛. 
优 西数 一 (在 y < yo < 2 的 情形 ) 其 次 , 固定 了 任意 的 > 0, 但 计 它 如 此 小 , 当 x < 


yo—1 
时 使 sin ZZ > 出 
人 2 


10) 证 明 以 下 积分 


| 
| 

| tate tet te 司 In~ dz 

/0 


对 n(n 二 1,2,3,…) 一 致 收敛 (在 x = 0 时 也 在 x = 1 时 ). 
因为 1+z 十 22 十 十 on < 本 一 ,所 以 函数 一 一 /In = 可 以 作 优 函 数 , 它 在 区 间 [0.1 
内 是 可 积 的 . 
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11) 直接 证 明 以 下 积分 


1 yy? _72 
(zz 十 a 
的 收敛 性 (在 z = 0) 对 变量 y 在 区 间 [0, 1] 内 并 不 是 一 致 的 . 
对 于 任意 一 个 = 常量 , 我 们 有 


n ,2 ,2 
. dr = 二 2 
0 zy 


12) 同样 也 对 于 以 下 积分 


工 二 7 


l 1 倘 
a 人 省 使 一 0. 
nT 7 和 


Z 一 0 


1 33 3 
/ Ey SY es 
站 


证 明 其 收 合 对 变量 y 的 不 一 致 性 , 这 儿 积 分 


人 ny 
(m2 十 82)? 
1 
当 y 二 7 时 变 成 
13) 证 明 以 下 积分 
| 0 
0O 2° 


对 y 在 yy>0 是 一 致 收 伍 的 (在 x =0 时 ,也 在 x = oo 时 ). 
对 于 z = 0, 由 于 优 函 数 二 的 存在 这 是 明显 的 ; 而 对 于 z = co 则 可 从 以 下 积分 [476] 


”cos 7 
/ 一 dr 
外 


的 收敛 性 , 连 系 到 515 目 中 最 后 的 注意 而 推 得 
14) 设 消 数 f(t) 在 t+ > 0 时 是 连续 的 . 如 果 积 


,a Eat 


在 和 =a 与 入 = 6B(a < BB) 时 是 收敛 的 , 则 它 在 介 于 a 与 8 间 所 有 的 入 值 时 也 是 收敛 的 , 而 且 
对 入 (在 上 = 0 时 , 亦 在 t= co 时 ) 一 致 收敛 . 
证 明 ”积分 J t* f(t)dt 是 收敛 的 , 而 大- < 对 于 入 > a 的 值 是 二 的 单调 函数 , 并 以 1 为 界 . 
因此 积分 ， 
| t*f(t)dt = / a 
0 0 


对 于 所 说 及 的 入 值 一 致 收敛 ( 当 t == 0). 类 似 的 可 以 看 出 以 下 的 积分 
| ed; a da 


对 于 入 在 入 < 6 时 一 致 收敛 ( 当 t= co). 
15) 证 明 以 下 积分 
/ a 
0 T 
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对 y 在 yy 之 yo >0 是 一 致 收敛 的 , 但 在 以 下 情形 它 的 一 致 性 是 破坏 了 , 如果 变量 y 仅 由 不 等 式 
y >> 0 来 限定 . 
关于 所 言 的 第 一 部 分 可 以 利用 515 目 3” 中 (参看 4*) 的 法 则 , 因为 对 于 任意 的 4>0 与 


yy 之 Vo 
A 
/ COS TY dz 
0 


并 且 函 数 二 单调 递减 : 当 x _， oo 它 趋 于 零 
应 该 注意 的 , 也 可 直接 考虑 以 下 表达 式 


~ COS ZY COS 之 
/ 一 上 
/ 一 -一 ax = 2 / dz. 
T% 之 4 
及 Ay 


断言 的 第 二 部 分 是 可 这 样 推 得 的 , 就 是 这 个 表达 式 当 4 二 与 y 一 0 成 为 无 穷 的 上 增 . 
[容易 看 出 当 z = 0 时 , 积分 对 y 在 变量 y 的 任意 范围 内 是 一 致 收敛 的 . 


16) 证 明 积分 
/ X Sin br (a.8 >0) 
0 


1 
<— 
yo 


_ |sin Ay 


) 


QA? 十 x2 
对 8 在 8>p>0 时 是 一 致 收敛 的 . 
这 可 从 515 目 3° 推 得 . 事实 上 , 对 于 fF > fo， 


A 
/ sin Dz dz 
0 
人 


Q2 十 Z2 


并 不 包含 9, 跟着 z 的 增加 而 递减 (至 少 对 于 x > a), 并 且 当 z 一 十 co 时 趋 于 0. 


”了 工 一 cos 40 -2 
b po 


为 一 方面 表达 式 


83.， 积分 一 致 收敛 性 的 应 用 


518. 在 积分 号 下 的 极限 过 程 ” 现 在 让 我 们 主要 的 来 研究 关于 无 穷 区 间 上 的 积 
分 在 积分 号 下 取 极 限 的 问题 . 第 506 目 中 的 定理 1 不 能 推展 到 现在 这 个 情形 ; 纵使 
在 完全 的 无 穷 区 间 内 , 当 一 yo 时 了 晴 数 f (x,y) 一致 趋向 于 极限 也 数 p(xz), 积分 号 下 
的 极限 过 程 仍 是 不 容许 的 . 

试 举例 来 说 , 考虑 图 数 (n= 1,2,3,…) 


fn(2) = 3 2 (xz > 0)， 
f.(0) = 0. 

用 寻常 微分 法 容易 弄 清 这 函数 当 z= \/ 了 时 达到 最 大 值 , 并 且 等 于 Ye 因 

为 当 一 co 时 , 这 个 值 趋 于 零 ， 因此 很 明显 函数 广 (z) 当 n 一 co 时 在 完全 区 间 


[518| 83， 积 分 一 致 收敛 性 的 应 用 .579 . 


[0, +eo) 内 一 致 趋 于 oflz) = 0, 然而 积 4 
/ fn(T)dr = 1 
0 


当 n 一 co, 并 不 趋 于 零 . 

天 于 容许 极限 过 程 的 充分 条 件 给 出 以 下 的 定理 : 

定理 1 设 辑 数 f(z,y) 当 %y 在 外 范围 上 时 , 对 于 任 一 个 4 > a 它 都 是 在 区 间 
[a, 4] 上 对 zx 为 可 积 的 (在 通常 意义 下 ), 并 且 在 每 一 个 这 样 的 区 间 上 , 当 yj -wyo 时 ， 
强 数 f(x,y) 对 7 一 致 趋 于 极限 函数 o(Z). 再 大 积分 


w= | Hz 人 dz (1) 
对 y( 在 》 上 ) 一 致 收敛 , 则 有 公式 
im ， f (2,Yy)dx =-/ PT) dx. (2) 
像 从 前 一 样 , 设 
A 
PAD)= | fwar (3) 
因为 这 个 积分 适合 第 506 目 中 定理 1 的 条 件 , 所 以 
A 
lim F(A,Yy) =/ f(z)dz. (4) 
YY0 0 
另 一 方面 显然 _ 
dm FAD = fot)as (5) 


而 且 按照 假定 , 这 儿 函 数 F(A,y) 的 趋 于 它 的 极限 对 y 是 一 致 的 . 在 这 个 情形 下 , 我 
们 有 权利 援引 505 目 中 关于 极限 过 程 互 换 的 一 般 定理 , 并 且 断 定 累 次 极限 的 存在 和 
相等 ; 这 样 , 就 直接 引 到 了 公式 (2). 

由 此 运用 广义 迪 尼 定理 [504,4°] 可 以 得 到 这 样 的 


推论 馈 设 非 负 的 函数 f(z,y) 对 z 在 区 间 [a, 二 co) 内 是 连续 的 , 并 且 跟 着 y 的 
增加 而 增加 , 趋 于 极限 函数 p(z)， 而 p(z) 也 在 所 说 的 区 间 内 是 连续 的 , 则 从 积分 


| ve (6) 


”我 们 这 里 假定 所 有 的 y<yo。 
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的 存在 , 可 推 得 积分 (1) 的 存在 ( 当 所 有 的 在 了 上 ), 也 可 得 出 公式 (2) 的 成 立 . 
按 所 提 及 的 定理 , 在 所 说 到 的 条 件 下 , 图 数 f(x,y) 的 趋 于 p(x) 对 zx 在 任意 的 
有 限 区 间 内 将 是 一 致 的 . 再 由 第 474 目的 定理 , 因为 


FI 


所 以 积分 (1) 存在 , 图 数 yg(z) 同时 也 起 了 优 水 数 的 作用 [515], 保证 了 积分 (1) 对 y 
的 一 致 收敛 性 . 这 样 对 于 要 应 用 以 上 定理 的 所 有 的 条 件 都 遵守 了 . 

读者 容易 证 实 关于 极限 函数 的 积分 (6) 的 存在 的 假定 可 以 在 这 儿 被 有 限 的 极限 

| lim | 人 
YY0 a 

的 存在 的 假定 来 代替 一 一 由 此 可 以 推 得 积分 (6) 的 存在 , 以 及 公式 (2) 的 成 立 . 

在 同样 一 系列 的 想法 中 ， 可 以 得 到 510 目 中 对 于 有 限 区 间 的 定理 1* 的 一 些 
推广 . 

定理 1 设 函 数 f(x,y)(y 在 》 上 ) 在 区 间 [a,b 一 |] 上 是 可 积 的 (在 通常 意义 
下 ), 对 任意 n> 0( 但 <5 一 a), 并 在 每 一 个 这 样 的 区 间 上 当 y 一 yo 时 对 z 一致 趋 于 
极限 品 数 p(X), 再 阁 积 分 

b 
| fl Was 
( 当 了 = 外 对 在》 上 一 致 收敛 , 则 有 公式 
b b 
lim f(s,Was = / 0 
yy0 /ua oa, 

证 明 是 与 从 前 所 叙述 的 没有 什么 不 同 的 地 方 , 在 这 个 情形 下 也 容易 把 推论 推广 . 

最 后 , 区 间 上 任意 其 他 的 点 也 可 能 起 5 点 所 起 的 作用 , 并 且 区 间 上 这 样 相似 的 
点 可 以 用 个 . 

像 以 上 一 样 , 在 积分 号 下 取 极 限 过 程 常 常 是 适合 于 消 数 序列 {f(z)}. 从 序列 变 
为 无 穷 级 数 , 这 样 可 以 得 到 关于 冰 数 级 数 逐 项 积分 的 新 的 定理 . 

例如 , 试看 推论 可 以 取得 出 什么 形状 . 


设 级 数 
n= 二 1 


的 项 是 正 的 , 在 x 之 a( 或 在 a x <0) 中 是 连续 的 函数 , 且 对 于 这 些 z 值 这 级 数 有 
一 个 连续 的 和 函数 p(x) . 如 果 函 数 p(x) 在 区 间 [a, 十 oo]( 或 [a,0]) 上 是 可 积 的 , 则 在 
这 个 区 间 上 这 个 级 数 可 以 逐 项 积分 .这 里 同 以 上 一 样 ,代替 级 数 和 的 可 积 性 , 可 以 假定 
积分 级 数 “名 澡 基 党 
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的 收敛 性 
很 显然 这 样 的 断言 在 以 下 的 情形 中 仍 是 有 效 的 , 就 是 当 级 数 的 所 有 项 都 是 负 的 : 
里 只 十 变 号 就 可 把 它 引 到 以 上 的 结论 . 
519. 例题 1) 借助 于 级 数 的 展开 , 计算 积分 


(a) 人 Da, (6) 人 dr, 


解 ”a) 把 被 积 消 数 展开 为 级 数 
In 一 Z) TIZ2 Zz 
也 2 3 4 
其 中 所 有 的 项 都 是 负 的 . 在 z = 1 附近 , 一 致 收敛 性 是 破坏 了 . 对 于 级 数 的 和 , 这 一 点 z = 1 是 
奇 扩 , 然而 在 区 间 [0, 1] 上 , 这 个 和 是 可 积 的 . 应 用 上 目 中 最 后 的 命题 , 逐 项 积分 , 得 


no， -> pl z= 1 元 
1 2 未 = 6 


二 1 


[440,(4)| 
6) 用 代 换 z = 1 一 z 可 以 把 第 二 个 积分 引 到 第 一 式 , 然而 为 了 作 练 习 计 , 重新 用 一 展开 
为 级 数 来 计算 


OO 


In xz y、 n 
一 Xlnz; 
工 一代 僵 / 


这 儿 所 有 的 项 都 是 负 的 ， 这 次 在 附近 « = 0 及 z = 1 两 点 ， 一致 收 敛 性 是 破坏 了 , 但 是 分 别 来 取 
人 则 以 前 所 提 到 的 命题 还 是 可 用 的 . 最 后 


2 
-> J ede) 二 
n 6 


0 


nn 二 1 
2) a) 由 
1 ” 
| /: dr, (n=0,1,2,...) 
计算 级 数 的 和 
ll ll 
”TT3 5 7"9 1 
解 ”我们 有 
co 1 
-> CD | (z4n 十 了 4n+2)dz 
n 二 0 0 
1 Oo 2 
一 nAn 2、__ 1 十 区 _ V2 
=-/ dr > ( 1) 并 a+o= 上/ [一 人 了 


虽然 这 个 级 数 和 没有 什么 特别 , 但 是 在 附近 z = 1 点 时 一 致 收敛 性 是 破坏 了 , 然而 因为 对 于 
级 数 的 部 分 和 有 


n—1 
, ] 十 4 九 2 
0 < 2》 (一 zZ2(1 二 2zZ2) = - (+z 生 2 <4. 
0 


1 二 +x4 
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所 以 这 个 常量 就 起 了 优 函 数 的 作用 . 并 且 这 个 和 的 积分 是 (在 x = 1 时 ) 对 n 一 致 收敛 的 . 这 些 
事实 证 明了 可 以 引用 逐 项 积分 法 (定理 1'). 
(6) 同样 地 , 证 明 


1 1 1 1 Tn 1 十 V2 
T7719 15117 4 
3) 由 以 下 公式 
1 
1 1 _ 
一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 ] ~ x)” x? dz, 
ppT 1 B+ #/ 
计算 级 数 的 和 : 
(a) + 1 
1.2.3 3.4.5 5.6.7 ， 
1 1 1 
(6) sata trast 
(B) Fe 2 十 
1.2.3.4 4.5.6.7 7.8.9.10 
答案 : 


4) 计算 欧 拉 积分 : 


co “a1 0 jam-l ~.b~l 
=/ dr (0<a<1), DK=/ Ta (eb>0) 
0 0 


工 十 并 
1 CO 
:=| :| 二 十 了 2， 
0 1 
把 它们 分 别 计算 . 


在 0<z<1 我 们 有 级 数 的 展开 式 


Qa—1 Oo 


二 - 一 >》_ (Dz, 
v 二 0 
全 只 在 0<e<z<g1-e <1L 内 一 致 收敛 . 但 部 分 和 有 优 函 数 


nl 


a—l nN 
v atv—l1 之 [1 | (—Z) | a—1 
0< > (-D)’z = < 


v= 二 0 


在 [0, 1] 中 是 可 积 的 , 所 以 它 的 积分 是 一 致 收敛 (在 z = 0 亦 在 x = 1), 按 定理 1 逐 项 积分 得 到 


CO 1 CO 

v av— 一 1 ” 

11 = | ya ‘dz = 》 7 
已 一 0 0 2 一 0 


[519] 83， 积 分 一 致 收敛 性 的 应 用 


由 了 二 - 的 代 换 , 积分 12 化 到 以 下 的 形状 


1 —a 1 (1 一 a) 一 1 
72> 一 / 也 dx 一 / 7 arx. 
0 革 十 立 0 1 十 工 


应 用 以 上 所 得 到 的 展开 式 , 求 得 


)* 


DZ/ 


, 
v= 二 1 


OO 
1 1 1 
TIT 二 十 J2= 二 一 》 -0 人 ) 
1 十 :2 a + 2 ) 十 


包 十 忆 包 一 凡 


我 们 知道 这 个 表达 式 [参看 441,9)] 是 函数 二 展开 的 部 分 分 式 . 因此 


Co ro-1 jy 元 
J。 1+z ”sinna. 
(6) 像 以 上 一 样 分 开 积 分 为 两 部 分 , 并 在 第 二 部 分 用 同样 的 代 换 , 我 们 得 到 
1 六 2 一 1 rz- 1 mb 一 上 小 一 
<= 1/ ed | ?gp Ki KD 
0 1—zZx 0 1l1—z 


很 显然 , 只 需 找 出 Ki 就 够 了 . 如 像 刚 讲 过 的 一 样 , 把 被 积 函 数 展开 为 级 数 我 们 得 到 


1 CO 二 1 1 
Ki=-+) (二 + )， 


亿 一 2 
v 二 1] 


但 [441,9), 我 们 知道 这 是 消 数 xctgra 的 部 分 分 式 展开 式 . 所 以 


oo ja—l b—1 
/ 7 7” gr- n(ctgna 一 ctgTb). 
0 1—Zz 


5) 求 以 下 积分 的 值 (|7| < 1) 


(a) 1 = ~ ] —rcospBzr jy 
四 (1 十 z2)(1 一 2rcos DZz +Tr2) 


oo 加 2 
[6) 六 =/ In(1 — 2r cos Bz 十 7 ) ys, 
0 


1+ x2 
这 儿 在 两 个 情形 中 都 把 积分 


™ coskz Xk 
/ ix 5e (k > 0) 
当 作 已 知 的 [参看 522,4°, 也 参看 523,9)]. 
解 (a) 由 展开 式 


CO 


1 一 rcos Bz v ). 
这 有 ov 
2 一 0 
在 z= 1 时 两 个 积分 都 没有 奇 点 , 奇 点 是 在 z = 0; 但 积分 存在 . 
@ 它 从 440 目 中 10) 及 11) 的 展开 式 很 容易 得 到 . 
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乘 上 二 5， 再 求 逐 项 积分 , 得 


CoSZCZ 1 
了 
"| 


因为 开始 的 级 数 一 一 乘 上 一 一 其 至 于 在 整个 无 穷 区 间 上 对 x 是 一 致 收敛 的 ， 
它 的 部 分 和 有 优 函 数 的 形状 如 一 ,所 以 逐 项 积分 法 是 可 用 的 (定理 1) 
倘 使 现在 利用 所 说 的 积分 数值 , 则 最 后 得 到 


ud 局 
rrer-TI 
2 1 一 re-Q 2 ep 一 7 


ws 


(6) 提示 ”从 以 下 展开 式 [461,6)(6)] 开始 : 


lIn(1 — 27 cos Bz + 六 一 一 2 >》 -cog vBY. 
UV 


v= 二 1 
解答 。 Js 二 xln(l 一 re-?). 
6) 展开 积分 ( 拉 普 拉 斯 ) 


” 2» 2 2 
(a) / e ”Cos 2br dz， (6) / e ”ch 2b57 dz， (B) / e ™ sin 2b7 dz 
0 0 0 


成 为 b(b > 0) 的 寡 级 数 . 这 儿 在 所 有 的 情形 中 把 以 下 的 积分 视 为 已 知 的 [492,2°]: 


/ eT dz 一 VT 
0 2 


(a) 解 ” 利 用 余弦 函数 的 已 知 展开 式 , 并 由 逐 项 积分 得 到 


/ er cos 2b7 dz =/ 。 -2 二 oz) 
0 0 


v= 二 0 
一 (—1)” (25)™” 一 z2 2v 
-和 上 a rdz. 
2 一 0O 0 


以 上 级 数 在 任意 区 间 [0, 4] 上 的 一 致 收敛 性 是 很 显然 的 ; 他 的 部 分 和 有 一 优 函数 


ua (207) -22 
e > (a)! 一 e ch 207z 


它 在 0 到 co 是 可 积 的 . 这 就 证 明了 可 以 逐 项 积分 . 
剩 下 还 须 确定 积分 [” e-* z2rdz = 五 . 由 分 部 积分 , 很 容易 推 得 以 下 的 递 推 公式 


27 一 1 (2v — 1)!! 
1 = 5 711 由 此 1 = Dz 十 1 VT. 
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将 这 个 结果 代入 以 前 所 获得 的 展开 式 中 , 最 后 得 到 
2 2 _1\v 2v 
/ ea Ce ee 


vu 二 1 


-人 + 


(6) 解答 Yer 
(8) 相似 的 可 得 出 展开 式 


一 z2 。， 1 So 
= = 
/ e sin2brdz=0b 2 [37 yr 


但 是 这 次 它 并 不 变 成 “有 限 型 ”的 公式 . 此 后 , 用 另外 的 方法 我 们 将 阐明 一 个 新 的 ( 非 初等 的 ) 函 
数 的 性 质 , 这 个 函数 对 于 我 们 的 积分 的 表达 式 是 必需 的 [523,5)(6)]. 
7 RM 


f= 
解 ” 展 开 


] e 一 2TZ 
e2r2z 一 1 1 一 E 一 277Z 


为 级 数 , 我 们 得 到 正 项 级 数 


2 0 
Be 
i _ - 


这 个 级 数 在 任意 区 间 [nm, 4](0<7< 4< a 上 是 一 致 收敛 的 . 因为 级 数 的 和 在 区 间 [0, ce] 内 
为 可 积 的 , 所 以 逐 项 积分 是 容许 的 @， 


OO 


Ee 一 下 2k—1 —2nnz (2k 一 1)! 1 
n= | 六 e = 入 -~ ak: 
nn 二 1 n 二 1 


二 1 


回想 到 第 个 伯 努 里 数 B 有 以 下 的 表达 式 


n2k 
nn 二 1 
[449] 最 后 , 得 出 
六 一 肥 
3 


我 们 利用 以 下 很 明显 的 变换 : 


(27)! = (2v)!1(2v — 1)! = 2 v1(2v 一 JJ 


多 我 们 在 这 儿 (也 在 以 后 的 问题 中 ) 由 于 分 别 取 区 间 , 例如 [1, +co] 及 [0, 1], 直接 利用 了 上 目 中 
的 定理 1 与 定理 1. 
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8) 求 以 下 积分 ( 勒 让 德 ) 的 表达 式 


™ sinmz ” sinmz 
d 、 
(a) / re Td (6) | Ee Taz (m > 0) 


解 (a) 展开 式 
OO 
sin mZx > ge 
一 € SN MT 
C272 三 .十 
v 二 1 


也 在 任意 区 间 [nm, 4] 上 一 致 收敛 , 它 的 部 分 和 有 优 函 数 |s 记 mmz| 所 以 容许 逐 项 积分 


e277 us 1 


ginmz 2 
_2 ， 
az 一 e Sin mz dr 
e2TZ _ 1 
0 0 
OO 


vv 二 1 
/es 
a “9 (去 二 记 +3) 4eml1 2m 
(6) 相似 的 得 出 (利用 同样 的 优 函 数 ) 
”sinmz ， Si m 二 1 @ 
/ | 1 m2 二 4v2X2 2m 2 ee 从 oe- 办 
附注 ”这 是 很 自然 的 也 可 用 sin mz 展开 为 级 数 的 方法 来 寻求 所 论 的 积分 的 值 . 例如 , 在 (a) 
的 情形 下 , 我 们 得 到 一 个 积分 , 曾 在 7) 内 考虑 过 的 , 但 是 为 了 要 求 结果 成 为 “有 限 形状 所 以 利 
用 已 知 展开 式 : 
5 二 > me 
k=1 


[449| 等 等 . 但 是 这 个 方法 有 一 个 主要 的 缺点 一 一 它 需 要 假定 m < 27, 可 是 结果 却 是 对 于 任意 
一 个 m 都 是 正确 的 . 
9) 如 果 在 以 下 初等 公式 中 [参看 492,2°] 


的 2n~3)17 
| ra C= 


设 z = -万 , 则 获得 


) dz es 
2 (2% =2) 2 
8 (1+ 2 
函数 |, 随 n 的 增加 而 单调 减少 , 趋 于 极限 e-2: 应 用 第 518 目的 推论 ( 它 对 于 
之 
ee 
Ty 


单调 递减 函数 是 有 效 的 ) 这 儿 当 n 一 oo 在 积分 号 下 可 以 取 其 极限 . 如 果 为 了 确定 右 部 的 极限 , 利 
用 沃 利 斯 公式 [317| 则 最 后 得 到 结果 如 下 : 


| Bs 一 lim / VT 
mn- 一 oo ) 2 
0 0 


Be 
LA2 


@ 这 些 结果 可 以 从 函数 cth z 与 -一 [441,10)] 的 展开 为 部 分 分 式 得 出 . 
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参看 492,2?]. 
10) 已 知 费 耶 积分 [309,5)(6)] 


1 三 (号 ) 开 
一 一 一 一】 az 一 一 . 
no SIN Z 2 
, 它 可 以 写成 以 下 的 形状 
) EE 二 
7 人 
0 (sin = ) 


当 n 一 00 时 , 这 儿 极限 的 过 程 由 于 以 下 的 情况 稍 有 困难 , 就 是 非但 被 积 函数 而 且 积 分 的 上 限 都 
依赖 于 参数 n. 


如 果 设 z = 


WA 


但 设 
2 
sin Ny i 元 
本 ) C3 -对 村 和 < 二 二 
Nn 
井 
ful 时 0; :对 于 其 他 完 的 值 : 
则 积分 可 以 写成 : 
| f(x)dz = (了 
0 


很 明显 , 对 于 任何 zx > 0 都 有 


i CG 
这 儿 在 任意 的 有 限 的 区 间 [0, 4] 上 , 函数 f(x) 的 趋 于 极限 是 一 致 的 . 另 一 方面 已 知 对 于 0 < z 芭 


2 


所 以 对 于 0< z < m5， 


这 个 不 等 式 在 x > n5 时 更 加 成 立 . 因为 这 时 所 (x) = 0. 
应 用 518 目 中 的 定理 1, 在 等 式 (7) 内 当 一 oo 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 , 我 们 得 到 以 下 的 


结果 
™ /sinz\? Tn 
/ 人) 加 = 
[参看 494,4);497,15)]. 
11) 同样 的 其 他 例子 , 已 知 [参看 440,10)] 积分 


7 
COS mz 1 
一 -一 LU 二 万 一 
1—2rcoszri+r? 1 一 72 
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此 处 m 是 自然 数 ;|r| < 工 设 zx== 和 上 六 和 本 二 二 (这 儿 户 > 0) 假定 m > h 则 得 到 
Ee COS zdz 

之 h 

0 hz 十 2m2 (1—cos ~) (1 二) 


1 | 
几 COS zdz ee | 
/ 2 


夺取 “积分 号 下 ” 当 mm 一 ce 时 的 极限 , 而 不 管 积 分 上 限 跟着 mx 无 限 地 增加 这 一 事实 , 我 们 


就 得 到 : 
cosz 1, Th 
h2 十 之 2 2h | 


但 这 样 做 对 不 对 呢 ? 需 设法 来 证 实 其 适合 极限 过 程 的 根据 . 
这 儿 引 进 哺 数 


I 
sin 本 六 
h2 十 2z2 Se (1- = 
ct mm 
2 


于 是 我 们 所 讨论 的 等 式 的 左 部 可 以 写成 
| ee 
0 


， COS Z 
> fm(z) = h2 十 z2 


这 里 在 有 限 的 区 间 内 这 个 趋向 是 一 致 的 . 最 后 , 如 果 mo > h. 并 只 考虑 m > mo 的 值 . 则 下 列 函 
数 


fm(z) = 


Oe Se mi a 


很 显然 


可 用 为 优 函 数 , 剩 下 只 需 引证 518 目 中 定理 1 的 叙述 . 
12) 在 例 10) 与 11) 中 强调 了 给 出 取 极限 根据 的 必要 性 , 下 述 与 此 类 似 的 例子 也 强调 了 这 点 ， 
在 这 个 例子 中 不 能 给 出 这 样 的 根据 ; 无 法 支持 取 极 限 的 根据 的 结果 是 靠不住 的 . 


考虑 积分 
1 ) pt 
若 由 此 着 手 , 如 前 述 各 例 那 样 令 n _， co 则 得 


imm= | 0.dz=0. 
0 


实际 上 (借助 于 变量 变换 容易 证 实 ) 积分 为 常 值 一 ! 
以 下 再 引进 两 个 并 不 是 陈旧 的 例子 , 并 且 在 其 他 方面 像 我 们 所 看 到 的 , 它们 还 是 有 趣味 的 
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”Sint nT 
gt 二 
/ t 2 


[参看 492,3°;494,5)] 计 算 以 下 积分 (这 儿 a 是 任意 的 数 ) 


oO 
QCOST. 。 dz 
7 一 e sin(a sin Z) 一 ， 
0 z 


13) 试 由 已 知 积分 


[参看 478,8) (a)]. 
很 方便 的 引进 复 变数 
z= al(cosz+tisingz); 
则 [457(6)] 


之 | 


e 一 6 cos(asin x) + isin(a sin zx)| 


展开 级 数 得 
+ (cos nz + isin nz) 
使 虚数 部 分 相等 ， 我 们 得 出 积分 号 下 的 第 一 个 因子 的 展开 式 
e"“ ”sin(asin 7) -> — sin nz, 


由 此 得 出 ar sin nz 
7 = >》, 一 dx. 


如 打 这 儿 可 以 运用 逐 项 积分 , 我 们 立刻 得 到 
~、 on f/™ sin nz A 
和 


但 在 给 定 条 件 下 要 证 实 这 是 可 以 的 , 那 就 需要 特别 考虑 . 
因为 在 积分 号 下 的 级 数 是 以 常数 项 级 数 


站 
1 


oo > 

亿 um 
vl 

v= 二 0 


为 它 的 优 级 数 , 所 以 在 有 限 的 区 间 [0, 4] 上 可 以 逐 项 积 4 
4 a” sin nz Sin Nz sin Td 
| De S/H 
nn 二 1 


还 需 在 4 一 oo 时 取 极 限 . 但 不 难看 出 , 由 于 积分 ”sd 的 存在 , 积分 J dt 在 所 
有 的 值 to > 0 是 一 致 有 界 的 ; 
广 Snt < 
0 1 


所 以 级 数 (8) 它 的 各 项 依赖 于 变量 4, 是 以 常数 级 数 


<L. 
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为 它 的 优 函 数 , 因此 对 于 4 是 一 致 收敛 的 . 在 这 情形 下 , 按 已 知 定理 [433] 可 以 在 4 一 ce 时 取 
其 极限 , 这 样 得 以 完成 证 . 
14) 同类 的 其 他 的 例子 . 设 级 数 


n=0 
是 收 钱 的 , 且 对 于 z > 0, 仿 
TT 
g(z) = 2 on 


这 个 级 数 也 是 收敛 的 , 而 且 在 有 限 的 区 间 [0, 4] 上 对 于 x 是 一 致 收敛 的 | 按照 阿 贝尔 - 狄 利克 雷 关 
别 法 , 参看 430], 因为 这 个 因子 方 至 少 对 于 n > 4 时 跟着 n 的 增加 而 减少 。 
然后 证 明 


/ e “g(xz)dz = 5. (9) 
0 
如 条 逐 项 积分 , 我 们 立刻 得 出 这 个 结果 


CO CO Nn CD CO CO 
_ z a 四 
/ e”) an dr=) “| e .zr"dr=) Qn = 3， 
nl! nl 
0 n=0 n=0 0 


nn 二 0 


因为 fe-”. x"dz = nl [489,4)], 现在 回来 证 实 这 是 对 的 . 
只 在 有 限 的 区 间 上 , 逐 项 积分 是 容许 的 : 


A co zn CO 1 A 
/ e > an dr = mm e 2Z .dz. (10) 
0 n=0 n=0 0 


用 分 部 积分 , 容易 证 明 


所 以 这 个 因子 


依赖 于 4 及 n, 是 随 着 n 的 增加 (在 4 = 常量 ) 而 单调 的 减少 . 以 致 保持 了 一 致 的 有 界 . 在 这 样 
条 件 下 (只 按 刚 提 出 的 判别 法 ) 在 (10) 式 右边 的 级 数 是 对 于 A 一 致 收 钱 的 , 也 就 是 在 4 一 oo 时 
可 以 逐 项 取 其 极限 等 等 . 

以 下 我 们 证 明 两 个 应 用 的 例子 , 他 们 是 从 漂亮 的 公式 (9) 得 来 的 . 

(a) 考虑 所 谓 积 分 正弦 


”sint gi 3 7 
人 一 ..， 品 
-is ——dt= T+ Ht 


中 以 上 的 展开 式 是 容易 导出 的 , 只 需 写 


” sint ” sint 
—SiZ 一 / dt 一 / —— dt, 
0 t 0 t 


而 且 在 第 二 个 积分 内 把 正弦 用 它 的 级 数 展开 式 去 代替 , 然后 再 逐 项 积分 . 


[519] §3.， 积分 一 致 收敛 性 的 应 用 . 591 ， 


这 级 数 是 从 级 数 
Wm 
2 3 5 
按照 g(x) 的 方式 组 成 的 . 


照 公 去 (9) 即 得 


2 3 2 4 4 


(6) 另外 一 个 有 趣 的 函数 一 一 零 附 标的 贝 塞 尔 马 数 .Jo(z) 有 它 的 展开 式 [441,4),5)]: 


2 2v 
Jo(lX) 二 1 十 DN 
2 一 ] 
它 的 组 成 是 按照 9(z) 型 的 , 如 果 令 
20 二 ，0a2v 二 人 ca2v -1 一 0 


然后 由 (9) 


人 所 pd 
/ e Jo(z)dr = > (-1) i 


2 一 0 


最 后 的 结果 是 这 样 得 到 的 , 就 是 借助 于 函数 用 = 展开 为 二 项 式 级 数 [407,(24)], 目 令 x 二 1. 


附注 ”我们 来 弄 清楚 末 后 这 两 个 例子 里 所 应 用 的 推论 方法 的 特殊 性 是 有 益处 的 
的 关于 在 无 穷 区 间 内 级 数 的 逐 项 积分 的 例子 相 比 较 . 


同 其 他 


如 果 回 到 关于 无 穷 限 的 积分 号 下 [518] 极限 过 程 的 一 般 问 题 , 则 它 就 相等 于 对 某 二 元 函数 
F(A,y) 的 两 个 累 次 极限 的 存在 与 相等 问题 [参看 (3)]. 按照 505 目 中 的 一 般 定 理 , 在 这 情形 下 其 
充分 条 件 是 一 一 在 两 个 简单 极限 存在 时 一 一 函数 的 一 致 趋向 于 (4) 式 或 (5) 式 中 的 一 个 , 而 其 
趋向 于 那 一 个 反正 是 一 样 的 .寻常 我 们 假设 这 样 的 一 致 性 是 对 极限 (5) 而 说 的 , 这 个 束 对 应 着 无 穷 
限 “ 积 分 的 一 致 收敛 性 .但 是 如 果 替 代 以 函数 玉 的 一 致 近似 于 极限 (4), 这样 的 结论 也 是 完全 有 
效 的 ! 

在 级 数 > > un(z) 具有 部 分 和 f(x) 的 情形 下 , 或 者 可 以 证 明 消 数 


A 
ms)= | Tatn a 


(对 n) 当 4 一 0o0 时 一 致 近似 于 极限 | f(z)dz ,也 就 是 这 个 积分 的 一 致 收敛 性 , 那 是 我 们 常 
常 这 样 做 的 ; 或 者 也 可 以 证 实 所 说 的 函数 (对 4) 当 一 co 时 一 致 近似 于 极限 人 ofz)jdz, 也 
就 是 级 数 
OO A A 

0 


n=1" 2 


(对 4) 的 一 致 收敛 性 , 那 对 我 们 于 在 13) 和 14) 两 例 内 更 为 方便 . 
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520. 含 参数 的 积分 的 连续 性 与 可 微 性 ”让 我 们 首先 把 506 目 定 理 2 与 507 目 
中 的 定理 3 转移 到 在 无 穷 区 间 的 情形 . 


定理 2 设 函 数 f(x,y) 定义 于 的 值 在 x > a,y 的 值 在 区 间 [ec， dj 上 , 并 在 此 
定义 范围 里 (作为 一 个 二 元 函数 ) 是 连续 的 . 若 积 分 


= / f(T,Y) dz (1) 


对 y 在 区 间 [a,b] 上 是 一 致 收 化 , 则 它 在 这 区 间 上 表示 着 一 个 参数 y 的 连续 函数 . 
这 是 定理 1 的 推论 . 事实 上 像 我 们 在 506 目 中 所 看 到 的 , 当 变 量 x 在 任意 有 限 
区 间 [oa 4] 上 , 则 肾 数 f(z,y) 当 y 一 yo 时 (此 处 yo 是 的 任意 一 个 特殊 值 ) 对 z 
一 致 超 于 极限 涡 数 f(x,yo), 于 是 按照 定理 1, 在 积分 (1) 内 可 以 在 积分 号 下 取 极限 : 
lim 1(y) = lim ea f(x, yo)adr = T(vyo), 


YY0 2 一 0 
这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 

在 485 目 我 们 银 述 把 “广义 值 ”赋予 发 散 积 分 的 两 个 方法 时 , 留 下 了 这 样 一 个 问题 : 即 第 二 
到 和 分 
收敛 ， 则 积分 人 e-"? 了 Cd 对 于 参数 及 > 0 是 一 致 收敛 的 [参看 515 目 末 尾 的 附注 |， 因 
此 一 一 至 少 在 f(x) 连 只 分 对 有 > 0 是 参数 上 的 连续 函数 .特别 地 , 我 们 


有 CO CO 
um, / codz= | f(z)adz 
于 是 收敛 积分 的 值 与 其 “广义 值 ” 重合, 这 就 是 所 提 到 的 正则 性 . 
附注 如 条 函数 f(x,y) 是 非 负 的 , 即 在 f(z,y) > 0 的 情形 下 , 则 我 们 得 出 一 
在 茶 种 意义 上 的 道 定理 :把 积分 (1) 作为 参数 的 函数 , 可 以 从 它 的 连续 性 推出 它 的 收 
全 性 是 一 致 的 . 
在 这 情形 下 , 当 4 增加 时 ,y 的 连续 函数 


a f(z, dz (3) 


也 在 增加 , 所 以 (按照 504,4° 中 迪 尼 推广 定理 ) 它 对 y 一 致 趋向 于 极限 (1). 定理 得 
以 证 明 . 


定理 3 设 函 数 f(x,y) 定义 于 z 的 值 在 x > a;y 的 值 在 区 间 [c,d| 上 , 并 在 此 
足 义 范围 里 是 连续 的 ; 而 且 设 导 数 函 数 f/ (x,y) 对 于 两 个 变数 在 所 说 的 范围 内 是 连 
续 的 , 再 假定 积分 (1) 对 于 [c,d| 上 所 有 的 1， 值 存在 , 并 且 积分 


| Nea (11) 
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非但 奇 在 , 而 且 对 于 yy 在 这 个 区 间 上 是 一 致 收 伊 , 则 对 于 [c,d] 中 的 任意 一 个 得 出 
公式 包 


T'(y) = / fy(x,y)dz. 
取 一 个 特殊 值 y = yo, 考虑 比 数 


| ft fy) 
K k 


我 们 要 证 明 对 于 参数 h 一 0 的 极限 过 程 在 这 儿 可 容许 在 积分 号 下 进行 
在 507 目 中 我 们 已 经 看 到 , 如 果 z 在 任意 的 有 限 的 区 间 [a, 外 上 变化 , 则 被 积 
函数 站 于 加 十 可 一 站) 在 6 -0 时 对 于 z 一 致 趋向 于 极限 函数 //(z,46). 为 了 
要 能 够 应 用 定理 1, 我 们 必须 说 明 积分 (12) 对 上 是 一 致 收 伍 
由 于 积分 (11) 一 致 收敛 的 假定 , 对 于 任何 < > 0 可 找 出 这 样 一 个 4o > o, 只 要 


A’'> A > Ao, 可 使 
A! 
/ f(z,Yy)dz 
A 


对 于 所 有 的 y 值 都 适合 [514]. 我 们 要 证 明 , 同时 可 使 
广 flz,yo th) = f(r,yo) 
A k 


dz (12) 


<é (13) 


<E (14) 


对 于 所 有 可 能 的 有 值 都 适合 . 
为 了 这 个 目的 (固定 4 及 4 我 们 考虑 函数 


, 
By) = / Fandz 
按 507 目 定理 3, 它 的 导数 可 照 莱 布 尼 茨 法 则 来 计算 


86 人) | f(xy)dz, 
且 由 (13) $'(y) 的 绝对 值 永 小 于 a, 但 下 列 比值 


$yo + k) — B(yo 4 f(r, yo + k) — f(x, 
(YY | f(r,Y 1 f\ yo) 07 

照 拉 格 天 日 公式 等 于 B/'(yo 十 9k), 其 绝对 值 也 小 于 e, 就 是 说 式 (14) 是 适合 的 . 因此 ， 
根据 514 目 中 的 法 则 , 可 以 推出 积分 (12) 是 一 致 收敛 性 , 定理 得 证 . 

容易 得 出 关于 有 限 区 间 [a,6| 的 定理 2* 与 3* [510| 的 推广 , 那 只 需 用 点 x = 
代 换 点 x = oo 来 叙述 在 这 里 的 公式 和 考虑 .( 这 种 做 法 好 像 从 定理 1 推 到 定理 1 的 
过 程 .) 
四 此 处 按 这 个 公式 计算 导数 , 称 为 菜 布 尼 英 法 则 
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附注 在 陈述 这 里 的 理论 时 我 们 没有 利用 积分 和 级 数 的 联系 , 而 宁可 每 处 陈述 
一 个 观念 , 这 个 观念 一 一 一 臻 趋 于 极限 函数 的 观念 , 事实 上 是 一 切 结论 的 根据 ， 然 
而 在 为 外 情形 中 根据 已 经 发 展 的 级 数理 论 能 够 在 论据 上 创立 出 形式 上 的 简化 . 今 试 
给 出 定理 3 的 新 的 证 明 来 作 解 释 (这 里 以 上 所 提 到 的 简化 是 相当 多 的 ). 


用 以 下 级 数 [477] 


co A 
rm= /flewas (ron) 
1 An—1 
来 将 换 积分 7(y). 这 级 数 中 的 每 项 


m= f(z,Yy)dz, 


nn 一 1 


由 于 506 及 507 目的 定理 2 及 3, 是 连续 的 而 且 有 连续 的 导数 


An 
) Pr 
A 


入 一 上 


由 这 些 导 数 所 组 成 的 级 数 对 y 在 区 间 [c, gj 上 是 一 致 收敛 的 . 这 可 从 积分 (11)[514] 的 一 致 收敛 
性 推 得 . 因此 根据 级 数 的 逐 项 微分 法 定理 [435] 以 下 的 导数 1'(vy) 存在 ， 


r= uw fis= f hea 


这 就 是 所 要 求证 的 . 
用 同样 的 方法 并 联系 到 函数 级 数理 论 中 相应 的 定理 , 我 们 可 得 出 定理 1[518] 及 2[520] 的 证 
明 (并 同样 得 出 下 一 目的 定理 4 的 证 明 ), 至 于 怎样 实现 这 些 证 明 , 让 读者 自己 作出 . 


521. 含 参 数 的 积分 的 积分 法 ”首先 证 明 以 下 定理 


定理 4 照 定理 2 中 的 假定 , 我们 有 以 下 积分 公式 


让 T(y)dy = 人 dy A 1 / dz [sea (15) 


事实 上 , 按 508 日 定理 4 对 于 任意 有 限 的 4 > a, 以 下 等 式 


f wf sna- [af te 


是 正确 的 . 根据 假定 , 函数 (3) 对 y 是 连续 的 , 并 当 4 一 ce 时 它 对 y 一 致 趋向 于 极 
限 (1). 因此 ,根据 506 目 定理 1, 左面 的 积分 可 以 与 极限 过 程 4 一 co, 在 积分 号 下 


互 换 , 这 就 是 
ad A d Co 
lm/ wf swar= f oyf few 


[521] 83， 积 分 一 致 收敛 性 的 应 用 . 595 . 


而 在 这 种 情形 下 右面 的 积分 当 4 一 co 时 其 极限 存在 , 这 也 就 是 说 它 与 积 


/ dz [slewa 


有 同一 数值 . 这 正 是 所 要 求证 的 . 
如 琳 利 用 关于 定理 2[520| 中 的 附注 , 则 不 难 由 此 推出 以 下 的 


推论 在 非 负 函 数 f(z,y) 情形 下 , 一 个 对 y 连续 的 积分 ,(1) 蕴含 着 公式 (15). 


这 样 一 一 在 已 知 的 条 件 下 一 一 我 们 建立 了 两 个 积分 互 换 的 法 则 , 其 中 只 有 一 
个 积分 推广 到 无 穷 区 间 , 男 一 个 仍 是 有 限 的 . 
在 许多 情形 下 需要 按照 公式 


/ 入 人 fen = [asf foo (16) 


作 两 次 无 穷 限 积 分 的 互 换 . 要 证 实 这 样 的 互 换 常 常 是 复杂 而 费力 的 事情 . 读者 在 以 下 
可 遇 到 许多 这 样 的 例题 . 
只 融 狭 罕 的 一 类 情形 , 按 一 般 考 虑 来 推 证 公式 (16): 


定理 5 若 函 数 f(z,y) 定义 在 zz>a 及 >c 上 并 且 在 那里 是 连续 的 . 再 假设 
积分 


| “i / Ry (17) 


在 任意 有 限 区 间 上 一 致 收敛 一 一 第 一 个 积分 对 于 y, 而 第 二 个 积分 对 于 xz， 于 是 如 
果 在 两 个 二 重 积分 


. wy | flo, la ' wf [f(z,y)ldy (18) 


中 至 少 有 一 个 积分 存在 , 则 (16) 中 的 二 重 积 分 都 存在 而 且 相 等 . 
假设 积分 (18) 中 的 第 二 个 存在 . 由 于 积分 广 fdz 的 一 致 收敛 性 , 根据 以 上 定 
理 , 对 于 任何 有 限 的 C > c, 我 们 有 


f » f(x,Yy)dr = a | peay 


还 需 证 明 右 面 的 积分 当 C 一 ce 时 容许 在 积分 号 下 取 极 限 , 因而 将 有 


oo CO C Co 
| ay | f(z,y)dr = lim | a | f (x,y) dz 
c a -a i 2 C 
=Jm | dz | /com= / dr Jim, / Go 


=/ 各/ yo 
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要 证 实 以 上 所 说 的 极限 过 程 , 需 根据 518 目 中 的 定理 1. z 与 C 的 函数 


fre y)dy, 


对 于 z 是 连续 的 [506 目 , 定 理 3], 当 C 一 oo 时 它 对 于 z 在 任何 有 限 区 间 上 一 致 赵 
于 极限 纯 数 


/ f(z Wady. 


/ dz / 本 


对 于 C 是 一 致 收敛 , 因为 由 于 
CC 
/ f(z,y)ady 


它 以 积分 (18) 中 的 第 二 式 为 一 个 优 积分 . 这样 定 理 1 的 所 有 的 条 件 在 这 儿 都 满足 
所 以 我 们 的 断言 也 证 实 了 . 

在 困 数 不 变 号 的 情形 下 , 事情 比较 简单 , 例如 . 对 于 非 负 函 数 (限于 这 种 情形 就 
够 了 ) 我 们 有 


推论 设 对 于 非 负 连续 函数 f(z,y), 式 (17) 中 的 两 个 积分 是 连续 函数 第 
一 个 积分 是 y 的 连续 函数 , 第 二 个 积分 是 z 的 连续 函数 ~ 那么 只 要 式 (16) 中 的 
二 重 积 分 中 有 一 个 存在 , 则 其 他 一 个 也 存在 , 而且 与 第 一 个 相等 . 


这 消 数 的 积 


< / f(z, 9) ldy, 


按照 定理 2 及 其 附注 , 很 显然 关于 式 (17) 中 积分 的 连续 性 的 假定 相当 于 要 求 它 
们 的 一 致 收敛 性 . 剩 下 的 只 需 应 用 以 上 的 应 理 , 并 注意 给 定 的 条 件 f(z,y)| = f(z, vy). 

本 方 的 命题 也 可 在 有 限 区 间 的 情形 下 逐 句 地 描述 : 这 儿 只 需 把 有 限 的 奇 点 过 一 0 
蔡 换 奇 点 z = co;( 如 果 必 须 的 话 ) 并 以 奇 点 y = d 代 换 奇 点 y = ow. 


522. 对 于 一 些 积分 计算 的 应 用 ”我 们 应 用 以 上 所 陈述 的 理论 来 计算 一 些 重要 
的 积分 . 
1?” 欧 拉 积分 


CO To—1 CO ma 一 人 rp 一 | CO To-1d7 
一 一 一 4x， 一 一 一 0， -一 一. 
0 工 十 Z 0 1 一 并 Jo 2 二 20cos0 二 1 


(0O<a<1) (0<a,b<1) (0<a<1,—xr<0<7) 
由 496 目 ,1) 的 结果 , 立刻 得 出 
”zm 不 1 
用 这 洒 上 -下 一 二 HT < 
SIN Th 
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2 


若 令 * =z 亦 , 我 们 可 求 得 当 a = 时 的 欧 拉 积分 中 的 第 一 个 : 


元 
一 一 4 = 一 一 一 一 一 . 19 


要 由 此 对 于 任意 满足 不 等 式 0<a< 1 的 oa 值 , 得 出 所 要 求 的 积分 值 , 须要 验证 
这 积分 对 于 给 定 的 参数 值 是 a 的 连续 函数 . 

当 0<zx<+o0 太 0<a<1 时 ,被 积 函 数 对 于 这 两 个 变量 保持 其 连续 性 , 并 且 
当 xz = 0 时 所 考虑 的 积分 对 a > ao > 0 一致 收敛 , 并 当 x = oo 时 对 a<ai<1 也 
是 一 致 收敛 . 实际 上 分 开 积分 > 为 两 部 :内 + ,不 难看 出 积分 


1 Qo—1 CO Qi1C—1 
/ dz 友 / dx 
0 1 十 区 1 1 十 外 
分 别 是 优 积分 . 


应 用 定理 2 于 积分 [”，, 也 应 用 对 于 有 限 区 间 的 相似 定理 于 积分 三 ， 即 可 看 出 
这 两 个 积 分 在 看 人 参数 全 三 时 站 连 统 的 
对 于 任意 值 a,0 < a < 1, 可 以 借助 于 (m 及 n 为 目 然 数 ,m < n) 形式 的 


值 来 任意 接近 它 . 当 ! _, ,在 式 (19) 取 极 限 过 程 并 利用 已 证 得 的 积分 的 连 
续 性 , 最 后 我 们 求 得 


tt 


CO ~a—1l 
/ ”dr 一 | 参看 519,4)|. 
0 


了 十 并 sin Ra 


完全 相似 地 从 496 目 2) 及 3) 得 出 


co ja—l1 _ bb—1l 
/ ”dr T(ctg aT 一 ctg b7) 
0 


1 一 2 
及 
[ rldz sin(1 — a)6 
GO Te. 
0 22 十 27.cos0 十 1 sin0 .sin QT 


2” 积分 


OO » 
SIn 化 
一 一 ax 
0 化 


n= | gr (a >0). 
0 VL 


信 助 于 对 参数 a 的 导数 来 计算 积分 的 值 . 然而 车 直接 应 用 莱 布 尼 菊 法 则 , 这 里 就 引 
/ COS QZ dz. 
0 


[参看 492,3?]. 
考虑 积 
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因此 我 们 引入 一 个 “收敛 因子 ”e-*(k > 0), 然后 开始 求 下 列 积 


OO a 
1= |/ okzSlh Zr (0 0) 
0 化 


的 值 . 
对 于 了 在 积分 号 下 对 a 取 导 数 是 容许 的 , 因为 定理 3 的 条 件 是 满足 的 : 被 积 E 
数 及 其 对 a 的 偏 导 数 在 z > 0 及 a > 0 连续 , 且 由 导数 结 采 而 得 出 的 积 
/ ez cos az dz = 二 
对 a 一 致 收敛 , 因为 优 积分 /edz 并 不 包含 a. 


所 以 对 于 wy>0 
dl k 


da a2+k2 
再 对 a 求 积分 , 得 到 
{= arctgT. 
(这 里 引进 积分 的 常数 项 是 不 必要 的 , 因为 这 个 表达 式 的 左右 两 面 , 当 a = 0 时 , 都 变 
为 零 .) 
这 个 公式 是 在 假定 k > 0 之 下 导 得 的 . 但 当 a = 常量 时 积分 了 是 的 项 数 , 且 
在 天 = 0 连续 ; 这 是 根据 定理 2 从 积分 对 当 > 0 时 的 一 致 收敛 性 推 得 的 [参看 
515,4?|. 换 句 话说 : 
lo= lim I. 
kk 一 十 0 
若 a>0 则 
1o = cin, arctg = arctg( 十 oo) = 
特别 是 ( 当 a = 1) 


3” 了 欧 拉 - 泊 松 积 分 


CO 2 
J = | e “~ dz 
0 
[参看 492,2?]. 
令 z= 他 其 中 心 为 任意 正 数 , 我 们 得 


959 2.,.2 
7=% | etdat. 
0 


现在 用 e-* dw 乘 等 式 的 左右 两 面 , 再 对 wv 从 0 到 co, 作 积 分 : 


7 ev ou 一 .7 = |/ eu du | eu tat. 
0 0 0 
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不 难看 出 , 积分 的 互 换 在 这 里 很 快 的 就 可 以 引出 所 要 求 的 结果 , 事实 上 在 互 换 以 
后 , 得 到 
2 ff -ar Ll/ dt _ x 
J fa/ 。 udu ; / = 


由 此 (显然 因为 J > 0) 
7= |/ e-? dz = VT 
0 


2 
为 了 说 明 所 实行 的 交换 积分 次 序 是 合理 的 , 我 们 试 着 使 用 521 目 定 理 5 的 推论 . 
然而 积分 


/ 一 (1 十 刀 )a ,a — 
0 


对 所 有 + 上 >0 是 上 的 连续 函数 , 而 积分 


1 
2 1+t 


/ et+t)u au 一 er .J 
0 


仅 对 w > 0 连续 , 而 当 w= 0 变 为 0, 在 这 一 点 产生 间断 . 所 以 直接 对 珑 形 [0, co; 0, oo] 
应 用 上 述 推论 是 不 行 的 ! 我 们 对 和 矩形 [wo, ce; 0, co] 可 应 用 推论 , 其 中 wo > 0, 因为 积 
分 


] 十 大 
对 所 有 ty>0 访 是 上 的 连续 函数 . 由 此 证 明了 等 式 


/ au | oudt= 上 4 e-(ltt )v dt 
UO 0 0 ”UO 


是 合理 的 , 余下 的 仅仅 是 : 使 wo 减 小 , 当 wo 一 0 时 取 极 限 , 根据 518 目的 推论 , 在 
等 式 右 边 可 在 积分 号 下 实行 . 
4° 拉 普 拉 斯 (Laplace) 积分 : 
”cos Br ”sin Pr 
=/ 有 一 dz >z= dz (a,8 > 0). 
y / XT， / r (a,8>0) 


ein Q2 十 2 


1 ] 
/ eti)u du 一 一、 .@™(1+t")uo 
2 
UO 


在 其 中 第 一 个 积分 , 令 


2 =/ et(o +z ) gt. 
QQ 十 工 0 


CO CO 2 2 
yy 一 / cos Bz dr / eto tz ) dt. 
0 0 


这 里 根据 定理 5 把 对 x 的 积分 和 对 t 的 积分 互 换 


9 2 5 2 
v= / eo at / ez cos Bx dz. 
0 0 


我 们 得 到 


但 内 层 积 分 是 已 知 的 [519,6)(a)] 
“ee 1 
| e Cos Hz dz = 5 Te 


加 人 -at dt 加 人 222 22 2 
= 了 人 e A=v"/ 6 4z02 {t=2°). 
回忆 497 目 ,8), 最 后 求 出 


所 以 


y = ee 
(全 
拉 普 拉 斯 第 二 个 积分 可 从 第 一 个 对 参数 8 导数 得 到 
op 
2 一 4G 3 . 


莱 布 尼 茨 法 则 的 应 用 是 合理 的 , 因为 积分 对 于 8 在 6 > bo >0 时 是 一 致 收敛 的 
1517,16)] 
5° 菲 涅 尔 (Eresnel) 积分 : 


OO OO 
| sin x* dx, / cos rT dx. 
/0 0 
令 rz? = 我们 得 到 


~ 1 /™ sint ~ 1 /~ cost 
/ sin x*dzx = ; / > at, / cosz2dz = ; / gt 
0 2Jo vt 0 2Jo vt 


先 求 在 改变 形式 的 两 个 积分 中 的 第 一 个 积分 . 
用 下 列 等 式 


Wh 


的 右 方 来 替换 (在 积分 号 下 ) 表达 式 考 将 所 求 的 积分 化 成 下 列 形状 ; 


上 2 
/等 sint := 二 sint a et go. 
VT 0 0 


各 的 百 扩 在 这 训 可 小 刘 化 最 让 的 
st 2 /fo 
/ w= 二 | “| e sin tdt 
2 Tn Tt 
“_.  _— ,/-O 
-去 /二 Tr Vr 2V2 V3 
因为 这 样 互 换 的 合理 性 的 直接 证 实 需要 艰难 的 变换 和 估计 , 我 们 宁可 在 这 里 (参看 
2°) 引用 “收敛 因子 * e-e(E > 0)， 


中 参看 472,2) 或 491,7). 
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我 们 有 
= a 
人 人 t sin 地 上 e du 


2 —(k+u?)t , 本 Bs du 
| wf C si 地 = 元 上 要 
这 里 可 信 助 于 定理 5 建立 积分 互 换 的 可 能 性 . 最 后 , 当 一 0 时 还 需 取 极 限 的 过 程 
内 分 号 下 进行 . 


Sint yy nT 
人 


对 于 积分 说 2 dt 我 们 得 导出 同一 数值 . 由 此 


/ nedz = |/ cos x”“dz = ~4/ ~. 
0 0 2 A 


523， 在 积分 号 下 取 导 数 的 例题 
1) 从 已 知 的 积分 ( 当 a > 0) 


Oo CO 1 
te A dx 1 x 二 | 
dz = 一 /一 © 二 ~ 一 一 dz = —. 
| DoVo 9) / GG ® | 


索 次 对 参数 微分 以 推 得 新 的 积分 . 
(a) 解 按照 莱 布 尼 区 法 则 , 经 n 次 微分 后 , 我 们 得 出 


一 az2 27 (27 一 1)!! i 

| e Z” dx 一 en 全 

因为 在 这 里 所 得 到 的 积分 都 是 对 a 当 a > ao > 0 时 一 致 收敛 (例如 , 所 写 出 的 积分 的 优 积 

分 是 人 ez z?ndz) 所 以 莱 布 尼 芯 法 则 的 引用 是 合理 的 ， 
(6) 解答 


因此 , 最 后 


(B) 解答 


1 
a—1 Nn _/_1\n 
/ r “ln zdz=(—1) i 


0 
2) 用 对 参数 的 微分 法 计算 下 列 积分 (a, 6,& > 0) 
(a) J a cat 
0 


公 
1 ~ sin az sin bz -kz ] 
[@) = 一 一 尼 ， 
(a) 解 了 对 ea 的 导数 可 用 以 下 积分 来 表达 , 这 个 积分 对 a 是 一 致 收敛 的 ; 
adJ 


Qt 
四 
-一 一 e “sin QT dz = 一 
aa 四 a 十 


. 602 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [523] 


由 此 
J = na 十 大 十 C 


因为 当 wa = 0 时 积分 了 变 为 0, 所 以 C = -3 ln k?, 故 最 后 


1 a” 


(6) 用 互 对 a 在 积分 号 下 求 微 分 , 我 们 得 出 


CO 。 
aH _kzSin OZ cos QT 
一 ee ”一 dx. 


da 0 rz 


莱 布 尼 茨 法 则 的 应 用 是 合理 的 , 因为 在 这 里 不 难说 明定 理 3 的 条 件 成 立 . 
把 正弦 与 余弦 的 乘积 化 成 两 个 正弦 的 差 , 即 可 将 所 得 到 的 积分 化 为 已 知 积分 的 形状 [522,2°]; 


2 一 / _ kg sin(g + Pz 1 -| _kz Sin(Q 一 zu 
0 0 
= (arctg s+? 一 arctgS 站 “ . 
对 a 求 积 分 : 


a+p CT Qa-—b a—pB k, k++(a-p8) 
Sn TP) 
2 ETE 2 Ear to 


FH = 


其 中 常数 C =0 (因为 当 aw = 0 时 ,H = 0). 


3) 计算 积 
co 1 一 
/ li-e costat 
0 t 


提示 “考虑 更 普遍 的 带 有 参数 的 积 


OO 
1 一 Qt 
/ - cos tdt, 
0 


借助 于 微分 法 计算 以 上 积分 , 然后 令 a = 1. 
答 jin V2. 
4) 计算 积分 


co 2 2 
(a) n= | In(L 十 2 rz),. (a,b > 0); 
0 


b2 十 23 


™ arctgrZz 
(6) .72 / ZI + 12) dr {7 之 0) 


(8) 万 二 / EO CLE dz (a,b>0). 
0 


2, .2 
(a) 提示 “ 当 ao > 0,7) 对 “是 连续 的 ; 对 于 0<a< oa 是 优 函数 . 对 于 a > 0 


dJ1 _ | 2az” rm. 
da J (B+72)(l+ a27?) ap 十 
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D012? 


对 于 0 < oo TIE 是 优 函 数 . 
答 太 三 7 In(ab + 1). 


(6) 提示 “ 当 r > 0, 取 导 数 


.2 _ dz -TI 1l1 . 
dr 人 (L+r2z2)(1 二 2z2) 21 十 7 
! 是 优 函 数 . 答 T 
T+ 和， 全 “二 了 mn (1 十 了). 


(Ba) 提示 对 a 取 寻 数 引 到 积分 J 的 形状 : 


b 
co co arctg—t 
4 一 - arctg2Z or 一 一 一 一 xi 一 Tln2 二 (a > 0). 
da 9 工 十 Q22? gs o tl1+#t2) 2 a 


Tr， (a+ bt” 
人 hh gm 


附注 当 7 = 1, 并 变换 z = tgt, 从 J 得 出 以 下 积分 


三 gt 一 二 in2. 
0 tgt 2 
由 此 用 分 部 积分 法 , 重新 求 得 [参看 492,1? | 


Ig 


5 
/ ln sin tdt = -5 ln 2. 


0 


5) (a) 计算 积分 n 
J = / ez Cos 257 dz. 
0 
解 ”我 们 有 


一 一 -/ ez ‘27 . sin 2brdz. 
ww 人 
用 分 部 积分 法 , 然后 得 到 


oD 2 
一 -一 一 一 一 2 一 一 。 
7 28 / e cos 2bzadrz 20J 


这 样 对 于 J 的 确定 , 我 们 得 到 了 一 个 可 分 离 变量 的 简单 的 微分 方程 [358]. 求 积 分 , 得 出 
J 二 Ce 


因为 当 = 0 时 , 我 们 应 有 J 二 人 所 以 C 就 等 于 这 个 数值 . 最 后 


v 一 en 


[参看 519,6) (a)]. 
(6) 如 果 用 同一 方法 计算 积分 互 = [ee-” sin 2bz dz, 则 我 们 得 到 下 列 的 微分 方程 


aH 
—— 十 20H =1. 
ab 


. 604 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积 [523] 


两 面 乘 以 ee”, 在 左 方 显然 得 到 乘积 ex” . 末 对 b 的 导数 , 从 0 到 5 求 积分 , 得 出 


b 
es” n= | et db 
0 
2 b 2 
H=e™? / et dt. 


0 
这 里 为 要 表达 这 个 积分 , 就 必须 引进 一 个 新 的 “ 非 初等 ”函数 : 


(因为 当 8 = 0, 互 = 0). 这 样 ， 


[参看 519,6)(B)] 
6) 计算 积分 (a,b > 0) 


解 ” 所 要 求 的 积分 与 下 列 积分 


2 _ 2_ e2 
=/ e” ydy, 
0 


只 差 一 个 因子 亏 其 中 cz = ab( 用 代 换 yy 二 Vaz) 
我 们 有 


1 
答 5 Ve 参看 497,8)]. 


7) 计算 积 
oO —at 一 Qt 
-| e cosbt cos pt (om > 0). 
0 
解 ” 分 别 对 a 及 对 b 取 导 数 , 得 到 
OJ 及 at 加 化 
5 一 / e cos btat = ps p32) 


OJ 一 t b 
hd a btdt=——. 
5 / e sin btat ap 


根据 这 两 偏 导数 不 难 还 原 到 原来 的 函数 定 
J = -3 In(o” 十 的) 十 C， 
其 中 C 与 a 及 无关 . 因为 当 a=al 及 = 有 时 了 =0, 所 以 
C= > In(a? 二 的) 


中 以 后 我 们 将 系统 地 来 讲解 这 个 问题 , 这 里 只 从 观察 来 建立 这 个 “ 原 函 数 ” 
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4 a 
ee 
2  Q2 十 2 


8) 计算 积分 (a > 0,5 > 0): 


CO 六 CO 
2 一 . 2 
w= | e “” cosbx’dz, | e “"” sinbz’dz. 
0 0 


解 ” 利 用 莱 布 尼 欧 法 则 我 们 得 到 这 两 积分 对 参数 b 的 导数 : 


gy 一 一 2 bz2dz， 一 站 cos bx dx. 
db do 
由 此 分 部 积分 容易 得 出 
du __ 1, bd dy_ 1 bd 
db 2a adb’ db 2a Q db 
或 对 导数 解 这 方程 组 一 一 
du pu ayv dv _ QU 一 bv (20) 
db 2(a2+62)’ db 2(a?2 + 0b2). 


这 样 对 于 未 知 的 的 函数 vw,wv 的 定义 , 我 们 得 出 了 微分 方程 组 . 
引进 实 变量 b 的 复 函 数 ww = ww 十 记 , 容易 把 问题 化 为 一 个 方程 (有 可 分 离 的 变量 ). 也 就 是 把 
i 乘 方程 (20) 的 第 二 式 , 与 第 一 式 按 项 相 加 则 得 到 方程 


1 
一 ”一遍 一 


2 
db ”2(a2 十 好) 人 


2 
VD 
”= 2 Va 


至 于 符号 Ve 土 i 我 们 了 解 为 这 个 根 的 一 个 分 支 , 它 当 b = 0 时 成 为 算术 根 二 Va. 
大 家 都 知道 


Va+ 村 = 2 -+tVe 0 


@ 令 va 二 页 = z+ 我 人 有 a= z?-y?,b== 2zy, 由 此 得 出 


aa 十 Va2 十 妨 一 a 二 Va?++b2 
9 2 3 


这 里 我 们 取 两 根 都 是 正 号 , 因为 这 才 符 合 刚才 所 同意 的 约定 , 而 且 使 得 zy = :4 


二 土 


606 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [523] 


ww = 了 V otvotb 一 2 十 Va2 十 六 
2V2 Q2 十 0 0Q2 十 妈 


分 别 使 实数 与 虚数 部 分 相等 , 我 们 最 后 得 到 


一 az2 2 1 A QQ 二 vy Q2 十 b2 
Vv 一 eE cos bzx’ dz = 二 /一 一 一 > 一， 
0 2V2 a*+b 


2 1 /x /—~a+vVa+b 
J 一 e sin bX’ dz = 5 5 一 一 . 
0 


这 样 ， 


a?+b2 


这 些 公式 的 得 来 是 在 主要 的 假定 a > 0 下 的 . 但 借助 于 定理 2[ 参 看 515,4°] 容易 看 出 这 两 积 
分 是 a 的 连续 消 数 , 并 当 a = 0 时 , 它们 也 是 连续 . 所 以 当 a 一 0 时 把 所 得 的 等 式 趋 于 极限 , 我 


们 得 出 ( 若 5 > 0) 
”> ™ 1 ni 
/ cos pz2 dz =/ sin br dz = 一 4/ 一 . 
0 0 2V 20 


这 就 是 菲 涅 尔 积 分 [参看 522,5°]. 
9) 证 明和 借助 于 微分 方程 可 以 简单 地 来 计算 拉 普 拉 斯 积分 [参看 522,4?] 


我 们 已 经 看 到 


再 次 对 6 的 微分 不 能 在 积分 号 下 进行 , 因为 这 样 微分 所 得 的 结果 已 经 是 发 散 的 积分 . 
但 是 如 果 将 所 写 出 的 等 式 按 项 加 上 以 下 的 等 式 


[522,2°], 则 得 到 


这 里 在 积分 号 下 取 微分 , 又 重新 是 可 能 的 , 用 这 样 的 做 法 , 我 们 得 到 


2 Ob 
入 -| cos pe 
0 


dpB? Q2 十 22 
这 就 是 
d*y 加 
A082 一 
对 于 这 个 常 系数 二 阶 的 简单 微分 方程 , 按照 其 “特征 方程 ”的 根 土 a, 很 容易 作出 方程 的 一 般 
解 : 


Qa”Yy. 


y = Ce + C2e °S, 


中 然而 在 以 后 我 们 完全 不 需要 有 这 积分 的 数值 , 我 们 只 需 知道 对 于 所 有 6 > 0 这 积分 保持 一 个 
向 量 数值 . 关于 这 一 点 只 用 代 换 上 = Bz 容易 来 说 明 的 . 


[523] §3， 积 分 一 致 收敛 性 的 应 用 . 607 . 


其 中 Ci 及 C2 是 常数 . 但 对 于 所 有 6 值 , 量 y 是 有 界 的 : 
~ dz gi 
|y| < / ns 
因此 知道 Ci 必须 等 于 0( 因 为 如 果 不 然 , 当 6 一 co, 量 y 将 无 限制 地 增加 ). 
为 了 确定 常数 C2, 今 6 = 0, 显然 


最 后 


由 此 取 微 分 , 得 出 z. 
10) 计算 积分 : 


对 于 所 有 的 a 值 , 由 于 有 优 函数 e-* ”保证 了 积分 的 存在 性 及 连续 性 . 照 菜 布 尼 茨 法 则 


du De i Q 
ee e Sn 一 -一 4 一 一 2 e 3 sin 3 ay/ (y= =). 
da 二 元 站 


第 二 个 积分 一 一 在 y 二 0, 也 在 yy = co 一 一 对 于 所 有 的 a 值 , 是 一 致 收敛 , 所 以 第 一 个 积 
分 一 一 在 z=0, 也 在 x = co 一 一 对 于 适合 不 等 式 0< ao 和 a 乏 4 < +eo 的 wa 值 也 一 致 收 
敛 2) 这 样 . 对 于 a > 0 用 某 布 尼 茨 法则 是 合理 的 . 

冉 次 对 a 微分 ( 它 的 合理 性 可 以 类 似 地 证 实 ) 给 出 


a? i . 一 2 四 一 了 2 oz 
二 - -2 / Bs pay=4 | e sinsdr= 4v. 
0 y /0 . 


da2 
完全 同样 地 , 得 到 
2 一 一 
令 了 w= 二 4 十 记 . 对 于 w 的 定义 我 们 有 以 下 微分 方程 


d*w 
da? 


组 成 “特征 ”方程 入 十 4; = 0, 其 根 为 入 = 土 V2 二 V2i. 我 们 写 出 微分 方程 的 一 般 解 : 


一 —42w. 


Ww 二 4 十 约 二 4e-“VY2(cos QV2 十 ;sin aV2) 十 Be*“?(cos QV2 — isinaV2). 


”请 读者 注意 : 第 二 个 积分 的 一 致 收敛 性 是 对 所 有 的 a e [0, oo) 成 立 的 , 而 对 第 一 个 积分 却 不 
能 这 样 断言 : 仅 能 说 当 ae [ao, 4] 时 的 一 致 收敛 性 . 不 难 证 明 , 第 一 个 积分 对 a € [0, co) 的 一 致 收 
敛 性 事实 上 不 成 立 . 

本 例 是 对 如 下 重要 情况 的 一 个 很 好 的 说 明 : 在 作 变量 变换 时 , 积分 的 一 致 收敛 性 不 一 定 保持 , 在 
变换 下 , 它 可 能 消失 , 也 可 能 呈现 (为 了 检验 第 一 个 积分 当 a e [ao, 4] 时 的 一 致 收敛 性 , 读者 可 能 
要 以 一 致 收敛 的 定义 为 出 发 点 估计 同一 个 函数 的 积分 /* 与 />, 为 此 目的 , 例如 可 以 在 每 一 个 积 
分 中 作 变 量变 换 y = 全) 


* 608 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积 


因为 函数 w 对 于 一 切 a 是 有 界 的 , 所 以 必须 B = 0; 并 且 当 a = 0 应 得 w= 


最 后 
4 一 Ye cosaV2，v 二 ev5sin aV2. 


11) 证 明 恒等式 


.2 
e ”dr 


|/ 和 车 =- 计 / 生 全 
用 %% 记 第 一 个 积分 ,v 记 第 二 个 积分 . 在 w 中 令 zx? 十 qa? = 7 改变 为 


2 ~ 3 
内 一 6e” / e * dy. 
[a 


CO ee” z2 dz 
元/ 2 十 1 
取 对 a 的 微分 (按照 菜 布 尼 茨 法 则 ) 把 导数 2 表达 成 以 下 形式 


we 2 2 
dv 一 一 <0 eo dz 一 ~ dz >、 
da VT | ， 2 二 1 


由 此 求 得 了 确定 v 的 线性 微分 方程 : 


(a > 0). 


在 v 中 引进 新 的 变量 z = az, 得 出 


dv 
da 


以 “积分 ”因子 e-* 乘 上 式 的 左右 两 面 得 出 以 下 等 式 


— 2av 一 一 1. 


如 果 对 a 从 0 到 a 求 积 分 , 则 得 到 


包 
2 2 
一 _t 
vr:e ” =w-/。 dt. 
0 


1 
vo 一 lm » = 一 一 2 YT 
a—0 VT 0 z< 十 1 2 


因为 这 同一 数 是 积分 /”e-* dt 的 值 , 所 以 对 于 v 最 后 得 出 


2 ° 2 
—t 
v= | edt 
Q 


这 里 vo 自然 是 % 的 极限 值 


这 就 是 与 % 是 同一 表达 式 . 
12) 证 明 每 式 ( 当 > 0 时 ) 


站 ,因此 A= 


[524j] §3. 积分 一 致 收敛 性 的 应 用 . 609 . 


两 个 积分 作为 的 函数 适合 微分 方程 


/1/ 一 
| 十 2 二 Kk 


对 第 一 个 积分 , 按 莱 布 尼 让 法则 对 它 微分 两 次 便 可 证 明 这 一 点 , 对 第 二 个 积分 , 可 表 为 


”sin ”cost 
cosk. —— dt— sink-: — dt, 
k t k t 


由 此 来 求 其 导数 更 为 简单 . 
因 上 述 两 个 所 论 积分 的 差 z = z(k) 适合 齐 次 方程 z” 十 z = 0, 那么 此 差 具 有 如 下 形式 : 


z= Cc1:Sin(k + c2), 


其 中 cl 与 ca 是 和 常数, 但 是 两 个 积分 , 以 及 随 之 它们 的 差 , 当 一 co 时 趋 于 0, 由 此 cl = 0, z(k) 三 
0. 所 求 等 式 证 毕 . 

524. 在 积分 号 下 求 积分 的 例题 

1) 用 积分 号 下 求 积 分 法 求 下 列 积分 的 值 : 


eo eb ”cos az 一 cos by 
(3) / 一 (6) / de (a,b > 0). 
| 1 
”dr 一 一 > 0 
/ 2 d= (y>0) 
对 于 y 在 y> yo > 0 一致 收 敛 . 对 y 从 a 到? 求 这 等 式 的 积分 , 其 中 左面 的 积分 可 以 在 积分 号 
下 进行 , 我 们 得 到 
CO b oo 一 az —bzx 6 
/ ar | ct = | Toy 一 In 
0 a 0 L a Y a 
[参看 495,1)]. 


(6) 相似 的 从 以 下 的 积分 出 发 : 


™ sin yz ni 
一 一 一 4 一 一 0). 
/ ~ dr=5 (y>0) 


它 对 于 yy 在 y > yo > 0 也 一 致 收敛 , 我 们 得 出 


?dz ? ”cos az 一 cos bz yi 
| s/w | r= 0-0) 


参看 497,10)(a)]. 
2) 将 第 一 型 完全 椭圆 积分 


K(k) -三 dp 
0 1 — k?2sin? w 


看 作 模 k 的 孜 数 , 试 求 这 函数 在 区 间 [0, 1] 上 的 积分 ， 


610 ， 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [524] 
我 们 有 
1 1 到 邢 1 
2 do 2 dk 
KOOd= /下 上 一 | “| 一 和- 
/ 0 J0 /1—k?2sin?w 0 “人 1 — k2sin? w 


玉 
(OO 
=/ sin Da 
0 


上 式 经 代 换 z = tg 引 到 了 以 下 的 积分 值 的 两 倍 : 


f dx ~ G — 0.915965... 
0 


[G 为 “ 卡 塔 兰 ”常数 , 参看 328, 6) 及 440,6)(a)]. 
由 于 定理 5 的 推论 (修改 的 ), 积分 的 互 换 是 可 以 进行 的 . 被 积 消 数 在 矩形 [0,r/2; 0,1] 中 处 
处 是 正 的 , 并 且 连 续 ; 只 除开 (=,1) 这 一 点 , 在 这 点 上 , 它 成 为 oo, 积分 


7 dy 
| Vi2sin2o 
在 8< 1 时 是 大 的 连续 函数 ,而 积分 


[ dk 
0 1 — k?sin? wv 


在 p< 3 时 是 op 的 连续 函数 . 最 后 , 二 重 积分 中 的 第 二 个 显然 存在 . 这 样 , 推论 中 所 指定 的 条 件 
都 适合 . 
在 以 下 紧 跟着 的 例 中 , 我 们 将 重新 讨论 已 经 知道 的 零 附 标的 山 塞 尔 蚊 数 [440,12);441,4)]. 
Jo(Z) = a / cos{(z sin 0)dgo. 
7 0 


但 是 要 假定 Jo(z) 的 “ 渐 近 ”公式 作为 我 们 结论 的 基础 , 这 个 公式 我 们 用 而 不 证 . 这 公式 就 是 


Jo(z) = Vs (z- 7) + oto), (21) 
其 中 wo(z) 对 于 无 限 增 大 的 x 是 有 界 的 : 
Ipolz)| < 5. 
3) 计算 积分 、 
4 | er jo(z)dr (a> 0). 


我 们 有 


工 


oO 2 
4=2 | | cos(z sin 0)d0 
”Jo 0 


2 /3 5 2 /2 a 1 
一 一 dad0 e “cos(rzsin0)dz=— 一 -一 一 一 00 = 
2 [ ( ) 2 a2 十 sin20 TIT 二 0a5 


[524] 83， 积 分 一 致 收敛 性 的 应 用 -611 . 


由 于 以 下 积分 
/ e “cos(zsin0)dz 


0 
( 优 函 数 :e 于 ) 的 一 致 收敛 性 , 积分 的 互 换 是 容许 的 . 
因为 从 (21) 就 知道 积分 _ 
/ Jo(Z)jdz 
0 


收敛 呈 , 所 以 积分 4 是 a 的 连续 函数 , 且 当 a = 0 时 它 也 是 连续 的 [515, 4°, 定理 3], 因此 以 上 
只 分 的 值 可 以 从 4 的 表达 式 当 a 一 0 时 取 极 限 得 来 , 这 样 


/ Jo(Wdr=1 


a= |/ — Jo(z)dz, (a > 0). 
0 


2 f/f/™ sinaz 2 . 2 /3? ”sin az 
B=— 一 一 一 ax cos(xsin0)d0 = — 0 一 一 cos(Zsin 0)dzx. 
T 人 Wy 0 T 人 0 Zz 


但 内 层 积分 是 狄 利克 雷 的 “ 间 渐 因子 ”[497,11)]: 


QQ 


a 
oi 一 ， 藻 sn 0<oa， 
/ 一 cos(zsinb)dz 一 2 

0 2 0， 和 在 sin0>a. 

因此 
CO 、 一 ， 当 a > 1 ， 

a= 上 sinaz jiroydz = | 3 
0 L arcsin Q， 当 w < 1. 


我 们 要 建立 积分 互 换 的 容许 性 . 我 们 有 


A 区 
2 ] 2 

2 | ez | cos(x sin 0)d0 -2 »/ 四 Sm az — cos(x sin 0)dz 
To 7 0 


但 内 层 积分 可 以 写成 以 下 的 形状 : 
广 sin QX cos(z sin 0)dz = 1/ sin(a + sin 0)z 广 sin(a — sin ee | 
0 x 1 也 1 世 


4(a+sin0)  ， A(a—sin0) . 
_i |/ Sin dz+ 上 | (22) 
2 0 之 0 之 


大 a > 1, 因而 a 一 sin0 > 4 一 1 > 0, 则 这 表达 式 当 A 一 co 时 对 0 是 一 致 趋 于 极限 ; 换言之 , 积 
分 fo Sn or cos(Zsing0)jdz 一 致 收敛 , 所 以 积分 互 换 是 合理 的 . 当 a < 1 时 , 在 0 = arcsina 的 


| 一 


5 以 了 解 的 , 如 果 把 (21) 式 右面 的 和 的 第 一 项 写成 以 下 形状 : 


2 工 | . . ) 1 【+3 = 】 
4/ -一 |cos zcos 一 十 sin Zsin 一 | = 一 . 
NT 4 4 VT \ Vz VI 


: 612 、 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [524] 


附近 一 致 性 是 违反 了 . 但 因 表 达 式 (22) 对 于 所 有 的 4 和 9 值 还 是 一 致 有 界 的 ( 优 蝎 数 是 音量 )， 
所 以 外 层 积 分 当 9 = arcsin a 时 对 4 一 致 收敛 , 因此 当 4 一 co 时 在 积分 号 下 取 极 限 仍 是 容许 
的 , 所 以 积分 的 互 换 是 合理 的 . 

5) 由 积分 B, 对 参数 a 取 微 分 可 以 得 出 另 一 个 有 趣 的 积分 : 


CO 0, 当 a > 1， 
| JO(2) eos QL d= 1 i 
, 二 过 

VT 一 Q? 


为 了 在 积分 号 下 取 微分 的 正确 根据 , 我 们 注意 , 积分 C 对 于 a 在 任何 不 包含 a = 1 的 闭 区 
间 , 都 是 一 致 收敛 的 , 这 个 结论 是 可 从 渐 近 公式 (21) 推 得 . 把 公式 写成 以 下 形状 @ 


po(Z) 
ey 


JE (cosZ 十 SinZ) 十 


Ny 

两 面 乘 以 cos ax: 
1 cos(1 十 a)zx+ cos(1 — a)z+ sin(l+a)z+ sin(l — a)z 国 pOo(X) COS QZ 
2 yf m3/2 


和 的 第 二 部 分 有 优 函 数 -5 至 于 和 的 第 一 部 分 的 积分 , 则 当 |1 -al > 5 > 0, 它 是 一 致 收敛 的 


上 上 一 个 公式 也 证 明子 当 a 二 1 时 积分 C 是 发 散 的 . 
6) 计算 积分 


Jo(zZjcos a7z = 


| 0 
和 了 
我 们 有 
ce ] 入 
p=2 | a / cos(Zsin 0)d0 
人 了 
9 办 i 
=2/ 0 | a 
n 4 
0 0 
站 闻 
一 二 / Nn Vla? — sin? 0| — ln sin 0]d6. 
To 


[参看 497 16),(6)]. 这 样 [497,7) 及 511,7)]: 


i ] Vo ~—1). .aS 1, 
| 1 | n(ai+ va , = 
0 


也 0， a 


为 了 积分 互 换 的 理由 , 我 们 首先 对 于 有 限量 4 号 出 
. 区 
2 | lrg | cos(zx sin0)a0 
4 . 0 
让 
-2 / a | -二 一 一 cos(zsinbdz， 
T 六 


现在 问题 是 可 不 可 以 从 等 号 右面 式 子 当 4 一 co 时 在 积分 号 下 取 极 限 . 
参看 前 一 脚 福 . 


[524j] 83， 积 分 一 致 收敛 性 的 应 用 . 613 . 


为 要 人 赋 究 内 层 积 分 趋 于 极限 的 性 质 , 我 们 考虑 积分 


A 1 — cosaz 
/ ee cos(x sin 0)dz 


1 
“2 


广 sin 6 4'(a+sin 6) A’la—sin 6| os 
于 
/ 4(a+sin 9) Ala—sin b| 4 

A(atsin 0) 广 (atsin 0) ; 人 六 | cosz 
人， 人 sin 0 J 4sing A'sing “ 
向 于 积分 “= dz(% > 0) 存在, 委 清楚 地 知道, 对 于 所 有 的 9 值 在 任何 闭 区 间 上 不 包含 0 或 
arcsin a( 右 a < 1), 就 是 取 4 和 A’ 充分 大 , 可 使 这 和 数 随意 小 . 这 样 , 内 层 积 分 当 4 一 co 时 一 
致 趋 问 于 极限 , 只 在 一 个 或 两 个 所 提 及 的 值 附近 是 违反 的 . 

但 是 , 在 为 一 方面 , 这 个 内 层 积分 有 优 函 数 |nwae+singl+|inwvoe-sinbl+lnsinbl 二 C， 
它 在 区 间 [0. 工 | 上 是 可 积 的 , 其 中 C = C(a) 是 不 依赖 于 9 的 常数 79; 这 意味 着 无 沦 在 9 二 0 
还 是 4 = arcsin a( 硅 a < 1 外 层 积分 是 一 致 收敛 的 . 因此 , 照 518 目 定 理 1 和 , 以 上 提 及 的 极限 


过 程 终究 是 容许 的 . 
7) 由 于 对 参数 的 微分 得 出 积 


1 
2 


人 EE [2cos(z sin0) — cos(a + sin 0)zx — cos|a — sin 0|2] 
-3 / 
2 


] 


sx 
， 习 Qa > 1 
五 一 | Jo(Z)sin azaz = Va2 一 1 
/0 0， 当 a < 1. 


运用 公式 (21), 同 例 5) 一 样 可 引出 我 们 的 论据 , 当 a = 1 时 , 这 积分 是 发 散 的 . 


8) (a) 在 
7= wf/ 从 和 5 


的 情形 中 , 试 直接 验证 积分 互 换 的 容许 性 . 


—_— 


我 们 有 ro 2 i 
i - 
1 (722 二 y2)? TY | l+y 
"0 ™ dy TT ， 和 
J 一 一 一 一 6 二 一 一 一 一 一 一 . 
/ It SY T2127 4 


人 9 我 们 来 说 明 积分 的 估计 ,为 了 简明 ,用 及 9(z)dz 表示 这 个 积分 . 因为 万 = 几 + .人 且 显 然 各 
人 (0) 所 界限 ,只 需 在 4 > 1 时 估计 [gl(z)dz. 应 用 在 正文 中 所 得 
积分 [”g(z)dz 的 表示 , 我 们 可 以 把 |^g(z)dz 记 为 三 个 形 如 f? 一 一 dz 的 积分 (其 积分 下 限 相 
应 地 等 于 sinb,o+sinb,lao-sinbl) 之 和 . 因为 [” 一 dz z 收敛 , 当 p' >p > 1 时 积分 f? gz 按 
其 模 被 某 个 省 数 Cs 所 界限 由 此 ,对 于 >p>0 有 |]? 2as| < | 3454s < limaltcs 
因此 < (2 |Insingl+ |In(atsinO)| + |Inla sinOll+4C2) 这 网 寻 致 具有 负数 C = Ci 二 2C2 


的 所 求 积分 [“g(z)dz 的 估计 . 


. 614 ， 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [524|] 


同时 对 于 另 一 个 二 重 积分 


相似 地 得 出 J = 7 ; 互 换 是 不 容许 的 . 
特别 地 注意 [ 像 我 们 在 517,1) 中 所 说 明 的 ] 以 下 积 


DO 2 2 
2/ 一 小 
—— 7 
/ (77 Fy) 


对 y 在 所 有 的 y > 工 是 一 致 收敛 ; 相似 的 也 可 证 明 积 


oo yy? _ mr2 
/ (2z2 十 y2)? dy 
对 z 在 所 有 的 xz 1 是 一 致 收敛 . 
在 这 里 定理 5 不 能 应 用 , 因为 (容易 直接 证 实 ) 积分 


ly —z | Iy ey 
d 7 ad a 
= (z2 + ?2)2 2 f ,1 (z2 + y2)2 
CO 1 
2 一 2 1 
d ay 一 一 1 dq 二 
/ | CE 人 | CE 2 


的 情形 中 , 容易 证 明 积分 互 换 是 不 容许 的 
这 里 , 积分 、 
2/ 一 化 
/ Eo 


一 一 从 定理 4 已 经 可 以 明白 一 一 对 于 y 在 区 间 [0,1] 上 不 能 一 致 收敛 (关于 这 点 是 容易 直接 证 
明 的 .) 
(a) 再 举 一 个 同类 型 的 漂亮 的 例 [哈代 ]: 史 


1 CO 
/ dar (pe 一 PZUV _ 7 )dy 一 / wy (oe- qe Ydz 
0 1 
4 


奇 取 p > 0,g > 0,p 关 g, 积分 并 不 等 于 零 . 
9) 引进 两 个 新 的 方法 来 计算 拉 普 拉 斯 积 


=/ 2 P70, 
0 1 二 Zz 


是 发 散 的 . 
(6) 在 


[参看 522,4?] 
因为 


由 伏 涩 兰 尼 积 分 [495,1)]. 


1524] 3， 积 分 一 致 收敛 性 的 应 用 . 615 . 


-人 ”~ 


J -/ COS ode | e “Ysin ydy. 
0 0 
积分 互 换 , 得 出 


CO OO OO . CO a 
. siny rsin Dz 
J 一 sin wd ce “Ycos brdz = Y dy = dr. 
" "f 7 o B+ | 1 十 2 


代入 即 把 J 写成 以 下 形状 


但 最 后 的 积分 , 除了 正 负 号 以 外 , 表示 是 55， 所 以 ,7 满足 以 下 简单 的 微分 方程 


djJ ,8 
dB J 由 此 j=Ce ， 


因为 当 8 一 0 时 , J] =C = 5 所 以 最 后 了 = 二 e 4 
剩 下 还 须 说 明 积分 互 换 的 根据 . 若 0 < a < 4 < oo, 容易 说 明 以 下 等 式 是 合法 的 


cos Bz 人 A ~ 
dz = cos Bzxdzr e “Ysinwydy 
0, 1 十 2 a 0 


OO A 
=-/ sin wy / € “YcospBradzr 
O Q 


=/ sin ydy Bsn BA yo0A Ay AsinBa ~ yoos ao 
0 


y2 + 02 y2 十 52 
， siny _A ~ ysiny -A 
-osnp4. 上 Ge "ay -cospA. | J oe Ydy 
0 0 
. si _a ys _g 
-esingo 上 re ‘dy coso. | 5 Te Ydy. 
0 0 


所 有 的 积分 相应 地 对 于 a 及 4 的 一 致 收敛 性 , 容许 在 积分 号 下 取 a -0 及 4 -oo 的 极限 过 程 . 
宙 此 站 知 , 所 考虑 的 表达 式 , 在 所 指出 的 两 次 极限 过 程 中 , 实际 上 趋 于 极限 /0” 当先 dy 
10) 利用 另 一 个 恒等式 


x _/ 
ra- / e ”sin zy dy, 


”cos Bz | 
J =/ Ea [ e ”sin zydy. 
0 - 0 


CO CO 。 
=/ ay [ 2 cos Brdz, 
0 0 2 


由 于 内 层 积分 的 性 质 我 们 得 到 狄 利克 雷 “ 间 断 因 子 ” 


959 sj 0， 当 0<y<A， 
/ > Yo Braz = TNT 9 


我 们 可 写 出 


在 这 里 互 换 积分 : 


J = 二 e “dy = 一 e-4. 
2 8 2 


: 616 ， 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [524] 


关于 积分 互 换 的 理由 , 我 们 注意 下 列 积分 
/ cySm TY .cos Bxdy 
1 7 
对 z 是 一 致 收敛 (以 ye ?7 为 优 函 数 ). 因此 

A A co 
/ 1 Sao= | eae | e Ysin zy dy 

oo 4 ， 
=/ vay | 2Y cos pr dz. 

0 0 了 


在 最 后 的 积分 中 , 当 4 一 oo 能 不 能 (对 y) 在 积分 号 下 取 极限 呢 ? 被 积 函数 是 e-Y 乘 以 


4 . 4 ， 
/ sin zy 。。 Bz dy = 1 / sin(y 十)z 十 sin(y 一 已 Z 
0 I 2 ./ 7 


1 (y+8)A Sinz (vB)A Sinz 
二 一 0Qz 十 dz >. 
2 0 儿 0 之 


当 4 一 co 时 , 它 对 y 是 一 致 趋 于 极限 , 除了 在 y = B 点 的 近 旁 . 因为 第 二 个 因子 对 所 有 的 4 及 
y 古 一 致 有 界 , 所 以 被 积 表达 式 有 优 函数 Ce-Y, 因此 当 yy = 6 及 yy = co 时 (外 层 的 ) 积分 对 4 
征 一 至 收敛 . 于 是 在 积分 号 下 取 极 限 过 程 是 合法 的 , 并 且 积分 可 以 互 换 . 

11) 在 结尾 , 我 们 再 指出 用 另 一 个 漂亮 的 方法 导 得 下 列 积分 值 


K =/ ST 
0 化 
工 =/ e “Ydy, 
+ vj/o 
所 以 


K =/ sin cz/ e “Ydy -/ a | e “Ysin wdz =-/ y > 二. 
0 0 0 0 o 1+Yy 2 


转 和 人 积分 互 换 的 合法 问题 , 取 0 < a < 4 < +eo, 容易 证 明 以 下 等 式 : 


A sin x A CO Oo A 
/ az =/ sin oz/ e “Ydy 一 / a | e “Ysinwdz 
a 2 a 0 0 a 


~ ysina+cosa _oy YsinA+cosA ”| 
=- 人 {te yenAt coed, 
/ “人 1 十 好 1 十 1 


因为 


co co 1 
-so 上 +e ‘y+ cos0 | IT 二 到 Ydy 


CO CO ] 
-sn4 2 eqdy— esa | eAYdy. 
0 0 


1 十 212? ] 十 wy? 


因为 最 后 两 个 积分 对 4(4 > 4o > 0) 是 一 致 收敛 , 所 以 当 4 -ce 在 积分 号 下 取 极限 , 我 们 
就 看 到 两 个 都 趋 于 0. 第 二 个 积分 对 a( 在 a >0) 是 一 致 收 敛 , 当 a 一 0 时 它 显 然 趋 于 各 剩 下 


[525] 84. 补充 ‘617 . 


还 需 说 明 第 一 个 积分 在 乘 以 sin a 而 取 极 限时 , 它 趋向 于 0. 我 们 有 


1 CO 
t = 
A I Be 
== n(1 一 二 二 
A a fa tet 


ee 


84. 补充 


525， 阿尔 泽 拉 引 理 ”虽然 专 就 计算 的 目的 来 说 , 前 三 节 所 讲 的 材料 足够 了 , 但 在 理论 结构 
上 , 有 时 还 须 有 一 些 更 细致 的 定理 . 顺便 , 根据 这 些 定理 即 给 出 了 以 上 所 研究 的 各 个 运算 手续 的 较 
简 的 应 用 条 件 . 

我 们 开头 先 证 一 个 关于 区 间 系 的 辅助 命题 ; 此 命题 系 由 阿尔 泽 拉 (Arzela) 所 提出 . 


引 理 设 有 限 区 间 [a,b] 含有 区 间 系 D1, D2,... ,Dk,.…… ,其 中 每 一 区 间 系 都 是 由 有 限 个 彼 
此 不 相 履 盖 的 闭 区 间 所 组 成 中. 假若 每 一 系 Dk(k 二 1,2,3,...) 的 区 间 的 长 度 的 总 和 大 于 菜 一 固 
定 的 正 数 6, 则 至 少 可 以 找到 一 点 zx 二 c, 使 其 属于 无 穷 多 个 系 万 


证 朋 ”如 果菜 一 系 Dx(k > 1) 中 的 一 个 区 间 和 覆盖 了 前 面 各 系 Di, D2,-.…… ,Dg-_1 中 的 者 干 
区 间 , 于 是 被 这 些 区 间 的 端点 分 割 成 好 几 段 , 以 后 我 们 便 把 这 些 段 视 为 系 Ds 中 几 个 不 同 的 区 间 . 
因此 . 倘 奉 d' 是 系 Dj, 中 的 区 间 而 d” 是 系 Di 中 的 区 间 , 并 上 且 k <k”* 则 GQ 与 gd 或 者 是 彼 
此 不 相 和 覆盖 , 或 者 是 d” 含 于 d’' 之 内 . 


然而 系 Dk+1 未 必 整 个 包含 在 前 面 的 系 Dk 之 内 . 由 于 这 种 情况 是 不 方便 的 , 所 以 我 们 根据 
以 下 法 则 做 成 另外 的 区 间 系 Ak 来 代替 系 D， 为 要 得 出 Ak, 我 们 取 Dx 为 基础 , 再 加 上 系 D1 
中 不 含 在 Di 中 的 那些 区 间 , 其 后 再 加 上 系 Dky2 中 不 含 在 Di 与 Ds4i 中 的 那些 区 间 , 以 此 类 
推 至 于 无 穷 

用 这 办 法 所 造成 的 系 Ak 就 可 能 已 经 是 由 无 穷 多 区 间 构 成 的 了 . 但 这 时 却 有 : 1) 系 Ai 中 
的 每 个 区 间 必 定 含 在 系 Ak 的 某 一 个 区 间 之 内 . 抑 目 2) 组 成 Ak 的 各 区 间 的 长 度 的 和 数 (或 者 更 
精确 些 一 一 长 度 的 级 数 的 和 ) 越 发 大 于 6, 因为 这 对 于 D。 就 已 经 成 立 了 . 

下 一 步 是 这 样 的 : 我 们 再 把 这 些 系 Aj 用 它们 的 有 限 部 分 人 (*) 来 代替 , 不 过 同时 要 保留 适 
才 对 于 系 Ak 指出 的 前 一 条 性 质 . 这 件 事 我 们 照 下 面 这 样 来 做 . 

如 采 系 Al 的 区 间 的 个 数 有 限 , 那么 就 简单 地 命 A' = A1. 反之 , 我 们 就 从 A; 中 取出 一 个 
由 区 则 Qi, ds,… , 必 所 构成 的 有 限 系 A, 而 使 得 系 A; 中 其 余 区 间 di+1, dr+2，"'， 的 长 度 的 总 
和 小 于 62. 系 As 中 的 某 些 区 间 一 定 包含 在 A' 的 诸 区 间 之 内 , 因为 倘 使 As 的 区 间 全 包含 在 诸 
区 间 dr+u dr+2,"… 之 内 , 那么 它们 的 长 度 的 总 和 便 比 5 小 了 , 力 与 系 A 的 第 二 条 性 质 相悖 . 

如 条 系 As 中 含 在 A' 之 内 的 区 间 只 有 有 限 个 , 那么 就 拿 这 些 区 间 来 构成 系 A. 反之 , 我 们 
束 从 其 中 分 出 有 限 系 A” 来 , 使 得 As 的 所 有 其 他 区 间 (包括 那些 不 被 包含 在 和/ 之 内 的 区 间 ) 


品 详 者 注 : 这 里 所 说 的 履 盖 二 字 的 确切 意义 是 指 两 个 区 间 有 公共 区 间 , 下 同 
号 根据 收敛 级 数 的 余数 的 性 质 , 这 是 可 以 做 到 的 . 
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的 长 度 的 总 和 小 于 6. 将 此 手续 延续 下 去 以 至 于 无 穷 ; 顺 次 由 As 中 分 出 有 限 系 人 和”,…, 由 Ax 
中 分 出 有 限 系 入 (9,.…. 此 时 系 人 (*+1) 的 每 个 区 间 包 含 在 系 人 4) 的 某 一 个 区 间 之 内 .( 系 Ahk 的 
第 二 条 性 质 一 般 来 说 是 丧失 了 , 但 是 以 此 为 代价 我 们 恢复 了 系 的 有 限 性 , 犹如 Dk 一 样 .) 

最 后 , 结尾 的 一 步 就 是 从 每 一 系 At 中 分 出 一 个 区 间 dt 来 , 使 得 这 些 区 间 中 的 每 一 个 包 
含 在 前 面 的 一 个 之 内 . 

就 是 说 , 在 系 A' 的 诸 区 间 之 中 , 至 少 能 找 出 一 个 (我 们 以 d' 来 表示 它 ) 是 含有 以 后 诸 系 的 
无 穷 多 个 区 间 的 .实际 上 , 假定 不 是 这 样 , 即 在 和 “的 每 一 个 区 间 之 内 仅 含 以 后 诸 系 的 有 限 数 个 区 
间 ; 那么 这 话 就 对 于 整个 的 系 A' 也 是 正确 的 ( 正 是 因为 A' 是 由 有 限 个 区 间 组 成 的 ). 换言之 , 我 
们 可 以 找到 如 此 之 大 的 附 标 ko, 使 得 系 Atto) 中 任何 一 个 区 间 都 不 含 在 A' 里 , 而 这 就 与 系 A(*) 
的 着 重 指出 的 性 质 1 相 冲 突 了 . 

在 d 中 必 含 有 系 人 ”的 若干 个 区 间 (因为 不 然 的 话 ,人 A” 等 的 诸 区 则 就 全 都 不 在 d 中 了 ). 不 
仅 如 此 ,d' 所 含 和 A” 的 诸 区 间 里 , 至 少 还 要 有 一 个 (以 d” 表 之 ) 应 该 具有 以 上 对 于 d' 着 重 指出 的 
性 质 , 这 就 是 说 , 含有 以 后 诸 系 的 无 穷 多 个 区 间 , 因为 否则 就 连 dy 也 不 能 具有 此 性 质 了 (这 里 又 
是 系 和 A” 的 有 限 性 起 了 作用 ). 延续 此 手续 以 至 于 无 穷 , 我 们 就 顺序 地 从 每 一 个 系 和 (*) 中 分 出 了 
一 个 区 间 dt), 含 于 先 所 分 出 的 区 间 d*- 1 之 内 

得 到 了 彼此 相 包 含 的 区 间 序 列 dt = [Qk, bxl(k = 1,2,3,.…) 之 后 , 我 们 就 和 在 证 明 熟 知 的 
基本 引 理 [38] 时 一 样 , 可 以 确定 单调 变量 ax 与 bi 存在 有 极限 


lim ok = a < b= 1im br. 


因为 关于 区 间 dk) 的 长 度 我 们 一 无 所 知 , 所 以 我 们 不 能 在 这 里 断言 极限 相等 . 但 是 在 条 件 a < 
c < 6 之 下 所 取 的 任意 一 点 c, 显然 属于 所 有 的 各 区 间 d(Y(k = 1,2,3,…). 同时 点 c 属于 每 一 
个 系 Aj(k = 二 1,2,3,.…); 因而 ,不论 是 怎样 的 , 点 c 必须 还 属于 (如 果 考 虑 到 A 的 建立 法 则 ) 
某 一 系 Dj, 此 处 k' > hk， 由 此 即 明 白 看 出 , 点 c 属于 无 穷 多 个 系 Dk, 是 即 所 欲 证 明 . 


526， 积分 号 下 取 极 限 ”现在 , 代 蔡 第 436 目 定 理 6*, 我 们 来 建立 以 下 的 定理 , 其 中 少数 
fn(7X) 一 致 趋 于 其 极限 的 要 求 被 换 成 了 较为 宽泛 的 条 件 : 户 (z) 的 有 界 性 . 


定理 1 (阿尔 泽 拉 ) 假设 给 定 另 数 序列 
fn(x) (n= 1,2,3,...) 


在 区 间 [a,b] 中 ( 常 义 ) 可 积 并 且 为 总 体 有 界 : 


并 且 品 数 o(z) 也 可 积 ， 则 


[526] 84， 补 充 . 619 


证 明 ”最初 我 们 且 局 限于 一 个 特殊 的 前 提 之 下 , 即 函数 f(z) 是 非 负 的 : 


并 且 极 限 为 零 ， 


在 此 假定 前 提 之 下 , 我 们 应 当 证 明 的 是 : 
b 
lim / fn(z)dz = 0. (2) 


取 正 数 序列 mm 一 0; 我 们 对 于 每 一 个 n 名 可 将 区 间 [a, 9] 分 为 若干 部 分 dr = 1,2,…， 
hn), 使 得 相应 的 达 布 下 和 


hn 
Sn = > 
2 二 1 


满足 不 等 式 
0 过 / fn(T)dr 一 sn < Nn. 


b 
lim | fn(T)dz 一 = 0， 


lim s»,= 二 0 (3) 


Ld 


此 时 显而易见 


而 为 要 证 明 (2) 我 们 只 需 确 定 


就 行 了 . 
为 此 目的 , 取 定 任意 的 小 数 es > 0 与 5 > 0, 我 们 试 肯定 以 下 一 点 : 可 以 找 出 这 样 的 附 标 N， 
使 得 当 m > N 时 , 第 n 次 分 割 的 诸 区 间 di” 中 那些 对 应 于 下 界 m(” > e 的 区 间 的 长 度 的 总 和 
< 0. 
实际 上 , 假定 不 是 这 样 . 那么 对 于 无 穷 多 个 n 的 值 : 


N,N2, NR 


那些 区 间 di" 人 (ml"* > e) 的 长 度 的 总 和 皆 大 于 5 . 我 们 将 前 目 中 的 引 理应 用 到 由 这 些 区 间 所 组 
成 的 系 Dk 上 来 . 根据 这 条 引 理 , 可 在 [a,9] 中 找到 这 样 的 点 c, 使 其 属于 无 穷 多 个 系 Di. 因此 对 
于 无 穷 多 个 n 的 值 , 不 等 式 
fn(c) >E 
此 成 立 , 而 这 就 和 假定 (1) 发 生 冲 突 了 , 因为 (1) 对 于 z = c 也 是 应 该 成 立 的 . 
于 是 上 述 的 附 标 存在 ; 设 n > N. 以 i 与 i 表示 第 n 次 分 割 时 那些 区 间 的 附 标 , 使 对 
于 红 与 ?分 别 有 


mt™) <e 或 10) > &. 


我 们 既 用 dt” 表示 部 分 区 间 本 身 , 又 用 它 表 示 它 的 长 度 ;m(” 是 区 间 dl" 中 的 inf f(z) 
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与 此 相应 地 将 和 数 也 加 以 分 离 : 
Sn 二 3 m(Wa™ 一 > 7 十 Dm am). 
现在 , 不 难看 出 ， 
> 7 < 5 2 dt < (b—a) 
yt di gL. ya <L.56, 
因为 显然 ml < 工 (根据 定理 的 条 件 ). 因此 


sn <e(b—a)+L:6. 


由 于 < 与 6 二 数 之 任意 性 , 这 就 证 明了 命题 (3). 
一 般 的 情形 很 容易 化 到 适 才 所 解决 的 这 个 特殊 情形 . 事实 上 , 借助 于 不 等 式 


| i Je sa < fo) ~ p(s)laz, 


将 所 证 明 的 命题 应 用 到 非 负 并 趋向 于 零 的 函数 | 所 (x) - p(x)| 上 即 可 


推论 当 定 理 的 各 项 条 件 , 除 掉 关 于 极限 函数 的 可 积 性 的 假定 以 外 , 尽 蕴 成 立时 , 则 恒 可 断 


言 存在 有 有 限 极限 ， 
lim / fn (I)dz 
为 要 证 明 , 只 需 确定 对 于 任意 的 s > 0 可 找到 这 样 的 附 标 N, 使 得 当 n”>n >N 时 
b b 
/ fr (x)dz / fn’ (7) =/ [fn ( Z)|az 
就 足够 了 [39]. 


我 们 设 其 不 然 ， 那 么 就 存在 有 这 样 的 一 个 数 so > 0 与 这 样 的 两 个 无 限 增加 的 数列 n/， 及 
nm(m 二 1,2,3,.… ,n> n%), 使 得 关系 式 


< E£, 


b 
| Urs (0) fi (lds| >a (4) 
恒 成 立 . 
为 一 方面 
如 知 将 上 面 的 定理 应 用 到 函数 


fm(7) = fn (7) — fn, (7), 


[527] 8$4.， 衬 充 621 ， 


则 得 | | 
bm, Sona = lin, { Uo ls) ~ fos oae =0 
此 与 关系 式 (4) 矛盾 .这 一 矛盾 就 证 明了 我 们 的 断言 
从 只 取 自然 数 为 人 的 参数 ”很 容易 推 到 任意 的 参数 y|[ 参 看 第 506 目 定理 1] 


定理 2 设 函 数 f(z,y) 对 于 区 间 [a,5] 中 的 z 值 及 区 间 站 中 的 y 值 有 定义 ,在 [a,0] 上 对 
于 ZX( 当 Y 固定 时 ) 可 积 , 并 且 对 于 上 述 的 Z 与 y 诸 值 一 致 有 界 : 


f(z,y)| 并 ( 工 = 常量 ). 
如 果 对 于 所 有 的 x 存在 有 也 在 [a,b] 上 可 积 的 极限 函数 


= lim f(z, y), 


b b 
lm 上 eaz= f vn)ar (5) 


只 霸 将 定理 1 应 用 到 函数 jy 二 f(s | 上 即 可 , 此 处 {yn} 是 yy 中 y 值 的 趋 于 i 的 任 
意 序列 . 用 这 样 的 办 法 所 得 出 的 关系 式 : 


sm Sm) = 人 of(zjdz 
与 (5) 是 相互 等 价 的 ， 


527， 积 分 号 下 取 导 数 ”根据 阿尔 译 拉 定理 不 难得 出 以 下 结果 , 作为 是 第 507 目 定理 3 的 
类 似 命题 以 及 推广 . 


则 


定理 3 设 函 数 f(x,y) 在 给 形 [a,b; c,d] 上 有 定义 , 并且 对 于 [c,d] 上 任意 一 个 固定 的 yy， 
函数 f(x,y) 在 [a, 避 上 对 于 z 可 积 , 还 假定 在 整个 区 域 上 存在 有 偏 导数 f/ (x,y), 也 对 于 z 可 积 . 
如 果 这 导数 作为 二 元 函数 而 言 是 有 界 的 ; 


fy 和 


vals 
Q 
人 
必 
Val 
CS 
o 
人 
ee 
人 
SS 


则 峭 数 


对 于 [c,d] 中 任意 的 9 恒 有 公式 


b 
ee | dt 


证 明 取 定 任意 一 个 值 y = yo, 与 在 第 507 日 中 的 证 明 一 样 [参看 (11)], 我 们 有 


I(yo + hk)— Iyo) f°" f(z,vyo +k)— f(r,yo) 


/ 7d) i 
k 


中 此 时 当然 是 假定 能 够 在 区 域 y 里 取 极 限 y 一 yo. 
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因为 , 根据 拉 格 朗 日 定理 


f(x, yo 十 k) f(z, yo0) 


所 以 依赖 于 z 与 上 的 被 积 函数 , 对 于 这 些 变 量 的 所 有 的 值 , 以 常量 工 为 界 (就 绝对 值 而 言 ). 将 定 
理 2 应 用 到 这 个 情形 中 , 我 们 可 以 当 k 一 0 时 在 积分 号 下 取 极 限 , 这 就 给 出 了 我 们 所 要 的 结果 . 


528， 积分 号 下 取 积 分 ”在 这 方面 有 一 个 定理 , 大 大 地 推广 了 第 508 目 定 理 4 


一 及 (7， yo 十 Ok), 


定理 4 设 函 数 f(x,y) 定义 于 延 形 [a,b;c,qd| 之 上 , 它 对 [a,5] 的 zx(y 固定 ) 以 及 在 [c,d 
十 的 y(z 固定 ) 都 是 可 积 的 . 如 果 此 外 函数 f(x,y) 还 对 于 所 有 的 上 述 的 x 与 2 的 值 有 界 


f(z,y)| < ( 工 = 常量) 


[ wf sewas ff rwa 


则 存在 有 两 个 累 次 积分 


并 且 它 们 彼此 相等 


证 明 设 » d 
一 / f(x,y)dr, K(x)= / f(z,y)dy 


我 们 来 研究 任意 一 个 分 割 序列 , 其 中 每 一 分 割 将 区 间 [c, d] 分 为 车 干部 分 , 各 具 长 度 
61™), 63,... ,6 (n= 1,2,3,.….), 


但 服从 于 这 样 一 个 条 件 : max{5"} 随 着 ”的 增加 而 趋向 于 0. 在 第 n 次 分 割 的 任何 一 个 第 i 部 
分 中 随意 选取 值 y = y(”, 并 组 成 函数 I(y) 的 积分 和 


hy, hn b 
i=1 i=1 4 


b hn, 
=/ (Ses) 
hn, 
>》 fz) 6" = f(z), 
2 二 ] 


b 
gn = / f(z)de 


im 大 人 =/ f(z,Y)dy = K(z) (6) 


7 一 个 


如 果 设 


则 cn 可 改写 为 以 下 形状 : 


因为 显而易见 , 存在 有 极限 
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并 且 对 于 所 有 的 x 与 nw 的 值 还 有 
|fnr(z)| gL: (do), 
所 以 , 根据 第 526 目 推 论 , 我 们 便 断 定 极 限 


lim o», 


NOO 


存在 : 

因此 . 不 管区 间 是 怎样 分 割 的 (只 要 各 部 分 的 长 度 的 最 大 者 趋向 于 零 ), 也 不 管 值 y(” 是 怎样 
在 各 部 分 中 选取 的 , 这 个 极限 总 存在 . 由 此 显 见 , 这 个 极限 在 任何 情形 下 都 应 该 是 同一 的 , 这 就 是 
说 , 存在 有 积分 


d b 
[ L(y ear lm. ogre Min / FU 


但 是 应 用 类 似 的 方法 也 可 以 证 明 积分 [” K(z)dz 存在 , 这 就 是 说 , 斥 (x) 的 极限 函数 可 积 [ 参 
看 (6)]. 于 是 将 定理 1 应 用 到 皮 (z), 最 后 便 得 


d b b 
| ray = lim / Auz= | 上 (jd 


d b b d 
ff fad = 上 | /2 Yd 
是 即 所 欲 证 明 


在 本 五 中 我 们 是 局 限于 常 义 积 分 的 情形 下 ,如 果 把 在 这 个 情形 下 所 证 得 的 诸 定理 作为 基础 ， 
则 可 分 别 将 关于 反常 积分 的 诸 结果 加 以 推广 ; 不 过 我 们 不 来 从 事 于 此 了 . 


Bl 


85. 欧 拉 积分 
529. 第 一 型 欧 拉 积 (根据 勒 让 德 的 提议 ) 具有 下 列 形状 的 积分 


Bl(a, b) -/ 7 ee (1) 


其 中 wb > 0, 称 为 第 一 型 欧 拉 积分 .(1) 型 的 积分 确定 出 两 个 参 变 量 a 与 的 一 个 函 
数 : 8 曙 数 . 

我 们 知道 [483,3)(a)], 这 里 所 要 研究 的 积分 对 于 正 值 a 与 5( 即 使 是 小 于 1 也 时 
是 收 钱 的 名 , 因 之 的 确 可 以 作为 8 函数 的 定义 的 基础 . 我 们 来 确定 它 的 一 些 性 质 . 

1” 首先 , 差不多 直接 地 (利用 替换 x = 1 t) 即 可 得 出 : 


Bla, b) = B(b, a), 
中 及 之 , 右 参 数 a 与 b 中 只 要 有 一 个 是 < 0, 则 积分 发 散 . 
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所 以 8 世 数 对 于 a 与 5 力 是 对 称 的 . 
2” 公式 (1) 于 5>1 时 , 借助 于 分 部 积分 可 得 @ 


1 Tr 
Bl(a, = | (1 — 7z)*-1qd—— 
0 亿 
af1 — x)o-1il! 1 
_ (1 -7) 2 一 ! Z2(] — 2) -2dr 
4 0 0 
5 一 1 -1/ 
一 / ol — 7x) dz /| Z2 (1 — rz) -idz 
& Jo 4 /0 
p— 
-一 -Blab 1) -2 一 Bra 中 
由 此 | 
B = 一 一 一 一 B(a5 一 DJ 
(8D) = Bb 1) (2) 


当 b 保持 大 于 1 而 减少 整 值 的 时 候 , 总 可 应 用 这 个 公式 ; 因此 , 总 能 够 达到 使 
b 之 1 的 地 步 . 
不 过 在 a 的 方面 , 也 可 达到 同样 结果 , 因为 (由 于 B 的 对 称 性 ) 另 一 个 递 推 化 简 


公式 


-1 
B(a,b) = FB(a — 1,0) (a >1) (27) 
也 成 立 . 
如 果 5 等 于 自然 数 n, 则 顺 次 地 应 用 公式 (2), 便 得 : 
no—1 n—2 1 
Blo,n) = a+n—l (arn-o ari Bl 
但 是 | 
B(a,1) = / 2Z2 az = 二 
0 Q 


因此 , 对 于 B(a,n), 同时 也 就 是 对 于 B(n,a), 得 到 了 最 后 的 表达 式 


四 1.2.3.....(n—1) 
So Bom rar (Gra) OCT (3) 
奢 a 也 等 于 自然 数 m, 则 
no—1l)!l(m—1)! 
Blm,n) = i 


如 采 将 符号 0! 了 解 成 1, 则 此 公式 当 m = 1 或 n=1 时 仍 可 应 用 . 
我 们 利用 以 下 的 恒等式 


zZ2 一 z2 一 Z2-1(1 x). 
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3? 我们 来 给 出 8 函数 的 另外 一 种 解析 表示 , 这 种 表示 常常 是 有 益 的 . 即 , 若 在 
积分 (1) 中 进行 替换 x = Ty 其 中 vy 是 新 的 变量 , 它 从 0 变 到 oo, 则 得 到 


OO yo 
Bl(a, b) =/ (Trey (4) 
4° 在 公式 (4) 中 命 b= 1 一 a, 并 设 0 < a < 1; 我们 就 得 到 
Co ,a—1 
Bl(a, ] 一 Q) 一 / Td 
读者 业已 认 出 , 此 即 以 前 所 计算 过 的 , 亦 系 有 欧 拉 之 名 的 积分 [参看 519,4)(a) 或 
522,1°]. 代入 它 的 值 , 即 导 出 公式 


B(a,1—0a)= (0<a<1). (5) 


Sin anx 


假如 特别 取 ga 二 1 一 a 二 > 则 得 到 | 


1 1 

B (55) 一 九 . (5a) 

我 们 权 且 只 讲 8 水 数 这 不 多 的 几 个 性 质 , 因为 马上 就 会 看 到 , 8 函数 可 以 很 简 

单 的 用 为 一 个 水 数 一 -本 国 数 表达 出 来 , 而 下 函数 也 是 本 节 中 我 们 所 研究 的 主要 对 
象 . 


530. 第 二 型 欧 拉 积分 ” 勒 让 德 对 以 下 重要 积分 
LT(a) = p01 一 6 
(a) / Xe LT (6) 


命名 为 第 二 型 欧 拉 积 分 , 此 积分 对 于 任意 的 a > 0 加 收 化 [483,5,(8)]@ 并 确定 出 工 
国 数 . 工 肯 数 是 继 初等 函数 之 后 , 在 分 析 及 分 析 应 用 中 最 重要 的 函数 之 一 . 根据 工 函 
效 的 积分 的 定义 (6), 我 们 详细 研究 其 性 质 , 同时 就 可 作为 以 前 所 讲 的 依赖 于 参 变 量 
的 积分 之 理论 的 最 好 应 用 实例 . 

在 第 十 一 章 及 第 十 二 章 [402,10);408;441,11)] 中 我 们 已 遇 到 了 工 函数 , 不 过 是 
用 其 他 办 法 来 定义 的 ; 首先 , 我 们 来 证 明 两 个 定义 的 恒 等 性 (当然 是 对 于 a > 0). 

在 (6) 中 命 x = In =, 便 得 


如 所 周知 [77,5)(6)]， 


巴 当 ao < 0 时 ,积分 发 散 . 
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此 处 当 n 增加 时 表达 式 n (1 - z*) 上 升 而 趋 于 其 极限 @. 此 时 , 根据 518 就 证 明了 


等 式 


或 应 用 替换 z = yy"， 


但 是 根据 (3)， 
| Q 一 1 _ 1 2 (nm 一 工 ) 
fs (1 —Y) Vm Tar (Gra rn 


因此 , 最 后 我 们 便 导 出 著名 的 欧 拉 - 高 斯 公式 : 
, 1.2.3..…..(n—1) 
Mo TD Gr rn (7 

这 在 以 前 是 作为 我 们 的 出 发 点 的 [402,(14)]. 关于 下 函数 的 进一步 的 性 质 , 我 们 将 昭 
以 前 所 指出 的 , 从 它 的 积分 表示 法 (6) 来 推 求 

531. 西数 的 一 些 最 简单 的 性 质 

1” 函数 T(a) 对 于 a > 0 是 连续 的 并 且 具 有 所 有 各 阶 连续 的 导数 . 只 需 证 明 导 
数 存在 就 够 了 ,在 积分 号 下 对 积分 (1) 求 导数 便 得 


(a) = / zZ2 nz ezdzr、 (8) 
0 
因为 应 用 莱 布 尼 淡 法 则 两 个 积分 
] CO 
/ rz .Inz.e-*dxr 与 / rT!.Inrz.e ?dr 
0 1 


对 a 一 致 收敛 : 第 一 个 一 当 z=0 时 对 wa> ao > 0( 优 函数 为 zao-lllnzl) ,而 第 
二 个 一 一 当 z= co 时 对 ax 和 4<co( 优 函数 为 zse-?*).® 
用 这 个 方法 可 以 证 明 存 在 二 阶 导数 


TI“ (a) = / Zoo (lnz)j2e-zcdz (8”) 


以 及 所 有 更 高 阶 导 数 的 存在 。 
2。 在 (6) 式 中 分 部 积分 , 便 立 即 得 到 


OO 
a | ZX le Tdr = re? 
0 


OO CO 
.十 / Ze “dz, 
0 0 


@ 将 表达 式 -二 一 考虑 作 a 的 函数 , 再 利用 微分 学 中 的 方法 就 可 以 肯定 这 一 点 。 
巴 对 于 z > 0， 量 而 易 见 Inz < 2Z. 
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这 陨 是 说 [参看 402 (15)] 
L(ga+1)=a.:T(a) (9) 


重复 应 用 这 个 公式 , 就 给 出 


IT(a+n)= (a+n—m1)(a+n—m2)...(a+ 1)ar(a). (10) 


利用 这 种 办 法 , 无 论 是 对 于 多 么 大 的 a 值 来 计算 下 , 总 可 以 化 为 对 于 a < 1 来 计算 
I. 
各 在 (10) 中 取 a = 1 并 注意 


TOD= 人 od (11) 


那么 束 发 现 
PT(n+1)= nl. (12) 


FE 函数 是 仅 对 自然 数 即 定义 的 阶乘 nl 到 任意 正 值 区 域 的 推广 . 

3” 工 函 数 的 变化 情况 ”我 们 现在 可 以 对 图 数 FT(a) 当 a 从 0 增长 到 oo 时 的 性 
态 有 一 般 的 了 解 . 

由 (11) 与 (12) 式 有 TT(1) = 了 (2) = 1, 因此 根据 罗 尔 定理 , 在 1 与 2 之 间 应 有 
导数 T(a) 的 根 ao. 因为 从 (8*) 式 显 然 看 出 二 阶 导数 TY (ga) 总 为 正 , 所 以 D(a) 恒 
增长 . 因此 , 当 0 < a < ao, 导数 了 (ga) < 0 ,图 数 Ta) 减少 , 而 当 ao<a<o 时 
(a) > 0, 因 之 To) 增加 , 当 a = ao 存在 极 小 值 . 我 们 不 作 计 算 而 给 出 


a0 = 1.4616:.., minT(a) =T(ao) = 0.8856... 


令 人 感 兴趣 的 是 弄 清 当 令 a 趋 于 0 或 无 穷 时 T(a) 的 极限 . 由 (11) 式 [以 及 由 
1?] 显然 有 : 当 a 一 上 +0 


Ll(a) = -+ 一 十 00. 


另 一 方面 , 由 于 (12) 式 , 只 要 a >n 十 1 就 有 
Ll(a)>n! 


即 当 oa 一 十 oo 时 T(a) 一 +o0. 

FT 函数 的 图 像 见 图 64.[ 现 在 我 们 感 兴趣 的 是 它 位 于 第 一 象限 的 部 分 .] 

4” 0 函数 与 下 函数 之 间 的 联系 为 了 弄 清楚 这 种 联系 , 我 们 利用 替换 x = 
ty(t > 0) 将 (6) 变 为 以 下 形状 : 


L'{(a 人 
多 - ye WYdy. (13) 
0 
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将 这 里 的 a 换 成 a 十 b(b > 0) 并 同时 将 t 换 成 1 十 t, 便 得 : 


LT'(a+b pp 
es -| ey 


现在 把 这 个 等 式 两 边 乘 上 te-1, 并 从 0 到 oo 对 t 取 积分 : 


CO A CD OO 
T(a+b / ed 人 2 atob-le-(ltiy ag. 
| o (1+t)+e 0 0 ” ” 


左边 的 积分 我 们 认 出 就 是 函数 B(a,b)| 参 看 (4)], 而 右边 的 积分 我 们 来 重新 加 以 配置 . 
结果 便 得 出 [考虑 到 (13) 与 (6)]: 


T(a+b). 5-/ a+o—1 oh £2— 1 etygt 


-人 2+2 一 Le- . a =T(a) / ye Ydy=T(0). 1(b), 
ho /0 


因而 最 后 便 有 Fay .rb 
B(a,Db) = Ta 站 (14) 
关于 欧 拉 积分 的 这 个 关系 的 精彩 结论 , 系 由 狄 利克 雷 所 导出 . 不 过 为 要 确立 这 个 
关系 , 尚 须 证 明 重新 配置 积分 是 有 道理 的 . 


我 们 就 来 作 这 件 事 , 首先 限于 假定 :a > 1,5 > 1. 那么 对 函数 


ta—1 atb—1lo—(1+t)y 


4 
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和 521 目的 推论 的 所 有 条 件 都 成 立 : 这 个 图 数 对 y > 0 及 t > 0 连续 (并 且 是 正 
的 ), 而 积分 
| ye (tty = T(a + Db) (1 - t)atb 

与 


oo 
yr to ley / 12—le-ty gt __ T(a)ye le Y 
0 


本 和 喘 同 样 是 连续 涵 数 , 首先 , 对 上 当 t > 0 连续 , 其 次 , 对 yy 当 wy > 0 连续 . 引用 所 提 

到 的 推论 就 证 明了 积分 蔡 换 的 合理 性 , 与 此 一 起 公式 (14) 对 a > 1,b > 1 是 正确 的 . 
若 仅 知道 a > 0 及 b> 0, 那么 按照 所 证 明 的 有 

r(a+ rb+1) 


Bla 二 12 十 1) = Ta bio) 


而 由 此 , 应 用 8 函数 的 简约 公式 (2), (20) 及 工 滑 数 的 简约 公式 (9). 容易 重新 得 到 没 
有 了 不 必要 的 限制 的 公式 (14). 

5” 余 元 公式 “如果 在 公式 (14) 中 命 5= 1 一 a( 假 定 0<a<1), 则 由 于 (5) 及 
(11), 我 们 就 得 到 关系 式 [参看 408(30)] 


T(OT(1 - 0) = 二 一， (15) 
这 就 叫 作 余 元 公式 
当 oa = 5 时 , 由 此 即 得 (因为 T(a) > 0): 
[的 = ‘0 
倘若 在 积分 -。 ， 
2 


中 作答 换 z = zZ2 则 重新 得 到 欧 拉 - 泊 松 积 分 的 值 : 


/ er dx 一 VT 
0 2 


6° 作为 余 元 公式 的 应 用 , 我 们 来 确定 ( 欧 拉 ) 乘积 
B=)r (3) T(r ) 


(其 中 是 任意 的 日 然 数 ) 的 大 小 . 将 这 个 乘积 依 相 反 的 次 序 重新 写 下 : 


z=7 (T(r) 
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把 这 两 个 表达 式 相 乘 起 来 : 


-rr 


并 对 于 每 一 对 因子 T (=) Tr (= - 四 应 用 余 元 公式 , 我 们 便 得 到 


2 
Eb 三 一 元 元 
sin — .sin2—..... sin(n — 1)— 

n n n 


现在 为 要 计算 正弦 乘积 (参看 第 493 目 例 2), 我 们 来 考察 恒等式 
一 = T (: _ cos 2 — isin 2 
并 在 其 中 使 z 趋 于 1. 取 极 限 的 结果 为 
"= (1 ~ cos ~ -isin 2 | 


故 
[I Sin -一 一 5 
将 此 代入 E? 之 表达 式 内 , 我 们 便 最 后 得 到 : 
s-[1r() -3 on 


7” 拉 阿 伯 积 分 ”计算 重要 的 积 2 


Ro = 人 InT'(a)da 
时 , 也 牵涉 到 余 元 公式 , 显然 这 个 积分 存在 , 因为 [参看 (9)] 


InIT{(a)= inT(a+1)— lna. 


将 a 换 为 1- a, 则 可 以 写成 


1 
Ro = |/ InT{(1 — a)da 
0 


[531] §5.， 欧 拉 积分 * 631. 


骨 相 加 
] 1 
Tt 
2Ro= / nT(ao)l(l ~ a)da = / ln < 
一 InT 一 >/ In sin xdz = lIn7no— = 机 ln sin ZaQz. 
在 这 里 代入 我 们 所 已 知 的 [492,1°] 积分 值 , 便 得 
1 
Ro = / InT(a)da = ln V27. (18) 
0 


拉 阿 但 傅 究 了 积分 ( 当 a > 0 时 ) 


Rao=/ nroa=/ -/ 


R(a)=InT(a+1)—-inT(a)= Ina 
[参看 (9)], 故 积分 之 , 便 得 (对 于 a > 0) 
R(a) = a(llna~1)+C. 


但 是 R(a) 在 a = 0 时 也 保持 连续 ; 在 此 处 使 a 一 0 取 极 限 , 我 们 便 看 出 C = Ro. 代 
和 人生 (19). 我 们 便 导出 拉 阿 伯 公 式 : 


内 为 显然 


R(a) = 三 InT(a)da = a(lna — 1)+ In V2rx. (19) 
8” 对 让 德 公 式 ”如 果 在 积分 


Bo= 20 一 2)" dz = 人 3 一 ( -| dz 


3[1 /1 2 
- | 3- (8) 7 
中 作 蔡 换 3 - z = 3Vi, 则 得 
1 
B(a.0) = 二 / 13(1 tldt = 321B (50). 
在 等 式 两 边 将 8 咕 数 代 以 其 通过 工 的 表达 式 (14): 


IT(2a) 220-!l - 本 j 
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消去 F(o) 并 将 工 ( 了 ) 代 以 它 的 值 Vi[ 参 看 (16)], 我 们 就 导出 勒 让 德 公式 


FaJF (a + ; = T(20). (20) 


532,， 由 下 柳 数 的 特性 而 得 的 同 义 定 义 ”我 们 知道 , 隐 数 T(a) 及 其 导数 对 于 a 的 正 值 都 
是 连续 的 . 除 此 而 外 | 参看 (9),(20), 与 (15)], 它 还 满足 下 列 关系 : 


(I) B(a+ 1) = a@(a), 


(IT) @(a)® © 十 7 ) 一 YT (20), 
(ID B(a)B(1 — a) = < 


我 们 来 证 明 , 这 些 特性 完全 确定 出 了 工 品 数 (因而 任何 一 个 具备 了 这 些 特性 的 也 数 必 与 工 恒 
等 ). 
单 只 是 特性 (1) 与 (11) 是 不 够 的 , 因为 函数 


Bla) = T(a) .4sin arl” (4>0) 
和 工 一 样 , 也 具备 特性 (1) 与 (11). 而 特性 (IT) 与 (111) 同样 也 是 不 够 的 , 因为 咀 数 
D(a) = TIT(a). Zo (z >0) 


也 具备 此 二 特性 . 最后, 特性 (1) 与 (IIT) 则 显然 使 得 当 0 < a < 3 时 函数 B(a) 的 值 可 以 任意 . 
但 若 这 三 个 特性 一 齐 具备 , 那么 情形 就 不 同 了 . 不 过 特性 (III) 可 以 用 一 个 较 弱 的 条 件 来 代替 , 就 
是 只 要 函数 B(a) 当 a > 0 时 不 为 0, 而 这 一 点 恰 可 由 (IIT) 推 得 呈 . 

总 之 , 设 函 数 瑟 (a] 及 其 导数 对 于 a > 0 器 连续 . 而 且 @(a] 异 于 0 并 满足 关系 (T) 与 (IT)， 
我 们 来 证 明 此 时 B(a) 三 T(a)， 

我 们 设 8(a) = M(a) .T(a); 显而易见 . 甬 数 MA(a) 及 其 导数 也 都 是 连续 的 而 且 M (a) 异 于 
0. 除 此 而 外 , 因为 B(a) 与 T(g) 笃 满 足 条 件 (IT) 与 (I1), 故 M(a) 满足 天 系 式 

(1) Ml(a+1)= M(a) 及 (TD) M(a)M (a 十 5 = M(2a). 

从 (1) 即 可 明白 看 出 , 当 a 一 +0 时 M(g) 存在 有 有 限 的 极限 , 如 果 将 此 极限 取 作 M(0) 的 
值 , 则 M (a) 及 其 导数 就 一 直到 a = 0 都 是 连续 的 . 

我 们 注意 , 当 w = ; 时 由 (IT) 推 知 M (5) == 1; 这 就 是 说 对 于 所 有 的 a > 0 着 有 M(a) > 0， 
这 样 我 们 就 可 以 来 研究 申 数 


L(a) = ln M (a), 
此 函数 及 其 导数 对 于 a > 0 也 同样 是 连续 的 , 不 过 所 满足 的 关系 式 万 是 : 


(I) Lat+d)=L() 及 (I) Lo +L (ot+3) =L(20) 


这 是 对 于 0 < a < 1; 而 对 于 其 他 的 a 值 ; 则 由 (1) 即 已 推 知 此 条 件 仍 得 成 立 . 


[533] $5， 哆 拉 积 . 633 ， 
2 


最 后 , 我 们 还 引入 一 个 连续 函数 


它 适 合 关 系 式 
A (e+ ;) = 


在 (11”) 中 将 a 换 成 5, 便 得 


{+ ()} -a 


如 车 在 其 中 先 将 a 复 换 为 ,其 次 再 将 a 换 为 “+, 并 将 所 得 到 的 两 个 等 式 相 加 , 则 得 出 


JJ 
利用 数学 归纳 法 , 不 难 建立 一 般 的 关系 式 


二 (号 人 -am 


= 


但 是 , 不 管 a 是 怎么 样 的 . 左边 的 和 数 总 可 看 成 是 积分 


| A(T Us 
0 


A(a) = lim 二 A (2) he A(z)dr = L(1) - L(0) =0 


[由 于 (1)]. 在 这 种 情形 下 , Z(a) = 常量 , 也 就 是 说 M (a) = 常量 . 但 是 我 们 已 经 看 到 了 M (3) = 
1, 故 M(a) 三 1 亦 即 @(a) =T(a), 此 即 所 欲 证 明 . 
在 最 后 我 们 还 要 注意 , 可 微分 的 条 件 在 这 里 占有 极 重要 的 位 置 而 是 不 可 缺少 的 , 例如 若 设 


则 由 Za) 的 外 形 上 即 知 其 为 连续 函数 , 并 满足 条 件 (I) 与 (11”). 同时 L(0) = 0, 而 二 (3) 一 7 
所 以 ,L(a) 不 能 成 为 常量 ! 
533. 工 盟 数 的 其 他 函数 特性 ”在 上 一 目 给 出 了 函数 FT(o) 作为 函数 本 身 及 其 导数 沉 连 续 ， 
并 适合 号 数 方程 了 ) 与 (ID) 且 (对 & > 0) 异 于 0 的 唯一 的 函数 .在 这 里 , 我 们 给 出 函数 Ffa) 更 为 
简单 的 特征 , 只 应 用 一 个 函数 方程 了) ,但 假设 对 函数 还 有 一 个 要 求 :对 数 凸 性 ” 其 含义 我 们 马上 
巴 此 时 要 利用 (I%) 而 考虑 到 函数 A(a) 的 周期 性 . 


sin(2™ na ) 


SE 
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在 141 目 曾 给 出 凸 函 数 的 定义 . 给 定 在 区 间 万 上 的 正 函 数 f(z) 称 为 在 这 个 区 间 上 是 对 数 
号 的 ,是 指 其 对 数 In flz) 是 凸 函 数 , 因为 


f(x) 一 eln fz) 


那么 , 根据 142 目 3°, 由 嚼 数 f(z) 的 对 数 凸 性 可 推 知 困 数 本 身 的 凸 性 . 反 过 来 的 结论 , 一 般 说 来 
不 正确 . 于 是 , 对 数 凸 函 数 仅仅 是 整个 凸 函数 类 的 一 部 分 . 

应 用 143 目 定 理 2 可 以 证 明 对 数 凸 性 的 条 件 : 设 正 函数 f(x) 及 其 导数 在 区 间 兆 上 连续 , 并 
在 区 间 内 部 有 有 限 的 二 阶 导数 f”(z); 那么 为 使 函数 f(z) 在 区 间 化 是 对 数 凸 的 ， 必 须 且 只 需 
移 的 内 部 有 

f(z): f° (x) — [f(z)] >0. 
其 证 明 是 要 对 上 函数 jn f(x) 应 用 上 面 提 到 的 定理 . 

现在 回 到 函数 FT(z). 其 一 、 二 阶 导 数 由 公式 (8) 及 (8*) 表 出 . 按照 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 

[321, (13); 483, 7)] 


2 


/ wa | Wolas - ' 和 | 


a=0, b=o00, (7)= Vr ie?, = Vr-1le-r .lnz, 


F(o FT (一 (oo >0. 


由 此 , 按照 刚才 引述 的 条 件 , 函数 F(a) 在 区 间 (0, co) 内 是 对 数 凸 的 . 就 是 用 这 个 性 质 , 连同 方程 
(]), 确定 T 明 数 准确 到 常数 因子 , 换 名 话说 : 
若 1) 在 区 间 (0, oo) 内 更 (a) 适合 方程 (]) 


$B(a+t+1)=a.: BP(a), 


2) B(Qg) 是 对 数 廿 的 且 

3) B(1) = 1, 则 GB(a) = T(a). 
假设 对 B(a) 所 有 这 三 个 条 件 成 立 . 
重复 应 用 方程 (]), 就 得 到 一 般 等 式 


Bla+n)= (+n 1)(at+n 2) (a+1).a: B®(o), (21) 
其 中 n 是 任意 一 个 自然 数 , 由 此 , 设 a = 1[ 参 看 3)] 并 以 n 一 1 代 震 n, 便 求 得 
B(n) = (n— 1) (22) 


注意 ， 只 党 证明 @(a) 与 F(a) 在 区 间 (0, 1] 重合 , 因为 由 于 (1) 式 , 这 两 个 函数 处 处 重合 . 设 
0 <a<1, 回忆 起 143 目的 不 等 式 (6)， 


[534] $5， 欧 拉 积 分 . 635 . 


对 症 函 数 f(z) 在 唯一 的 条 件 zl < x2 下 成 立 . 把 这 个 不 等 式 应 用 两 次 于 凸 函 数 In @(a) (根据 
2)), 对 任意 的 n > 2, 得 到 
ln @B(—1+n)— ln®(n) -ln Bla++n)— ln@(n) -hh B(1+n) — ln®(n) 
(—-1l+n)—n ~ (a+n)—n ~ (1+n)—n 
或 者 一 考虑 到 (22)， 
In B(a+n)— ln(n—1)! 


Qa 


In(n—1)< < lInn. 


In[(n —1)° .no 1 <1n®(a+n) < nn :(n— 1)1. 


(no—1)°.(n—1)!l< Ba+n) < n(n—1). 
现在 借助 (21) 式 , 变 到 @&(a) 的 值 本 身 , 便 引 到 不 等 式 


-Dn 1) 
ar < 


最 后 , 用 n 十 1 代替 n, 把 所 得 不 等 式 表 为 


a 1:2.3.....(n—1) a 二 +n 
B(a) a(a+1) “arn < Y( nn 

由 此 已 很 明显 有 | 3 ) 
Ba) = lim n° ro) 


Dn ar orn 
一 一 这 是 根据 欧 拉 -高 斯 公式 (7). 


534. 例题 1) 试 求 积 4 
1 
/ rz? (1 -Zr dr (p,g,m > 0). 
0 


提示 设 z” = y, 将 其 化 成 第 一 种 类 型 的 欧 拉 积 


答案 
lp (2 ) = : (三 ) T(g) 


例如 根据 此 结果 , 试 证 对 任意 自然 数 n 


人 dz 了 Tdr 人 ( 欧 拉 ) 
TV 
2) 计算 积分 
ZP 1(1 一 Z)9 一 
诚然 , 在 所 提 到 的 地 方 曾 假设 : zi < z < zz, 但 不 难 证 明 , 所 说 的 不 等 式 对 任意 正 的 点 z, 只 要 
它 不 与 zl 及 za 重合 , 就 是 成 立 的 . 


dz (a,P > 0;7,p,4> 0)， 
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信和 助 于 答 换 
(ac+7z (B+MITT) 1 (C+NWB+WA yy, 
az 十 D(1L 一 2Z) 十 7 az+p(l—Z7z)+7Yy ~ [ez + 8(1 -2z)+~] 


所 给 的 积分 可 化 为 以 下 形状 


CE CE ca 
3) 试 求 积分 
(a) / a (a,b,p > 0); 
(6) 广 Od (m,n > 0). 
提示 (a) 蔡 换 y 一 (1 + 了 (5) 车 换 v= 1 + 
答案 (a) ye Bod) (6) 2™+7-2B(m, n). 


由 此 可 依次 得 出 一 系列 的 有 趣 的 积分 来 . 例如 , 车 在 后 一 个 积分 中 取 n==1-m, 设 2m 一 1 = 
cos 2a 并 作 替 换 x = tgw, 则 得 出 


。 工 ， COS 20 
4 (tn J = A 
/ cosw 一 Sin w FT 2sin(x cos? Qa) 
4 


2 1 bp—1 
a) / sin” peos wadp (a,b > 0); 
0 
全 加 | 
5 | sn vdp = | cos wdp (a > 0); 
0 0 


元 


3B) / tg wap (lc < 1). 
0 
解 (a) 设 z = sin y, 就 将 其 化 为 积分 


1 
/ zZ2 [1 一 Z2) 和 1dz， 
0 


所 以 , 利用 1) 题 , 我 们 便 有 


| (2.5)=1 
/ Sin “Peos vdp = 5B 5'5)= 5 


(6) 特别 当 5 = 1 时 , 由 此 便 得 


” @ 不 难 验 出 , 第 312 目 (8) 的 两 个 公式 都 作为 特殊 情形 , 而 被 包含 在 这 个 公式 里 了 . 
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637 - 
借助 于 勒 让 德 公式 , 此 结果 可 改写 为 以 下 形状 : 


A 


| sn pdp = 2 Tr (3)] a a 
O 


_ na—2 ee 
T(a) 和 3 
(a) 最 后 , 在 (a) 中 令 a=1 二 ec 并 b= 1 一 c, 此 处 |c| < 1, 便 得 到 (利用 余 元 


2 Ne Es 1 一 C gy 
. 本 


2 pA 


公 志 | 


5) 试 定 曲线 
rr 一 sin3bgcosb 


所 界 出 的 图 形 面积 P. 


解 ” 曲 线 有 两 个 环 , 在 第 一 象限 与 第 三 象限 ; 只 需 将 其 中 之 一 的 面积 二 倍 起 来 就 行 了 . 根据 极 
坐标 中 面积 公式 [338,(9)], 我 们 有 


Syrf3 
1 3 /sind ocost 949 = (a = ar (3 
[参看 4) 题 (a) 及 关系 式 (9),(12),(15)]. 
站 


一 心 
人 
的 一 文 所 界 出 的 面积 已 以 及 (6) 这 一 支 的 长 度 5. 
人 
CQ 2 下 2 
a a 7 ey Es 2 er 
解 (a) P=2 5 cos™ md = 一 | cos™ wd 


(A 
[参看 4) 题 (6) 及 关系 式 (9),(20)]. 
(6) 根据 极 坐 标 中 弧 长 公式 [329,(46)]: 


ne 2 
Ds | cos-! m0d0 一 2 cos 坎 -1 odop 一 
/0 O 


| 参看 4) 题 (6)]. 
7) 计算 积分 


| 


Q 
77Y 


中 
一 一 
| 全 
\_ 


a a, 
| V3 一 cosb 


Q 一 】 
Sin w dp 
6 人 一 -一 一 一 一 O30 he 1 
9/ (| 1 二 cosw ee 0 


(a) 提示 ”替换 : cos9 = 1 一 2Vz. 答案 [人 


(6) 提示 ”替换 : igs =4/—— tgr. 


wr 


答 - ~  _.， 

于 案 (1 — k2)°/2 rT(a) 

8) 试 证 
1 co 
1/ a id= V3 / (z3 — 1) -3dz. 
_w 1 

解 讽 ， 、 
| a -ia=n, / (za — 1) -3dz = J. 
0 1 
/ a 3do= 上/ (1+2°) ?dzr= 13. 
一 CO 0 

应 该 证 明 等 式 


n+1s= V31. 
分 别 应 用 替换 z = 13 .2 一 1 地 ,2 一 (t™* 一 1)3 于 这 几 个 积分 , 我 们 就 将 它们 化 成 了 第 一 种 
类 型 的 欧 拉 积分 . 其 后 则 只 需 再 利用 几 次 余 元 公式 即 可 . 
9) 试 证 ( 狄 利克 雷 ) 公式 


oo —fzr,,s—l oO 一 9 一 上 
ro/ 二 az=rG) | 二 dy (f, s,g9,7 > 0). 
0 0 


(g++ zx)" (f +Y)s 
提示 ”替换 
工 (7) - 一 (9 十 z)y r 一 1 7 LT(s) =/ —(f+y)z s—17 
+zr J y Yr 站 


并 利用 调换 对 于 z 与 对 于 y 积分 的 次 序 ( 正 函数 的 情形 .) 
10) 在 第 511 目 12) 题 中 , 我 们 证 明了 恒等式 


EK’-+-EK- KK 二 cc 二 常量 
(关于 符号 请 参看 所 指出 的 地 方 ). 然后 借助 于 某 种 极限 过 程 , 就 确定 出 c = 了 但 对 于 某 一 特殊 的 


k 值 算出 了 左边 的 量 , 也 可 以 得 到 这 同一 结果 . 
命 上 二 1/V3; 于 是 以 = 有 了 = 也 并 且 K' = K, 恒等式 就 取 成 了 以 下 形状 : 


2EK —-K*=(2E- K):K=c. 


顺 次 利用 替换 cos p = 已 大 = xz, 可 把 积分 
分 
k= | dP = 上 /1 Lsin? pdw 
0 /1 1 .2? 0 2 
55 多 


化 为 第 一 种 类 型 的 欧 拉 积 分 : 


因而 


由 此 所 求 常 量 


11) 试 将 积分 


(a) / 三 


3 1 OO OO OO CO 
一 1 一 -1 一 
idz= / 并 > e dz 一 》 / rT” ee dz 
5 ”一 0 1 1 0 


=T(s). Y= =T(s)C(s), 


1 


C(s)[ 歼 曼 《< 明 数 ] 和 通常 一 样 , 表示 最 后 的 级 数 的 和 . 在 这 里 我 们 利用 了 关于 正 项 级 数 的 积分 的 定 
理 [518] 以 及 公式 (13). 


(©) [ir CD 优 函 数 : 2 一 
op ez 二 1 ns et 


若 s > 1, 则 此 结果 可 表 成 T(s)(1 一 2;'):C(s) 的 形状 ,因为 


CD 


1 1_s、 1 一 (1)"-! 
> (1 -2 )=2》_ 方 -2 Dy = > ) 


1 1 


12) 上 题 稍 加 推广 即 得 以 下 各 展 式 : 


Oo ”ee Co 
化 
ao/ T 一 2 引 .27 (s>1a>0) 


7 一 O 


[ 当 a 二 1 时 , 由 此 即 得 11)(a)]; 


, ™ zr ldzx Zn 
o / 二 -了 9) 2 责 (-1 和 zx<1 且 s>0, 或 z=1 且 s>D 


[ 当 z= 1 时 , 由 此 得 出 11)(a), 而 当 z = 一 1 时 , 由 此 即 得 11) (6)]. 
13) 以 (a, B,7Y,7X) 表示 超 几 何 级 数 [参看 441,6)] 


Sa(a 十 上 (ae 二 7 一 1)6(8 上 1 (8 二 一 1 
HO Tn) rn) 


. 640 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [534] 


试 证 明 关系 式 rT 局 
Fla,b,7Y,1) = T(y— or(y— 6) 
(高 斯 ). 


假定 a > 0 并 且 x 一 a > 0, 我们 来 对 0 <z < 1 考察 以 下 积分 


(在 固定 的 z 之 下 ) 对 于 z 而 言 在 区 间 [0,1] 内 力 是 一 致 收 伍 的 , 所 以 用 一 个 在 此 区 间 上 的 可 积 卫 
数 z (1 一 z)” ”来 乘 , 所 得 出 的 级 数 可 以 逐 项 积分 , 于 是 我 们 就 得 到 了 展 式 


1(s) = Ya" 
0 


其 中 
7 CT 有 CT+m 一 TD) Tet+n) THY- 
" 1.:2.....n L(yY+n) 
TFT 一 ao olat+D.. (etn- DAB+L)...(8+n- 1) 
L(Y) 1.2..….. NYY+ DD) (+n 1) 
[参看 (10)]. 
~ (aro 一 oa 
_1l(a 了 一 cj | 
T(x) = Ty) F(a. ,7Y,T). 


为 要 得 出 高 斯 公式 , 则 种 在 此 处 对 于 x 一 1 来 取 极 限 即 可 (假定 y 一 & 一 6 > 0). 根据 亚 贝尔 定 
理 [437,6?], 这 个 极限 过 程 可 以 在 级 数 里 逐 项 来 做 . 而 对 于 积分 可 在 积分 号 下 来 取 极 限 , 这 是 由 于 
存在 有 优 琢 数 : 


z*- 1(1 一 z)Y 2 (对 于 Bg0) 或 za 2 (对 于 8> 0). 
其 结果 即 [参看 (14)]: 


rwro-a- 让 Tara-o 
L(Y _ 8) L(y) (a, 0b, 人 1 )， 
由 此 就 推 得 所 要 证 明 的 关系 式 . 
特别 是 在 y = 1,6 = 一 Qa 时 , 从 这 个 关系 式 便 得 出 [注意 到 (11),(9),(15)] 有 趣 的 展 式 (0 < 
CQ < 1 ) 
sinaT _ ao oo -1) (一 1(o 一 省 © 


ox 1 T+ (1.2)2 (1 .2.3)? 


@ 不 过 , 将 我 们 所 熟知 的 正弦 的 无 穷 乘积 表达 式 [408] 加 以 变化 , 也 可 得 到 这 个 展 式 ， 


[535] 85， 欧 拉 积 分 . 641 ， 


535. 工 函数 的 对 数 导 数 ”为 要 继续 人 研究 工 函数 的 特性 , 我 们 来 考察 其 对 数 导 
数 , 即 表达 式 
alilo (6) 
da Foy 
9” 从 公式 (8) 即 可 得 出 这 个 表达 式 的 各 种 积分 的 表示 法 . 不 过 由 以 下 的 考虑 
出 发 是 比较 伽 捷 的 . 我 们 有 


Tr(ao)r(b) Tl(b).b T(a+b)—T(a) 
Fo 
_TU+TD T(e+b)—T(a) 

~ T(a+b) b ; 


所 以 . 如 采 在 这 里 对 于 一 0 来 取 极 限 , 则 


Tr(b) — Bla,b) =T(b) — 


[DV(0) 
ee limlT(b) — Bla, 6)]. 


我 们 言 先 取 [参看 (6) 与 (4)]: 


于 是 


2 | oz 
T(a) | re 


并 且 将 极限 过 程 拿 到 人 1 门 便 得 bg 


oo E 人 0 2 


为 要 贷 明 极限 过 程 是 合理 的 , 可 注意 在 x = 0,b = 0 附近 表达 式 


二 网 本 1 

zr 。 (1 十 | 
万 是 z 与 b 的 连续 消 数 , 而 ze < 1. 对 于 充分 大 的 z 与 b < bo 存在 有 优 函 数 

_] l S 
Zr9 i 7 7€ 
倘 使 在 B 的 表达 式 (1) 中 先 做 替换 z = et 
BO 风 过 Sl 
0 

则 可 重新 写成 


Q 


2d 一 2 一 1 一 Q 人 1 — e-?) -lilgr. 
人 


. 642 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [536] 


在 这 里 于 积分 号 下 取 极 限 (类 似 地 也 可 说 明 这 是 合理 的 )， 便 得 到 另 一 公式 : 


I’(a) (一 加 


反之 ,从 积分 号 下 函数 也 很 可 以 作出 儿 个 有 代表 性 的 表达 式 来 ， 为 此 , 我 们 在 


(24) 


(23) 中 命 a = 1: 


I(1) 
其 中 C 就 是 所 谓 的 欧 拉 常数 @. 从 (23) 中 逐 项 减 去 此 等 式 , 便 得 
人 
LO +C= 1/ LL | rT 
最 后 , 用 将 换 4 = 一 我 们 便 导出 高 斯 公式 : 
Re 
Fa - a at. (25) 


536. 下 函数 之 琶 乘 定理 10? 现在 我 们 依据 对 数 导数 的 表达 式 (25), 来 建立 以 
下 的 一 个 也 是 属于 高 斯 的 著名 公式 : 


r(a)T C 证 - TT ( 本 | 一 3 Lna) (26) 
(n 为 任意 的 自然 数 ). 此 即 表 出 了 滑 数 之 合 乘 定理 . 
在 (25) 中 设 t= w”, 便 得 : 
(a) 1 1 六 一 yma—l 
Fe c=n/ a du, 
由 此 将 a 蔡 换 成 a+ 一 (v = 0,1,… ,n 一 1)， 
I (a 一 1 jn-l _ ynatv—l 
六 - d 
ee | 
7 
并 依照 从 0 到 nm 一 1 相 加 ， 
n—1T[ (a 十 = ) 1 nun —l no—1 
2 i We 人 | 一 


@ 我 们 在 第 十 一 章 中 [367, 10] 已 经 有 了 这 个 常数 的 男 一 定义 . 我 们 将 在 下 文 看 到 , 两 个 定义 是 
恒 等 的 . 


[537] $5， 欧 拉 积分 . 643 ， 


我 们 将 此 等 式 与 下 列 等 式 


I (na) 人 1 一 Un 一 
=- d 
rina) + 7 " 


来 作 比较 . 用 n 乘 后 一 个 等 式 再 从 前 一 个 等 式 中 减 去 之 , 就 得 到 


4 
FH) ve, ff 
TN (0 一 NN nn du 
HT (at ['(na) 0 Ll—% 1—u 
n 


1 


__mninz - 一 一 你] 多 ， 
1 一 亿 
这 可 以 改 号 成 下 面 形 状 : 
1 Flor (ao+ 二 ) FT + 2 二 
In w k = —n lnn. 
da T'(na) 


ln FOR 了 一 一 am ]n 灵 十 jnC 
用 1 1 
ror ati) .rT (ot ) . 
rT(na) Tona 
为 要 确定 出 常数 C, 在 其 中 令 a = 2 显而易见 , C = n 轧 , 此 处 五 就 是 我 们 在 


以 前 独立 地 导出 的 勒 让 德 公式 (20) 乃 是 高 斯 公式 之 一 特殊 情形 , 实际 上 , 若 在 
(26) 中 取 n = 2, 则 得 出 公式 


这 等 价 于 (20). 
537. 几 个 级 数 展 式 与 乘积 展 式 11” 这 几 个 展 式 的 根源 也 还 是 在 于 公式 (25). 
我 们 将 积分 号 下 表达 式 展 为 级 数 : 


1 一 如 -1 一 一 
1 1 _- (1 t2-1) >_# 一 (化 1 十 “一 1 
2 一 0 2 一 0 


中 由 于 预见 到 要 取 作 稳 次 , 故我 们 事先 将 任意 常数 取 成 n C 形状 . 


644 - 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [537] 


这 级 数 的 所 有 的 项 丝 具 同一 符号 . 逐 项 积分 , 便 给 出 : 


DinT(a)+C = 2 —). Cr 


此 级 数 对 于 0 < a < oo 一 致 收敛 , 因 存在 有 优 级 数 (ao + 1)》 三 
1 
倘若 将 其 对 于 a 逐 项 来 微分 , 则 得 到 以 简单 而 著称 的 展 式 


D* InT(a 


(28) 


0 , 故 逐 项 微分 是 准许 的 ， 


12° 将 级 数 (27) 对 于 a 从 1 到 a>0 来 逐 项 积分 (由 于 级 数 的 一 致 收敛 性 , 逐 
项 积分 是 合理 的 ), 便 得 到 


人 人 
RE (29) 
将 a 换 成 a 十 1( 对 于 a > 一 1), 重新 将 展 式 写 为 以 下 形状 : 
eS (2 -nT) 
或 是 
"may e+ 2 ln (1+ 5) -a 
由 此 , 取 为 堪 次 , 便 导 出 展 Fay i 为 无 穷 乘 积 的 闭 名 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 [参看 
402 (16)|: 
1 可 2 C _& 
Te 一 eC 由 (1 十 = © (a > —1). (30) 
13° 我 们 回 到 (29) 上 来 , 在 其 中 使 a = 2. 因为 mhT(2) = ml = 0, 所 以 我 们 
得 到 | 
大 坟 之 
CS De Im 
顺便 注意 一 下 , 由 此 


| 


九 一 CO 
k=1 


我 们 便 导 出 了 我 们 所 已 知 的 欧 拉 和 常数 之 定义 [367, 10)]. 


[538] 85. 欧 拉 积 分 . 645 . 


最 后 , 以 -1 和 习 (31), 并 由 (29), 逐 项 相 减 , 我 们 就 消去 了 C: 


QLv 
InT'(a )= 和 |(e -Din hn 
2 2 十 二 
人 = 本 
= lim ln Me | 
n—00 a: (a++1):..….. (a+n—2) 


由 此 , 利用 取 才 次 的 办 法 , 我 们 便 重新 得 出 了 以 前 曾 以 他 法 而 建立 之 欧 拉 一 高 
斯 公式 {7} 
538. 例 与 补充 “1) 试 利 用 


以 证 明 (对 于 a > 0) 


并 由 此 导出 公式 (7)， 
提示 “这 极限 等 式 可 依照 第 519 目 10 题 及 11 题 中 所 做 的 那样 来 建立 . 应 用 替换 二 - 来 


nn 1 
/ 人 (1 一 辣 de "| 7" “(I-77 dr=n Blan 让 1) 
/0 0 


并 再 利用 公式 (3) 
| 2 
e 
-| 二 


2 试 从 公式 (23) 
下 人 这 二 | 人 
分 人 


我 们 注意 , 这 里 的 困难 之 点 就 在 于 积分 (24) 不 能 看 作 是 两 个 积分 的 差 (否则 应 用 蔡 换 x = 
e” 一 1 改变 第 二 个 积分 的 形状 , 问题 就 完结 了 ). 因此 为 要 避免 这 一 点 , 我 们 这 样 写 : 


I i eg 

T(a) -mt (1 十 zz)a .zz =| 
fe 人 | 

= lim 
EE 二 

-=m 四 se | E | 
e307 亿 1 一 ee 一 1 ] 一 ee 一 


直接 导出 公式 (24) 


因为 en 
lim . 一 = 
0 nt l—e 
Se em 、、E 一 In(1 二 e) 
关于 这 一 点 只 需 用 表达 式 “了 -和 < Tc 来 对 积分 估 值 , 即 可 明白 看 出 | 


. 646 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 


3) 试 根据 欧 拉 常数 的 定义 等 式 


[538] 


2 一 1 
以 建立 积分 公式 : 
ac= /Ga-e) 空 - | 一 衬 
0 1 
人 
c= | (FE 2 vu 
因为 本 
| | 1 Su= 1- (1-s) 
1 Vv 0 6 1i—t 3 
而 
“ds 
Inn = = 
i :省 
所 以 
c=1m |/ LU / 于 
mm 一 co 510 3 J1 3 
. 6 入 W700] 地 省 “az 
Su 
. T\n1 dz 6 zn dr 
-im 1/ l(b) |e-/ -2)" 冬 }. 
关于 第 二 个 积分 的 极限 过 程 , 和 在 1) 中 同样 地 来 进行 . 关于 (a) 变形 成 为 (6) 则 参看 2). 
4) 设 (对 于 a>0, 并 s> 了 
一 1 
C(s,a) 一 (a+n)s 
试 证 ra 
Q 
ls.0) | Te 
我 们 已 经 有 了 [534,12)(a)] 
] Co 六 8 一 Le 一 2 
‘n= 5 a dz 
因此 


对 于 s 一 1 的 极限 过 程 可 以 在 积分 号 下 来 做 , 因为 积分 号 下 的 表达 式 在 区 间 [0, 1] 与 [1, +oo] 


内 分 别 单调 地 趋 于 其 极限 [518]. 然后 再 利用 公式 (24). 


85.， 了 欧 拉 积分 . 647 . 


[538] 
特别 当 a = 1 时 , 就 得 到 
es ao- 0 
[参看 375, 1)]. 
5) 试 计算 无 穷 乘 积 
Ps | | 
了 一 
( 狼 en ) 
(mian)mw+taa) (hit ar cl 
pe (N+ bi)(nt 6b2) (n+ bx) (0 
因为 
天 Qi Qk 2 bxN 
a 
] (Qi1 十 2 十 … 十 Qk) 一 (D1 十 bz 十 …: 十 bx) A 
十 ee 
Nn n2 
所 以 仅 只 在 条 件 
a tart okt bs 


之 下 无 穷 乘 积 方才 收敛 ; 而 我 们 提出 来 要 计算 P 也 正 是 以 此 为 前 提 的 .] 


提示 完 将 Un 表 成 以 下 形状 : 
C1 eT Qk :2k 
下 a 
人 ea 
人 (1 过 
n 用 


再 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 (30)， 


答案 
T(1+bOT(l+b2).-.-T(1+ bx) 


2 | 
IT(l+o)T(l+o2)...T(l+oax) 
6) 设 0<jail,|5i| < 1, 从 5) 推出 欧 拉 的 另 一 结果 : 


m 一 十 co 
_ Sinbin :sin baer ..... Sin bx 
~ sinan sinaosTr. sina 
放 一 一 CO 
提示 “应 用 公式 
图 及 


TC 
P= 


I'(Y) TT(y—oa — 6) 
人 


此 式 在 534 目 13) 题 中 , 是 在 


QO>0, Y—a>0 及 ~y~-a-68>0 


* 648 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积 [538] 


的 假设 下 证 明 的 . 现在 提出 用 另 一 方法 的 证 明 : 仅 在 公式 右 端 对 工 函数 假设 其 自 变 量 为 正 的 , 而 
取消 不 必要 的 条 件 w > 0. 
我 们 来 指出 证 明 的 计划 . 相应 地 以 au bw, cn 表示 超 几 何 级 数 


A= F(a,pb,7y,1), B= F(a-1,p6,7,1), C= F(a,b,7Yy+1,1) 
的 通 项 , 关系 式 


Qn — Qnt+l 一 (1- 2 cn 一 bn+1l 


(一 ai(an 一 如) 三 Da ll 十 人 一 an il 一 Pan 
可 直接 验证 , 且 可 证 明 nan 一 0. 对 上 述 关 系 式 , 指标 从 1 到 nn 求 和 并 取 极 限 , 得 : 
YB=(Y-BC, (Y-a(4-B)=64. 


和 WY -WY- 8) 
YQ 
“TH0-a-p) 7 
现在 研究 表达 式 re ) L(y 8) 
了 一 CA 一 
F(a, DT,1T) FTTEO ea 
上 述 关 系 式 (由 于 (9)) 表明 , 当 以 yy 十 1 替换 y 时 , 这 个 表达 式 的 值 不 变 . 于 是 


ITO- TOY- 0) 
L(Y):T(yY—a—p) 
I(yY+m—a):T(y+m—p) 
Ty+m) :Ty+m-a-pP) 


(32) 


F(a, b,7Y, 1)- 
=F(a,6,7Y+m,1) 
等 式 右 端 令 m 一 oo 而 取 极 限 . 由 级 数 下 (Qa,B,Y 十 m,1) 对 m 的 一 致 收敛 性 推出 [433], 其 和 趋 
于 1. 因子 
[I(y+m-o):TYy+mo— 8) 
LT(y+m):T(y+m—-a—b) 
也 趋 于 同样 的 极限 , 因为 根据 5) 题 , 它 是 对 于 收敛 乘积 


IT Yt (Y— 8+n) 
(y+n)(yY—a—8B+n) 


的 余 乘积 . 在 这 样 的 情况 下 表达 式 (32) 等 于 1, 而 这 与 高 斯 公式 等 价 . 
由 此 公式 , 当 y= 1,a= 二 B= -3 时 , 现在 可 以 得 到 展开 式 


td) (3 (5 
2 2 .4 2.4.6 2.4.6.8 T 3 7 


可 以 证 明 时 一般 的 结 采 : 与 指数 为 m 的 二 项 式 对 应 的 二 项 式 系数 之 和 , 当 m > 一 = 5 时， 等 于 


TUL 十 27 ) 


一 l,o 一 一 一 ?0 )， 
IFGL 二 7 0 FP ) 


[538] 85. 欧 拉 积分 . 649 . 


先前 , 由 于 a > 0 的 限制 , 我 们 不 能 做 到 这 一 点 . 
8) T(a) 推广 到 负 a 的 情形 . 根据 公式 (9) 
I(a++1) 


r(o) = 一 一， 


政工 (o) 的 值 可 通过 T(a + 1) 的 值 来 确定 . 倘若 -1 < a < 0. 则 a 十 1 > 0,F(la+D) 就 有 意义 . 
我 们 就 依照 上 面 这 个 公式 来 定义 T(a); 这 样 一 来 , 函数 T(a) 的 定义 便 推广 到 了 ~1 < a < 0 的 情 
形 . 一 般 言 之 , 倘 针 -7 < a < 一 (n 一 1), 则 为 要 将 公式 (10) 推广 到 这 个 情形 , 我 们 就 以 等 式 


PU a 3 

来 定义 Fa) 
若 要 作 得 更 清晰 一 些 . 可 于 其 中 使 a = -nn 十 a, 此 处 0 < a < 1, 于 是 这 定义 即 可 改写 如 下 : 
T(a~n)= (—1)" CO (34) 


(Lo 人 2 一 0 (no oa) 


由 此 立刻 看 出 , 对 于 一 n < a < 一 (n 一 1),T(a) 之 符号 系 取决 于 因子 (-1)"， 当 & 靠近 _n 或 
一 (n 一 1) 时 (也 就 是 说 当 a 靠近 0 或 1 时 )T(a) 越 于 oo( 一 阶 无 穷 大 !) 

9) 建议 读者 , 试 根据 8), 将 公式 (7),(9),(15),(20),(26),(30) 推广 到 变量 为 任意 实 值 的 情形 
(只 是 避 开 变量 的 负 整 数 及 0 等 各 值 ). 

提示 当 推 广 公 式 (30) 时 , 考虑 等 式 (33). 

10) 试 根据 公式 (34). 证 明 当 a 由 0 变 到 1 时 , (a 一 n) 恰 有 一 次 (比如 说 , 当 a = a。 时 ) 
通过 0. 符号 由 (1)”” 变 为 (-1)". 这 样 一 来 , 对 于 相应 的 值 a = oa - n, 函数 FT(a) 就 有 正 
的 极 小 ( 当 n 为 偶数 时 ), 或 是 负 的 极 大 ( 当 n 为 奇数 时 ). 参看 图 64 中 的 工 函数 的 图 形 . 

建议 再 证 明 ( 当 n 增加 时 )o 与 T= |T(an 一 n)| 皆 单 调 减 少 而 趋向 于 0. 

提示 以 下 各 等 式 (0 <a<1) 


上 人 
Tr(a +Di= el, 
,_ Te- IT(e-n) 
0 
po 
IT (an ) 2 1 
Ew) 0 
可 作为 这 些 断 言 的 根据 . 


11) 试 证 , 当 -2 < a < 一 (n 一 1) 时 ,函数 Fa) 可 表 为 积 4 


So 2 n—1l 
rey 人 GG Ea 
, 了 ' 


提示 “利用 分 部 积分 ; 参看 8). 

12) 在 第 十 一 章 中 [402, 10)], 我 们 曾经 根据 作为 函数 (a) 的 定义 的 欧 拉 - 高 斯 公式 , ~ 
并 且 束 直接 地 对 于 变量 的 任意 实 值 (除去 零 与 负 整数 ), 建立 了 下 函数 的 某 些 简 单 性 质 [可 再 参看 
408]. 但 这 些 性 质 亦 可 由 所 研究 过 的 一 些 其 他 的 性 质 上 面 建立 出 来 . 


650 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积 [539] 


在 附加 条 件 了 (1) = T(2) = 1 之 下 , 级 数 


D’” lnT{(a) = >》 Ce 


2 一 0 


即 可 作为 对 于 任意 实 值 a( 有 着 同样 的 那些 例外 情形 ) 来 研究 消 数 工 (a) 的 这 样 一 个 出 发 点 . 
13) 最 后 , 我 们 注意 , 函数 FT(a) 可 以 被 定义 为 在 整个 复 平面 上 的 变量 a 的 单 值 解析 函数 呈 ， 
这 可 以 这 样 来 做 . 即 以 其 积分 定义 (6) 为 出 发 点 , 分 离 


/ wm f+/ =P)+o) 


1 1 5 ( 1)"x™ 
Qa—] 一 并 _ a—1 mm 
PoO=/ Ze “dz= / I > i dz 
0 
_ 一 (一 1 a 二 n—1l1 _ 一 (一 1 ] 
> ， mL 人 “ dz = > nl a++n 
0 0 


就 目 然而 然 地 被 推广 到 了 整个 复 变数 平面 , 并 且 乃 是 一 个 亚 纯 级 数 , 在 0, 一 1, 一 2,.… ,一 n,… 各 


点 处 有 一 阶 极点 , 分 别 对 应 有 留 数 1, 一 1 | (1D)" .而 函数 


于 是 函数 


Q(a) = rx” edr 


对 于 复 值 a 也 有 意义 , 并 且 还 是 整 贞 数 . 
根据 众所周知 的 关于 解析 消 数 的 定理 , 对 于 变量 的 正 实 值 所 证 的 图 数 T(a) 的 那些 特性 (我 们 
指 的 是 那些 用 解析 函数 间 等 式 来 表达 的 特性 ) 自然 就 推广 到 了 整个 平面 , 特别 言 之 , 余 元 公式 (15) 
可 以 改 与 成 这 样 ; 
本 
LT(1—a) 
由 此 明白 看 出 ,1/F(a) 在 整个 平面 上 是 全 纯 的 . 因此 ,T(a) 没有 根 . 
最 后 我 们 指出 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 (30) 与 欧 拉 -高 斯 公式 (7) 一 样 , 也 很 可 以 取 作 函数 F(a)( 而 
且 是 一 下 子 就 是 在 整个 平面 上 ) 的 定义 的 基础 . 


539. 若干 定 积 分 之 计算 ”我们 回头 来 研究 一 些 利 用 了 尔 数 FT(a) 及 其 特性 来 计算 的 定 积分 . 
1) 在 531,1° 中 , 将 公式 


1 人 
= = sinar .TLT(a) = = sinanx[P(a) + Q(a) .> 


rT'(a) = / re dz 
0 
对 于 a 来 微分 , 我 们 得 到 了 _ 
T (a) = /| z2 ezlnzdz. 
0 
最 后 的 这 一 条 关于 工 函数 的 推广 的 附注 , 只 能 为 那些 通晓 复 变 裔 数论 基本 概念 与 术语 的 读者 


们 所 了 解 . 
巴 在 P(a) 有 极点 的 那些 点 处 ,sinarx 为 0. 
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令 此 处 a = 1, 因为 了 下 (1 = 一 C, 故 得 


/ e “lnzdrz= -CO. 
0 


作 蔡 换 x = 一 lnw, 就 导出 了 有 趣 的 积分 
1 
/ lIn(— Invu)du = —C. 
0 
倘若 取 a = 5, 并 设 z 一 如, 便 求 得 
用 —t2 _1 / 1 VT 
/ e Intadt = 7T (让 =- 将 (C + 21n 2), 


因为 这 很 容易 由 展 式 (27) 以 及 考虑 到 对 数 级 数 而 得 出 
再 一 次 对 于 a 来 微分 , 就 导出 等 式 


raO= 上 T° en zdz. 
0 


令 a 二 1, 它 就 给 出 
A 


/ en’ zdr=T (1)= C+—. 
0 6 


以 上 的 结果 可 由 (28) 得 出 , 只 要 此 时 利用 一 下 熟知 的 级 数 


> 


- 上 


最 后 , 也 在 这 里 令 a 二 7 借助 于 蔡 换 x = t? 我 们 又 得 到 了 这 样 的 积分 : 


CO 2 
/ et In?tdt = A 【< 十 2In2)” 十 
0 


诸如 此 类 , 不 能 枚 举 . 
2) 试 计算 积 


sin? zx 
/= | sin? 2 yu 
0 和 


其 中 p 为 具有 奇数 分 子 与 奇数 分 母 的 有 理 分 数 . 
提示 ”应 用 罗 巴 切 夫 斯 基 公 式 [497, 14)], 根据 这 个 公开 


参看 534,4,(6). 答 案 


“651: 


3) 试 计算 积分 (5 > 0): 


OO b ”oinb 
4= | 一 一 dz (0<s<1), a= | gr (0<s<2). 
0 人 0 2 


我 们 有 [参看 (13)]: 
1 一 ms / Zz’ le “Tdz, 
rs TIT(s) 人 


所 以 


重新 配置 积分 , 便 得 


1 四 本 1 ”zsdz 
A = 一 一 cos brdz = 一 一 一 一 一 . 
i | Z 2 e “~ cosbrdz a | 2 


或 命 b?t = 2 ， 
A bs “tt 2 B(2 1 1 
2T(s) 人 1+t 2F(5) 2 ” 2 
四 四 Tt 加 Tb 一 
2T(s) Sti 2r(s).cos 
D 2 
[参看 (4),(5)]. 类 似 地 ， 


Abs-! 


B=—  . 
2T(s) sin 本 


重新 配置 积分 的 理论 根据 , 与 在 524, 11) 中 计算 积分 /” dz 时 是 同样 的 


4) 试 计算 积分 
/ Tn Td7, / > jn? pdx. 
0 2 0 


根据 3), 积分 (0 < s < 2) 


对 于 参数 s 来 微分 它 (利用 莱 布 尼 次 法 则 ), 便 得 : 


”Sin i 1 / , 8SAXT T ST 
~ nzdz = 二 一 一 一 一 一 1D(s) sin 本 十 TS) cos 人 
| TL 2 IT(s) . sin | | 2 2 2 } 


由 于 所 得 到 的 积分 无 论 是 在 x = ceo 时 (对 于 s > so > 0, 参看 515,4°) 或 是 在 xz 二 0 时 (对 
于 s < si 优 函 数 为 |In z| : zs-1) 对 于 s 一 致 收敛 , 故 应 用 菜 布 尼 光 法 则 是 合理 的 . 
将 所 得 的 等 式 再 微分 一 次 (其 根据 与 上 相 类 似 ), 便 得 


CO ， 
sinz 2 加 Tn / ，ST 区 ST 2 
/ Ts . ln zdz= -一 一 it (s) sin 十 a1(s) cos 7 】 
0 L'(s).: sin | 
2 
2 
-5 l ra sin 了 + nL (s) cos 可 一 Ts) sin 拭 | . 
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在 两 等 式 中 命 s = 1, 就 得 出 了 要 求 的 积分 的 值 : 


| ln zdz 一 a SoD, 


考虑 到 | 参阅 1)] 


Le. Se 
最 后 便 有 : I ol 
| Ne | i i 
和 % 2 1 和 % 2 24 


5) 我 们 已 有 [参看 534,4)(6)] 公式 


全 
sin2e lodo = 0 (a > 0). 
J0 2 1 1 


对 于 a 来 微分 | 应 用 莱 布 尼 蒋 法 则 , 520], 便 得 


dinT (a+ ) 

入 

1 4 02， ln sin PU = = 上 VT 5 To) dlnT(a) 人 
0 


2 r (a+ 3) da da 


1 +2- 妆 一 +t- 


如 果 利 用 高 斯 公式 (25). 则 括 弧 中 E wa ibn 一 7 一 4 的 形状 , 现在 设 24 一 1 = 
2n, 这 里 的 n 是 任意 的 自然 数 或 是 零 , 再 作 替 换 :t = wu. 于 是 我 们 得 到 


] 二 一 一 一 
pln sin paw 5 Tat 


机 上 6 十 > 1 
了 a 2 九 
) sin2m i = / 和 
0 0 


当 n= 0 时 , 此 公式 给 出 已 经 熟知 了 的 结果 


A 


” Ti 
ln sin pdy = — = ln 2. 
J0o 2 


当 n > 1 时 , 我 们 便 得 出 新 的 积分 
ee 和 《27 一 1 ee 
/ Sin wlnsinpdyp = 3 (1 3+ EE 
6) 试 计算 积分 (a > 0,p > 0) 
/ e “zzP lcosbrdr, v= 1 e “zxzP sinbrdz. 
0 0 

解法 与 第 523 目 8) 相 类 似 . 和 在 那里 一 样 , 对 于 5 的 图 数 w = 十 vi 得 到 一 个 微分 方程 

式 
dw D 


a 
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这 可 以 改写 成 以 下 形状 : 
dw _ 
do Pf 


音 助 于 此 方程 ， 


a—bi 


ww (a 一 ?= 二 c= 常量 .2 


Lp _ _T(p) 

(a—bi)p (a2+b2)? 
_ TQ) 
(Q2 十 b2)?/2 


分 别 使 实 部 与 实 部 相等 , 虚 部 与 虚 部 相等 , 最 后 便 得 : 


TQ) r(p)  .. 
二 {a7 T0272 0S pO, ?2) 一 {a7 T02572 sn pO. 


(a + bi)” 


b ， b 
{cos Darctg 一 十 ?Sin parctg— } . 
Q 


其 中 为 了 简短 起 见 , 设 9 = -area 


将 Va? 十 中 换 成 或 一世 5; 哎 且 以 把 结果 改 王 如 以 下 形状 . 
v= yp Sin 0 sin DO = jp COS 0 sin p90, 

加 工 (D) . pp.. _ ID) pp.. 
一 pp Sin 0 sin DO = pp COS 0 sin p0. 


建议 令 p= 二 1 一 s 并 使 a 趋向 于 0( 当 b>0 时 ,和 角 0= arctg” 将 趋向 于 了 )， 由 此 求 得 问题 
3) 中 的 积分 A 与 B. 

将 积分 与 v 对 于 p 来 微分 , 可 以 得 到 新 的 积分 的 级 数 ; 这 一 工作 留 给 读者 . 

7) 以 上 所 求 出 的 积分 w 与 v 的 值 使 得 我 们 可 以 进而 计算 另外 一 些 有 趣 的 积分 . 把 等 式 


下 CO 
1(p) cos? 0 . cos D0 = / e “zzp cosbzdz 
0 0 


的 两 端 乘 以 

gp do 
cos20 

(假定 0 <q <p 以 及 gq < 1), 并 将 左边 对 于 06 从 0 到 5 取 积 分 , 而 右边 则 对 于 5 从 0 到 oo 取 

积分 包 . 结果 我 们 就 得 出 


a .tg = 4b "db 


TT 


J =/ cos? 9 0.sin? !0.cosp0do 
0 


a ff ,a | 1 
-5 / ba wf e “x? cosbrdr. 
ED) 人 0 


在 此 处 以 及 在 下 文中 , 我 们 总 是 把 (a 土 %)? 了 解 成 为 寡 指 函数 的 这 样 一 支 : 即 当 5 = 0 时 它 
束 化 为 正 实数 az 的 那 一 支 . 
多 变量 b 与 9 之 间 的 关系 由 公式 b= atg6(a = 常量 ) 给 出 . 
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如 有 果 重 新 配置 石 边 的 积分 , 则 立即 导出 积分 九 的 计算 法 


了 一 4 0 CO b 
n=/ ey!ldz / 二 
I'(p) .ja 0 上 


由 3) 不 难 确定 , 含 在 内 部 的 这 个 积分 的 值 是 F(q) cos 人 2 所 以 


a? IT(q) cos 号 


1 二 一 e Tr? 9 dr 
I'(p) 0 
而 最 后 ， 
分 _ 
J1 =/ cos? 210.sin 0.cosp0d0 = TOTp- 9 ar 
0 TD) 2 
类 似 的 可 以 推出 
入 加 
J2 二 / cosz-9 0.sin 0.sinpbdb = [LOT 一 人 sin <. 
0 LT'(p) 2 


现在 我 们 来 证 明 重 新 配置 积分 之 无 误 , 奋 少 了 这 一 步 ,当然 就 不 能 肯定 所 得 出 的 结果 是 正确 
的 . 因为 积 _ 
/| rx? le bcosbrdz 
0 


对 于 0<bo<<b< B< 十 06 万 是 一 致 收敛 的 , 故 


B CC CO B 
/| sab | rT? eo cosizdz= | eds | ba™! cos bzdb 
/pb 0 0 J bo 


Co Bz 
- 一 g 一 1 -1 
=/ © zr? 9 sr 22 cos udu. 
0 bnZz 


0 


由 于 积分 人 we cos wdu 存在 , 内 层 积分 当 bo 一 0 并 B 一 +co 时 趋 于 它 , 因而 就 成 为 是 


有 界 的 : 
Bz 
/ us 1 .cosudu 
bo 


所 以 整个 的 积分 号 下 表达 式 有 优 函 数 取 .ea .7zp-9-1L 于 是 bo 一 0 与 B 一 十 06 的 极限 过 程 就 
可 以 在 积分 号 下 进行 了 , 如 此 等 等 . 
8) 我 们 来 证 


<L, 


[参看 (25)]. 此 时 


1 wwD _ 9g 
|: dz =wg+1)— wp+1) 
0 


1—zZz 
(对 于 p+1>0,g+1>0). 
注意 这 一 点 , 我 们 试 来 研究 积分 


/f(x°)(1 一 z9) 
-| me dr (a> -1,0> -1,a+pB> -1). 


. 656 . 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积 [540] 


其 对 于 a 的 导数 为 


dj "£0°(1 — zh) 四 


内 此 


因为 当 w=0 时 了 = 0, 故 必 须 C = I 1), 随 之 即 有 


) Te+DrO+D 
LT(a+pB+1) 
类 似 地 , 求 得 积分 
_ 0) _ 
到 二 /这 “(1— xz”)(l Tz) 2) 
CE 
TaQ+7Y 二 Ja 十 有 十 1 四 加 
For (a > Ta 十 已 > 1] aa 十 >>> l.a+8++~y> 1) 
1 C 8 四 
7 由) 一 2 一 2 
0 UL 一 z)inz 


F(a+DI(G+DIFGYTDF(aeA+6 二 yy 十 


Tn FT5TTFCQ+YTDTOHITT (> 一] 等 等 
以 及 诸如 此 类 ， 
若 在 积分 天 中 取 Y = 3,a 二 2 一 1,8- , 则 导出 以 下 积分 
CQ 十 | b 
1 va 一 b—1 1 1 | 二 
/ tt T(r) (a.b > 0). 
0 


2 


Garamed r (2)r Es 


当 b5 = 1 一 a 时 由 此 得 到 有 趣 的 积分 


te-1— r+? an 
dtlInte— (0 1). 
/ CT 下 有 < 


所 有 以 上 所 引 的 例子 , 充分 地 表示 出 依靠 援 用 工 函数 , 使 得 我 们 以 有 限 的 式 子 来 表达 积分 的 
可 能 性 扩张 了 怎样 的 地 步 . 甚而 至 于 在 那些 有 限 的 式 子 里 除了 初等 函数 外 并 不 包含 其 他 的 函数 的 
情形 下 , 利用 工 函数 (虽然 是 在 中 间 计 算 里 ) 也 还 是 常常 使 其 推 求 手续 大 大 简化 . 


540. 斯 特 林 公式 ”现在 我 们 来 推 求 nT(a) 的 一 些 方便 的 近似 公式 , 并 来 研究 这 个 对 数 (以 
及 工 函数 本 身 ) 的 值 的 计算 问题 . 
我 们 是 将 工 的 对 数 的 导数 公式 (24) 


Co ez eo 
0 人 工 一 ee 


取 作 我 们 的 出 发 点 . 


[540] 85， 欧 拉 积 分 . 657 . 


因为 积分 号 下 表达 式 乃 是 当 x >0 并 aw>0 时 > 与 ua 两 个 变量 的 连续 函数 (对 于 z = 0 只 
需 展 为 级 数 即 可 确信 这 一 断言 ), 而 当 z = 00 时 积分 对 于 a 在 a > ao > 0 一 致 收敛 优 函 数 为 


e © 07 


I ye 


疏 可 在 积分 号 下 对 于 a 从 1 到 a 取 积 分 : 
lla ) 区 一 1)e ”一 | un (a > 0). 
0 L 
改变 积分 变量 的 符号 , 我 们 就 换 到 了 区 间 [-co,0] 上 : 
0 CT _ ,XK 
ee 大 一 -一 二 二 Dez (35) 


cz 一 1 


而 这 个 积分 又 当 z = 一 00 时 对 于 0 < ao <a < A<++00 一 致 收敛 : 再 在 积分 号 下 对 于 a 从 a 


?fear e™ 1\ >- dz 
3 | se (30) 
为 了 要 化 简 表 达 式 (35), 我 们 利用 所 得 到 的 积分 (36) 以 及 初等 的 伏 汝 兰 尼 积 分 [495]: 


2 i 0 
EE 
三 且 (一 i ， 一 一 . 
5 ha / |. 5 - (37) 


这 就 是 说 , 从 (35) 里 减 掉 (36) 并 加 上 (37), 我 们 便 得 出 


0 arx 
nr- moO+zine= / + 
为 了 方便 起 见 , 设 
I 
0 a 
并 以 我 们 所 已 知 的 拉 阿 伯 积 分 的 表达 式 (19) 来 代替 R(a), 便 得 
imT(a) =In Vir + (a—3) Ina—a+w(a). (39) 


在 第 十 二 章 [441, 10)] 中 我 们 已 经 有 了 双 曲 余 切 的 展 为 简单 分 式 的 展 式 : 


2 2% 
> x2 二 扩 27T2 
k=l1 


对 于 所 有 x 关 0 的 信 尽 缘 成 立 . 将 此 处 z 换 为 x/2, 可 将 其 化 为 以 下 形状 [参看 449]: 


| 一 


cthz = 


公 z 2z? 
于 mt 
5 a 


658 ， 第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积 [540] 


或 者 最 后 


1 1 1 1 一 1 
f (2 人 (一 +3) DA 


从 f(z) 的 形状 上 我 们 就 认 出 这 是 包含 在 积分 表达 式 (38) 内 的 函数 . 
我 们 固定 任意 一 个 非 负 的 整数 m 并 将 级 数 中 每 一 项 代 以 与 之 恒 等 的 和 数 
1 1] x2 x.4 ] m1 加 2 一 2 
7Z2 十 45272 4k2n?2? (4k2n2)2 一 (4k2n2)3 “+ (5D) (4k272)™ 


27m 
1 
+(—1)" 一 过 


(4 大 27r2)m 十 ] x2 


分 别 对 以 下 形状 的 项 


我 们 即 得 出 结果 


如 果 引 用 第 n 个 伯 努 利 数 [449]: 
2n.)| 
二 a  §2n,) (40) 
划 此 结果 可 改写 如 下 : 
已 ， 2n—2 
2. (2n)! 
至 于 说 到 最 后 面 的 带 有 因子 一 一 (这 是 一 些 正 的 真 分 数 ) 的 那些 项 , 则 将 它们 加 在 一 起 就 得 
1 二 -一 
4k272 


(-D)™ 


出 这 样 一 项 » 
m .fp. ?77 十 1 27m 
(= 22m 42) 


其 中 9 亦 是 一 个 正 的 真 分 数 
最 后 我 们 便 得 到 了 f(x) 这样 的 一 个 表达 式 : 


DB B> , Bs m -1 Bm 2m-_2 
1(2)= -i + sr? 一 .… 十 (一 1) oT 


+(—1)™.06 z2m (0<0<1). 


把 这 代 到 (38) 里 , 而 逐 项 积分 之 . 因为 


277| 
2 “ 
/ aT. 27 / arx Nn ， 
w27 十 1 
一 CO 0 


0 0 
~ m 2m! 
/ 站 ex? dz =0. -i (0 < 0 < DO 
一 co 


并 且 


一 CO 


中 读者 要 注意 ,6 系 依赖 于 z 而 6 则 否 . 


[541] 85， 欧 拉 积 分 . 659 . 


所 以 我 们 求 得 


| mm Bm+i1 1 
CT mm (0<0< 


最 后 , 如 大 在 (39) 中 将 w(o) 代为 所 求 得 的 表达 式 , 则 我 们 得 到 以 下 的 公式 : 


1 P 1 
nT(o) -=n Vt (a—3) na-at T 5 
Pa 1 m1 Bn 1 
3.4 2 + (oY) (2m — 1)2m a?2m-!1 
m 1 
+(—1)™ .9. 2 (0<08<1), (41) 


(2m 十 1)(2m + 2) a2m+t! 
此 公式 名 为 斯 特 林 (Stirling) 公式 . 
在 最 简单 的 情形 , 对 于 m = 0 公式 具有 以 下 形状 : 


inT(a) = In V27 + (0-3) na-at (0 <0<1), 


如 果 取 消 (含有 因子 9 的 ) 余 项 , 而 将 公式 中 项 的 行列 延续 以 至 于 无 穷 , 便 得 出 所 谓 的 斯 特 林 
级 数 : 


Ta)~in VT 0-5)Ina-at 一 + 


Bn, 1 


(2n ~ 1)2n a2r-i 


然而 这 个 级 数 对 于 函数 jnT(a) 的 计算 十 分 有 益 , 它 是 这 个 函数 的 渐进 表示 , 同时 又 是 这 个 函 
数 的 包 络 . 我 们 已 经 遇 到 过 In(n!) 的 斯 特 林 公式 和 斯 特 林 级 数 了 [参看 469,(26) 与 (27)]. 适 才 
得 到 的 展开 式 具有 更 为 一 般 的 特征 . 如 果 要 想 由 它 导 出 早先 的 结果 , 则 应 令 a = n, 此 外 还 要 加 上 
inn, 因为 T(n) = (nm 一 1)!, 而 不 是 nl, 并 且 在 所 研究 的 一 般 情形 求 反 对 数 [464,3°] 可 得 到 消 数 
(a) 本 刁 的 渐 近 展开 [参看 469]. 


1 
Tt 


541. 欧 拉 常 数 之 计算 ”我们 回 到 公式 (39), 将 其 对 于 a 来 微分 : 
DinT(a)= lna— 元 十 ww (a), 


其 中 ， 
w (a) = / ze” f(x)dz. 


第 十 四 章 依赖 于 参数 的 积分 [542] 


660 
重复 前 面 的 计算 , 便 得 
1/,、_ BB: 1 B 1 mBr. 1 
“Wt 
Bm+1 1 
_1 m+1ig’ 7 十 / | 
+( 一 1) om Fo amr (0<0 <1) (42) 
由 此 即 得 渐 近 展 式 
1 B: 1 有 1 PB, 1 
DlnT(a)—!1 一 人 一 去 :一 十 一 :一 一 :十 (下 一 .一 十. ~ 
nT(o) nat 3 2 0a? 4 a4 二 ) 珊 am 


形式 上 , 它 可 以 由 斯 特 林 级 数 逐 项 微分 而 得 出 @. 
从 所 导出 的 公式 (42) 可 以 求 得 欧 拉 常数 C 的 一 个 方便 的 计算 法 . 
在 电 斯 公式 (25) 中 设 a 等 于 自然 数 k, 就 得 出 


1 ] — 大 一 1 
c=/ dt — DInT(k). 
0 


1 一 上 
但 是 
1 — #t*-! 人 
二 1 十 t+ 十 .二 1t*- 
[一 十 二 十 … .十 ， 
改 l 
1 — #*-1 1 1 
dl 二 +...+-， 
/ TI 一 7 


利用 当 a = 时 的 公式 (42), 便 最 后 得 到 
1 1 1 1 1 


Cl1+ 1 mgr 二 
一 kl 0 


2 
Cn 1 niin Bnti 1 / 
12 _ 一 "+ pb 
十 (一 ]1) 5 raz + ( 1) 0 3 ana (0<0<1) 


欧 拉 根据 这 个 公式 , 取 k = 10 并 计算 到 含有 k!? 的 项 , 求 出 了 具有 15 位 小 数 的 C 的 值 . 


C = 0.577 215 664 901 532.... 


542. 工 函数 的 以 10 为 底 的 对 数 表 的 编制 ”我 们 来 简略 地 指出 编制 此 表 之 方法 . 


我 们 回 到 公式 (27), 将 a 换 成 1 + a, 而 写成 下 面 的 形状 : 
dinr(I+o mL 1 
aa 本 C+ (x 5 
顺序 微分 之 , 即 得 出 rn 阶 导数 的 公式 


dinF(l+a) ， 一 1 
ED re 关上 


(所 得 出 的 各 个 级 数 的 一 致 收敛 性 使 得 逐 项 微分 有 了 根据 ). 
内 此 , 我 们 便 求 得 了 泰勒 级 数 的 诸 系 数 : 


1 EE + 本 (1)" 2 
nl da”™ ,0 7 


中 因此 ,在 这 个 情形 下 , 渐 近 展 式 的 逐 项 微分 成 为 是 可 以 的 了 [参看 464 目的 附注 | 


[542] §5.， 钦 拉 积 分 . 661 . 


于 是 对 于 lol < 1 我 们 就 有 


] 1 1 
InT(l+a)= -Ca a i 


2 3 4 
因为 数 sx( 尤 其 是 对 于 大 的 后 靠近 于 1, 所 以 逐 项 地 加 上 展 式 (也是 对 于 |a| < 1 成 立 ) 
In(1+0) = a 3 和 503 一 了 0 十， 


是 有 好 处 的 , 这 就 给 出 
i 二 于 
InT(l+a)= -ln(l1+a)+ (1 Cat 3(52 — 1)a 4 ])a 十 …: 
乘 以 系数 47 5. 于 设 
中 
M(1—C)= 0 5M (52 = 小 | 3 (ss — 1)= C3.... 
便 得 
站 (43) 


将 a 换 为 -a., 并 将 这 样 得 出 的 展 式 
CC 


由 前 一 展 式 中 减 掉 , 因为 依照 余 元 公式 . 


T(r pts 
sin QTr 
BI 
lgIT(1 ~a)=—lgIT(l+a)+lg-— , 
sin CT 
的 得 
1 QT 1], 1l+oa 
lgT _ 三 
gL(l1++a)= 5 lg I +Ca 0 (44) 


勒 让 德 给 出 了 n < 15 时 诸 系 数 C。 让 并 且 借 助 于 公式 (43) 与 (44), 计算 出 了 
当 ga 从 1 每 次 增加 0.001 递 升 以 至 于 2 时 下 (ao) 以 10 为 底 的 对 数 , 起 初 是 具有 7 位 小 数 , 而 后 
来 则 是 有 了 12 位 小 数 . 

当 我 们 以 本 目 作 为 对 于 工 少数 的 研究 的 结束 时 , 我 们 看 到 , 由 其 借助 于 含有 参 
数 a 的 积分 的 表示 法 出 发 ,我们 不 仅 知 晓 了 它 的 在于 泊 人 的 性 质 , 而 且 还 学 会 了 计 
算 它 . 我 们 对 于 这 新 的 哺 数 的 擎 握 程度 与 对 于 初等 晴 数 力 是 一 样 的 . 


74) 参 看 499 日 中 的 脚注 . 
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一 致 收 合 , 355, 356 镶 森 积分 不 等 式 , 123 
~ 的 阿 贝 尔 判 别 法 , 360 展开 ctgz, cthz, tgz, =， i 下 为 部 分 
~ 的 犹 利 克 雷 判别 法 , 360 分 式 , 396 
~ 瑶 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 358 展开 In 吕 * 成 蜂 级 数 , 420 
~ 于 极限 滑 数 , 546 RT D4 
积分 ~ 的 条 件 , 570, 573 分 解 ~ 为 部 分 分 式 , 25 
积分 的 ,369 振幅 , 205 
积分 的 ~ 判别 法 , 571 整 序 变量 , 631 
积分 的 ~ 与 级 数 ~ 的 联系 . 570 正 户 数 积分 的 “比较 定理 ”, 475 
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7. M. 非 赫 金 哥 尔 次 《 微 积 分 学 教程 》 一 书 , 在 我 国 20 世纪 50 年 代 以 来 的 数 
学 教育 中 曾 产生 过 巨大 的 影响 . 大 体 说 来 , 现在 50 岁 以 上 的 数学 工作 者 , 鲜 有 不 知 
此 书 的 , 鲜 有 未 读 过 (参考 过 ) 此 书 的 . 它 内 容 丰 富 而 论述 深刻 (虽然 从 今天 看 来 , 处 
理 方法 是 经 典 的 ), 使 许多 学 习 过 数学 类 各 专业 的 人 受益 良 多 . 

本 书 最 早 的 中 详 本 是 根据 俄 文 1951 年 第 4 版 (一 、 二 卷 ) 和 1949 年 版 (第 三 卷 ) 
译 出 的 , 于 1954 一 1956 年 先后 由 商务 印 书馆 和 高 等 教育 出 版 社 出 版 、 印 行 ，1959 
年 又 根据 俄 文 1958 年 版 对 其 中 第 一 卷 作 过 修订 ,中 译本 是 由 多 所 高 等 学 校 的 多 位 
数学 老师 分 别 翻译 , 高 等 教育 出 版 社 多 位 编辑 经 手 的 . 

这 次 高 等 教育 出 版 社 在 国家 自然 科学 基金 委员 会 天 元 数学 基金 的 支持 下 , 根据 
2003 年 印行 的 俄 文 版 进行 修订 . 由 于 本 书 的 各 位 译 者 大 多 年 事 已 高 (有 的 已 经 谢世 )， 
高 等 教育 出 版 社 在 得 到 主要 译 者 的 首肯 后 ， 计 我 来 担任 全 书 的 校订 工作 , 这 既 使 我 
感到 采 驻 ,又 感到 诚 悍 诚 恐 , 如 履 薄 冰 . 在 校订 过 程 中 , 原 书 各 位 译 者 认真 仔细 的 工 
作 作风 和 和 高 质量 的 翻译 , 让 我 深 感 敬佩 , 并 得 到 很 多 教 益 . 从 2003 年 印行 的 俄 文 版 
中 , 我 们 看 到 , 担任 本 书 俄 文 版 的 校订 、 编辑 工作 的 圣彼得堡 大 学 的 A. A. 弗 洛 连 斯 
基教 授 除 改正 原先 各 版 中 一 些 印 刷 错误 外 ， 又 从 读者 的 角度 出 发 , 对 书 中 可 能 产生 
不 便 的 地 方 增加 了 122 个 注释 . 他 们 这 种 为 使 经 典 名 车 至 于 完善 的 、 认 真 细致 的 作 
风 值 得 我 们 借鉴 . 

对 本 书 的 校订 工作 主要 在 两 个 方面 : 一 方面 是 在 新 版 中 (应 是 1959 年 以 前 ) 作 
者 作 了 不 少 的 修订 与 增删 , 尤其 是 第 二 卷 与 第 三 卷 中 改动 较 多 . 而 由 于 历史 的 原因 ， 
在 20 世纪 60 年 代 以 后 , 高 等 教育 出 版 社 与 各 位 译 者 一 直 没 有 机 会 按 新 版 修订 译本 . 
因而 这 次 需要 作 不 少 补 译 的 工作 . 还 有 就 是 翻译 122 个 编者 注 的 工作 . 另 一 方面 是 , 


672 校订 后 记 


涉及 数学 名 词 、 外 国 数学 家 的 中 译名 的 规范 问题 . 由 于 在 1993 年 , 全 国 自 然 科 学 名 
词 委 员 会 ( 现 改 称 全 国 科学 技术 名 词 委员 会 ) 已 颁布 了 《数学 名 词 》 所 以 校订 中 首 
先 以 此 为 准 , 对 数学 名 词 、 外 国 数学 家 中 译名 作 了 统一 性 的 订正 . 在 此 范围 之 外 的 则 
以 《中 国 大 百科 全 书 . 数学 卷 》《 数学 百科 全 书 》( 五 卷 本 ) 以 及 张 鸿 林 、 葛 显 良 先 
生 编订 的 《英汉 数学 词汇 》 为 准 . 此 外 还 参考 了 齐 玉 错 、 林 凤 藻 、 刘 远 图 先生 合 编 的 
《新 俄 汉 数 学 词汇 》 还 有 个 别 的 在 上 述 范围 之 外 的 名 词 以 及 其 他 一 些 难 于 处 理 的 
问题 , 则 是 由 张 小 萍 、 沈 海 玉 、 郭 思 旭 三 人 经 商讨 后 定 下 来 的 . 

还 应 当 说 明 的 是 , 书 中 有 关 物 理 .力学 方面 的 量 和 单位 , 有 少数 地 方 与 我 国 现在 
执行 的 国家 标准 不 一 致 . 但 是 , 改动 它们 会 导致 计算 过 程 和 结果 中 数据 的 改变 , 作为 
译本 , 改 介 反而 不 妥当 , 宜 保 留 原作 的 用 法 为 好 . 还 有 个 别 数学 符号 也 与 我 国 目前 适 
用 的 不 一 致 , 也 未 作 改 动 . 

本 书 的 校订 过 程 ,充分 体现 为 一 种 集体 的 力量 和 成 果 ., 首先 是 本 书 的 策划 张 小 
萍 编审 , 她 为 本 书 的 修订 、 出 版 工作 作 了 周到 细致 的 安排 , 并 负责 一 至 三 卷 的 终审 工 
作 , 作 了 十 分 仔细 的 审阅 并 提出 很 多 重要 意见 ; 沈 海 玉 先生 对 一 、 三 卷 作 了 认真 的 通 
该 加 工 和 校 阅 , 提出 了 许多 很 好 的 意见 ; 李 植 教授 和 邵 常 虹 老 师 为 本 书 翻译 了 俄 文 版 
《编者 的 话 》. 在 补 译 过 程 中 . 我 经 常 得 到 外 语 分 社 田 文 琪 编审 在 俄 译 中 表达 方面 而 
心 而 宝贵 的 指教 . 对 以 上 各 位 的 指导 、 合作 与 帮助 , 表示 由 庙 的 感谢 | 

由 于 个 人 的 水 平 所 限 , 虽 经 努力 , 但 在 新 加 内 容 的 补 译 工 作 方面 、 在 个 别 译 名 的 
确定 方面 等 , 错误 和 了 踊 漏 恐 难于 避免 , 还 请 读者 不 音 指正 . 


郭 思 各 
2005 年 8 月 
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本 书 是 一 部 卓越 的 数学 科学 与 教育 著作 。 自 第 一 版 问世 
50 多 年 来 , 本 书 多 次 再 版 , 至 今 仍 被 俄罗斯 的 综合 大 学 以 及 
技术 和 师范 院 校 选 作 数 学 分 析 课 程 的 基本 教材 之 一 , 并 被 翻 
译 成 多 种 文字 ， 在 世界 范围 内 广 受 欢迎 。 

本 书 所 包括 的 主要 内 容 是 在 20 世纪 初 最 后 形成 的 现代 
数学 分 析 的 经 典 部 分 。 本 书 第 一 卷 包括 实 变量 一 元 与 多 元 微 
分 学 及 其 基本 应 用 ; 第 二 卷 研究 黎 曼 积分 理论 与 级 数理 论 ， 
第 三 卷 研究 多 重 积 分 、 曲 线 积分 、 曲 面积 分 、 斯 蒂 尔 吉 斯 积 
分 、 傅 里 时 级 数 与 傅 里 叶 变换 。 

本 书 的 特点 是 : 一 、 含 有 大 量 例题 与 应 用 实例 . 二 、 材 
料 的 叙述 通俗 、 详 细 和 准确 ; 三 、 在 极 少 使 用 集合 论 的 ( 包 
括 记 号 ) 同时 保持 了 叙述 的 全 部 严格 性 ,以 便 读者 容易 初步 
掌握 本 课程 的 内 容 。 


本 书 可 供 各 级 各 类 高 等 学 校 的 数学 分 析 与 高 等 数学 课程 


作为 教学 参考 书 ， 是 数学 分 析 教 师 极 好 的 案头 用 书 。 
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